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Fixpunktsitze und Zahlentheorie

Friedrich E.P. Hirzebruch

Wir werden zunidchst den Atiyah-Bott-Singerschen Fixpunktsatz
([AB68], siehe Seite 473) auf eine kompakte zusammenhingende
Riemannsche Fliche X anwenden.

Es sei a ein Automorphismus von X endlicher Ordnung (# Iden-
titdt). Dann hat a endlich viele Fixpunkte = und in jedem einen
Drehwinkel a; mit 0 < oz < 2m. Der Automorphismus a operiert
auf dem endlich-dimensionalen C-Vektorraum der holomorphen
1-Formen H'%(X) (Formen 1. Gattung) durch Liftung. Nach
ABS gilt fiir die Spur von d, die mit x(a) bezeichnet werde und
auch Charakter genannt wird,

1) x(@) - x@ =iy cot%.
&%
(In [AB68] steht —i statt 4; unsere Bezeichnungen sind ein wenig
anders.)
Nach dem Lefschetzschen Fixpunkt der Topologie ist

(2) x(a) + x(a) = 2 — Anzahl der Fixpunkte,

sodaB wir also x(a) berechnen kénnen.

Beispiel:

Betrachte das Gitter Zi+ Z in C (Koordinate z) und den Auto-
morphismus a der Ordnung 4 auf dem Torus C/(Zi + Z) gegeben
durch die Multiplikation mit ¢. Es gibt zwei Fixpunkte reprisen-
tiert durch 0 und % + % beide mit dem Drehwinkel 7. Also ist

x(a) — x(a) = 2icot% = 2

x(a) +x(a) = 0
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was mit a* dz = i dz iibereinstimmt.

Fiir die folgenden Uberlegungen, die zu einem Satz von HECKE
(1928) fithren werden, vgl. [Wei80] und die dort angegebene Li-
teratur (z.B. E. HECKE, Mathematische Werke).

Wir machen die folgende fundamentale Annahme, ohne uns zu-
néichst darum zu kiimmern, ob sie realisiert werden kann.

(¥*) Es sei p eine ungerade Primzahl und a ein Automorphismus
von X der Ordnung p mit ’%1 Fixpunkten mit den Dreh-
winkeln 2%%, wo 1 £ k £ p—1 und k quadratischer Rest

modulo p ist, d.h. (%) =1.

Die Annahme (*) impliziert

x(a) —x(a) = 1 Z cot w%
1<kSp—-1
(**) (5)=1
p—>5
x(a) +x@) = ~22°

Zunichst betrachten wir den Fall p=1 mod 4.
Dann ist x(a) — x(a) = 0, da —1 quadratischer Rest ist, und

3) xfa) = — %, (falls (%) gilt und p =1 mod 4).

Fiir p = 3 wire

x(a) — x(a) = icotg = \/L§

Das ist unméglich, weil x(a) eine ganze algebraische Zahl ist. Wir
setzen jetzt voraus p =3 mod 4 und p > 3. Dann ist nach Gauf}

(4) 3 comg = J/Bh(-p),

1Sk<p-1
Ey_
(F)=1
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wo h(—p) die Klassenzahl des Korpers Q(1/—p) der Diskriminan-

te —p ist.
Verwendet man die Formel
1
5 t =
(5) 7 cot 7wz Z P

neZ

mit der Summation, die die Summanden fir n und —n zusam-
menfafit, dann kann man zeigen, daf (4) zu folgender Formel
dquivalent ist.

ky 1 s
(6) Y () = —=h(-p)
e (p) k- \/p
Vgl. z.B. das schéne Buch. [Zag81].

Wegen (**) und (4) ist

@ xta) = 3(-E52 +ivph(-p),

eine Formel, die auch fiir p =1 mod 4 gilt, falls man h(—p) =0
setzt, da —p keine Diskriminante ist.

Kann die fundamentale Annahme (%) realisiert werden? Die Ant-
wort ist ja fiir p > 3.

Betrachte die Modulgruppe PSLs(Z), die mit I bezeichnet wer-
de. Sie operiert durch gebrochen lineare Abbildungen

az+b
cz+d

auf der oberen Halbebene H.

Die Hauptkongruenzuntergruppe I'(p) besteht aus allen ganzzah-
ligen unimodularen Matrizen (‘; 3), die modulo p gleich der Ein-
heitsmatrix sind. Die Gruppe I'(p) operiert frei auf H (fiir p > 3).
Wir erhalten die nicht-kompakte Riemannsche Fliche F(p)\Hv

welche -\ H iiberlagert. Die Galoisgruppe der Uberlagerungen ist

PSLy(Fp) = T/T(p),
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der Ordnung N = % p (p?2—1). Die Riemannsche Fliche r\H kann
mit C identifiziert werden. Sie hat zwei ausgezeichnete Punkte,
da I' auf H nicht frei operiert (Fixpunkte der Ordnung 2 und 3
reprasentiert durch i und p = £(—1 + iv/3)). Die Uberlagerung

F(p)\H — p\H

ist iiber den beiden ausgezeichneten Punkten verzweigt und hat
dort % bzw. % Urbilder. Wir erhalten fiir die Eulersche Charak-

teristik

N N i

e(F(p)\H) = —N+%+§ === —Ep(p2—1).

Die Riemannsche Flache 0\ H kann durch Hinzufligung einer Spit-
ze zur Riemannschen Zahlenkugel S? kompaktifiziert werden.
Die Fliche F(p)\IHI wird durch Hinzufiigung von % Spitzen zu

einer kompakten Fliche X (p), auf der PSLy(F,) operiert mit
52 als Orbitraum. Die Isotropiegruppe einer Spitze ist zyklisch
von der Ordnung p. Wir zeichnen die Spitze 00 aus mit der
durch a: z — z + 1 erzeugten Isotropiegruppe. Die Aktion von
PSLy(Fz) auf X (p) hat drei Ausnahmeorbiten der Ordnungen
N/2, N/3, N/p. Die Eulersche Charakteristik von X (p) ist

(X)) = ~5p (>~ D)+ 5" 1)

Das Geschlecht g ist gleich der Dimension von H'%(X (p)) mit

2-29 = e(X(p)).

Esist g =0,3,26,... firp=>5,7,11,...

Das erwihnte Element ¢ der Ordnung p erzeugt eine zyklische
Gruppe U, die bei der Aktion auf den %(p2 — 1) Spitzen p;—l
Fixpunkte und L;l Orbiten mit p Elementen (zyklische Vertau-
schung) hat.

Die Spitzen entsprechen den Nebenklassen PSLy(F,)/U, die Fix-
punkte den Nebenklassen N(U)/U, wo N(U) der Normalisator
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von U ist, der aus allen Abbildungen z — az + b besteht mit a
quadratischer Rest modulo p. Der Quotient PSLy(F,)/N(U) ist
die projektive Gerade F, Uoco, auf der a: z — z+1 mit oo als ein-
zigem Fixpunkt operiert und F, zyklisch vertauscht. Jeder Punkt
der projektiven Geraden reprisentiert ”2;1 Spitzen. Betrachte als
Beispiel p = 5. Dann ist PSLy(Fs) die Automorphismengruppe
As des Ikosaeders. Die 12 Eckpunkte entsprechen den 12 Spitzen.
Fiir das Element a: z — z + 1 ist die fundamentale Annahme
(%) realisiert. Man kontrolliert ndmlich, daf# die Drehwinkel in
den % Fixpunkten gleich 2%% sind mit k£ quadratischer Rest
modulo p.

Es soll nun fiir p = 3 (4) die Darstellung von PSLy(F,) auf
H™ (X (p)) untersucht werden. Da fiir das Liften von Differen-
tialformen unter Automorphismen a,b gilt (ab)* = b*a* kénnen
wir zur transponierten Darstellung iibergehen, um einen Homo-
morphismus

(8) PLS3(F,) — End H"*(X (p))

zu bekommen.

Nach F. G. FROBENIUS und I. SCHUR sind die irreduziblen Dar-
stellungen von PSLy(IF,) fir p = 3 (4) wie folgt zu klassifizieren.
Es gibt die triviale Darstellung vom Grade 1, die Darstellung vom
Grade p, die aus der Permutationsdarstellung auf der projekti-
ven Geraden iiber F, durch Abspaltung der trivialen Darstellung
hervorgeht, es gibt jeweils %(p — 3) Darstellungen vom Grade
p—1 und p+1, alle bisher erwédhnten Darstellungen sind reell, es
gibt schlieflich zwei zueinander konjugierte Darstellungen x, x~
vom Grade 3(p — 1) mit

O x'@ = 5(-1+iyB, x (@) = 5(-1-iyh).

Dies sind die Spuren fiir das erwidhnte Element

a:z—z+1, a€ PSLy(F,).
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Es ist interessant, an die Gauflschen Summen zu erinnern:

x"(a) = Z of,  wobei a = e¥™/P,
1Sk<p—1

(5)=1

und

X (@) = Y o =xFa)

und daf dies die Beschrinkung der Darstellungen x*, x~ auf die
von a erzeugte zyklische Gruppe der Ordnung p charakterisiert.
Es seien m und n die Multiplizititen von x+, ¥~ in der Darstel-
lung (8).

1 Satz von Hecke FEs seip > 3 und p = 3 (4), dann gilt fir
die Multiplizititen m,n

(10) m—n = h(—p).
Dies folgt unmittelbar aus (7) und (9). Man kann iibrigens auch

m + n ausrechnen:

1/p—1 4
mtn = 5(pT +(-)F +2 (fallsp=2 3))).
Es gibt bekanntlich genau 7 Primzahlen p = 3 (4) mit A(—p) = 1,

nimlich 3,7,11,19,43,67,163 (HEEGNER 1952, Stark).

p m n
7 1 0
11 1 0
19 1 0
43 2 1
67 3 2
163 7 6
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Komplexe Dimension Zwei

Vorldufiger Bericht (mit DON ZAGIER in Vorbereitung)

Wir betrachten eine kompakte kihlersche Fliche X, zum Beispiel
eine projektive algebraische Fliache. Es gibt zwei fundamentale
topologische Invarianten, die Eulersche Charakteristik e(X) und
die Signatur sign(X). Ist a ein Automorphismus von X, dann sind
die dquivariante Eulersche Charakteristik e(X, a) und die dquiva-
riante Signatur sign(.X, a) wohldefiniert [AB68]. Falls a endlicher
Ordnung ist und isolierte Fixpunkte hat, gilt

e(X,a) = Anzahl der Fixpunkte von a

(11) : - o B
sign(X, a) Z cot 5 cot 5

zEX
Qr=x

Beachte, daf} in (1) die Aquivariante Signatur im 1-dimensionalen
Fall, die fiir a = Identitit verschwindet, angegeben wird.

Die erste Formel in (11) ist der klassische Lefschetzsche Fixpunkt-
satz, die zweite ist der ABS-Fixpunktsatz fiir die Signatur. Dort
sind oy, By natiirlich die Drehwinkel im Fixpunkt z von a. Vgl.
[Hir71] und [HZ74].

Bekanntlich ist §(e(X) + sign(X)) das arithmetische Geschlecht
von X. Diese Tatsache kénnen wir auch dquivariant benutzen.
Sie fiithrt zu einer Formel fiir den Charakter x(a) der Operation
von a im Vektorraum H?Y(X) der holomorphen 2-Formen auf
X, sofern wir folgende Voraussetzung machen.

Annahme 1: Die erste Bettische Zahl von X verschwindet. Die
Darstellung von a in H%%(X) ist reell, d.h. dquivalent zu der
konjugiert komplexen Darstellung in H?9(X).

Das Verschwinden der ersten Bettischen Zahl impliziert, daff das
arithmetische Geschlecht gleich 1+dim H*%(X) ist. Weil die Dar-
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stellung reell ist, bekommen wir ferner

1
4

1+ x(a) = =~ (e(X,a) +sign(X, a)) = ! Z (1 — cot 7 cot &)

4 2
$€X

arT=—

Wir machen jetzt analog zu (*) im 1-dimensionalen Fall neben
Annahme 1 die folgende Annahme, die wir allerdings nur in be-
sonderen Fillen werden realisieren kénnen.

Annahme 2: Es sei p eine ungerade Primzahl > 3 und a ein Au-
tomorphismus von X der Ordnung p mit p lepunkten mit den
Drehwinkeln 27r,—) —orkd wol<k<p-— 1 und k quadratischer
Rest modulo p ist. Dabex ist d eine fest vorgegebene teilerfremde
Restklasse modulo p.

Die Annahmen 1 und 2 implizieren

(12) 14+x(a) = = (;1 + cot 7%“ cot zrﬁ)

Die Kotangentensumme liegt im Korper der p-ten Einheitswur-
zeln und zwar im quadratischen Teilkérper Q(y/—p) fiir p = 3 (4)
und Q(,/p) fiir p = 1 (4). Dies sieht man mit Galoistheorie: Die
Summe bleibt unverindert, wenn jedes k durch rk ersetzt wird,
wo r ein quadratischer Rest modulo p ist.

Fiir p =3 mod 4 ist —1 quadratischer Nichtrest. Deshalb bleibt
die Kotangentensumme unter dem Galois-Automorphismus von
Q(y/=p) fest und liegt in @, was ohnehin klar ist, da die Summe
reell ist. Es gilt

k kd
(13) 1+ x(a) = ( -1+ Z cotw—cotw—).
1<k<p-1 &
Hier tritt die gewohnliche Dedekindsche Summe auf:

k kd
ded(p,d) = Z cot 25 ot T2
1<k<p—1 p p

o0

(siehe [Hir71], [HZ74]). Der Ausdruck auf der rechten Seite von
(13) ist eine halbganze Zahl und ganzzahlig genau dann, wenn d
quadratischer Rest modulo p ist ([Hir71], Seite 39). Der Charak-
ter muf} ganzzahlig sein. Wir kommen nicht zu Widerspriichen zu
unseren Annahmen, wenn wir auch noch (g) = 1 voraussetzen.
Fiir p =1 (4) ist x(a) von der Form

U+ v,/p

x(a) = —

Auf Grund unserer Annahmen ist x(a) eine ganze Zahl von Q(,/p).
Deshalb:

u,v € Z. und w = v modulo 2.

Der Galois-Automorphismus von Q(,/p) werde mit p — p be-
zeichnet (p € Q(,/p)). Dann ist nach (12)

(14)  2+x(a)+x(a) = 24+u = i(p— 1+ ded(p, d))
wihrend

(15)

v = x(a) — x(a) = 4—% 1gk2gp_1(g) cot %“ cot %i = f(o,a)

Man kann zeigen, dafi (14) und (15) fir p > 5 fiir u,v ganze
Zahlen mit v = v modulo 2 liefern. Fiir p > 5 und p = 1 (4)
fiihren unsere Annahmen also nicht zum Widerspruch. Die beiden
Zahlen u,v sind gerade genau dann, wenn (%) =1.Firp=5
ist f(p,1) = % und f(p,2) = % und ferner ded(p,1) = —4 und
ded(p,2) = 0.

Wir sind zur Einfithrung der getwisteten Dedekindschen Sum-
men f(p,d) gekommen, die sehr interessante Eigenschaften ha-
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ben, zum Beispiel (fiir p =1 (4)):

2 p—r2

fen) =z Y a(t5)
1€r<\p
reZ

f(p,1) =2f(p,2) = 0
f(p,1) =3f(p,3) = %h(—?)p)
f(p,1) —4f(p,4) = h(—4p)
f(p,1) —6f(p,6) = 5h(—3p) firp=1 mod 8

= —h(-3p)firp=5 mod 8
f(p,1) —8f(p,8) = 3h(—4p) + 2h(—8p) firp=1 mod 8
= —h(—4p) +2h(—8p) fir p=5 mod 8

Die erste Formel hiangt mit dem Wert der Dedekindschen Ze-
tafunktion des Kérpers Q(,/p) an der Stelle 2 zusammen (vgl.
[Hir73], Seite 192), was sich mit Hilfe der Formel (5) sehen lifit.
Die iibrigen Formeln werden mit Hilfe von (5) und Formeln vom
Typ (6) bewiesen.

Natiirlich méchten wir Beispiele haben von Flichen X mit ei-
ner Aktion von PSL;y(F,), sodafl die Aktion von a € PSLy(F,)
mit a: z —> z 4+ 1 unsere beiden Annahmen erfiillt. Ohnehin
sind fiir p = 1 (4) alle Darstellungen reell. Es gibt irreduzible
Darstellungen von den Geraden 1,p,p — 1,p + 1 und zwei Aus-

nahmedarstellungen x*, ¥~ vom Grade % mit

xta) = (@) = 12

Wieder sind die Gaulschen Summen interessant. Zum Beispiel
ist
27
xTla) = 1+ Z of, wobeia=er
1Sk<p—1
(5)=1
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Alle irreduziblen Darstellungen, abgesehen von x*, x~ haben in
a einen Charakterwert in Z. Fiir die Multiplizitdten von x™ und
x~ in der Darstellung von PSLy(F,) auf H20(X) gilt

(16) m—n = f(p,d)

Mit Hilfe der Kongruenzuntergruppen zu den Hilbertschen Mo-
dulgruppen fiir reell-quadratische Zahlk6rper ergeben sich viele
Beispiele, allerdings im allgemeinen nicht mit unseren einfachen
Annahmen. Es existiert eine allgemeine Theorie ([MS79] und die
dort zitierte Arbeit von H. SAITO). In [MS79] kommen die getwi-
steten Dedekindschen Summen nur implizit vor. Wir méchten die
Theorie dieser Summen unabhingig entwickeln und dabei auch
neue Eigenschaften der gewdhnlichen Dedekindschen Summe her-
ausarbeiten. Fiir die Theorie der Hilbertschen Modulflichen siehe
[Hir73] und [Gee87].

Beispiel mit Erfiillung der Annahmen 1 und 2:

Wir betrachten den Kérper K = Q(+/5) und den Ring der ganzen
Zahlen

1+5
2

Die Hilbertsche Modulgruppe I' = PSL3(O) operiert auf H x
H: (29) (21,22) = (%}fg’, g,i;’—:[g,), wo mit z — z' der Galois-
Automorphismus von K bezeichnet wird. Die Fliche P\]HI‘2 hat
sechs Quotientensingularititen, jeweils 2 der Ordnungen 2,3, 5.

Die Primzahlen p = £1 (5) lassen sich aufspalten

O=272-1+7%Z

p = wr’ mit 7 >0,

wo () ein Primideal mit O/(7r) = [, ist. Nun sei I'(7) die Haupt-
kongruenzuntergruppe der Matrizen in SL2(0), die modulo 7
gleich der Einheitsmatrix sind.

Die Untergruppe I'(w) von I' operiert frei auf H?. Wir haben die
Galois-Uberlagerung

(17) r(r\E — p\F
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mit Gruppe PSLy([F,). Bei der Aktion dieser Gruppe auf I‘(7r)\HQ
haben nur die Elemente der Ordnungen 2, 3,5 Fixpunkte.

Wir miissen nun zu den kompaktifizierten Flichen iibergehen
und zwar betrachten wir sofort die Auflésung der Spitzensingu-
laritaten:

Die Fliche l—\\]HI2 wird kompaktifiziert durch Hinzufiigung einer
rationalen Kurve mit Doppelpunkt. Dariiber liegt gemafi (17)
die Kompaktifizierung von P(W)\Hz durch ”22—_1 glatte rationa-
le Kurven der Selbstschnittzahl —3, die sich den Punkten der
projektiven Geraden P;(F,) entsprechend in p + 1 mal ”2;1 Kur-
ven aufteilen. Die p—gl— Kurven bilden jeweils %/ t Zyklen von t
Kurven, wo t wie folgt bestimmt wird.

Die Grundeinheit ¢ = % und ebenso &% = % kénnen als
Restklasse modulo p angesehen werden, da v/5 in I, existiert
(wihle eine Wurzel). Die Ordnung ¢ von €2 in F, ist ein Teiler
von %‘ Firp=1listt=5 (e2=5 mod 11).

Wir haben also 12 Zyklen

(Die  Selbstschnitt-
zahl -3  wurde
in das Diagramm
eingetragen.)

von insgesamt 60 Kurven.

Das Element a: z — z + 1 von PSLy(F,) vertauscht p Punkte
von P (IF,) zyklisch, der Punkt oo bleibt fest, zu ihm gehéren ”2;1
Kurven, die in Zyklen angeordnet sind. Sie haben ”2;1 Schnitt-
punkte. Dies sind die Fixpunkte von a. Unsere Annahmen 1 und

2 sind erfiillt und zwar mit d = £2 modulo p.

o4

Es 148t sich zeigen, daf§
(18) ded(p,e?) = 1—p fir p= %1 (5),

zum Beispiel ist ded(11,5) = —10. Damit ergibt sich aus (13),
(14), (15), (16) zusammenfassend der folgende

2 Satz Es seip = +1 (5) und X (p) die kompakte glatte Hilbert-
sche Modulfidche fir die Kongruenzuntergruppe I'(w) der Hilbert-
schen Modulgruppe T zum Kérper Q(v/5). Hier ist p = wn' (mit
m > 0) und (w) Primideal der Norm p. Die Gruppe PSLy(Fy)
operiert auf X (p) und damit auf H*%(X (p)), dem Raum der ho-
lomorphen 2-Formen auf X (p) (Spitzenformen zu I'(m) vom Ge-
wicht 2). Der Charakter von a: z — z + 1 bei dieser Operation
15t N

f (;t;, d) o

(19) x@) = —1+
wo d=¢e? = #5 modulo p. Hier ist f(p,d) =0, falls p =3 (4).
Fiir die Multiplizititen m,n von x¥,x™ in der Darstellung von
PSLy(F,) ist

m-n = f(pad)

Aus [MS79] und der dort benutzten Arbeit von H. SAITO ent-
nehmen wir fir p = +1 mod 5 und p = 1 mod 4, da f(p,e?)
fiir (%) = 1 verschwindet und fiir (5) = —1 den Wert hat

flp,e) = —2h(QUV5,v=m)).

Also ist 1|m — n| die Klassenzahl eines biquadratischen Zahlkér-

pers.
Fir p = 41,61,109, 149,241,269, 281, 389 ist der Wert dieser
Klassenzahl 1,1, 1,1,3,1, 3, 1.

Aus (19) folgt fiir p = +£1 mod 5, falls f(p,e?) = 0, daB die Dar-
stellung der von a erzeugten zyklischen Gruppe p auf H?9(X (p))
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(vermehrt um die 1-dimensionale triviale Darstellung) besteht

aus der direkten Summe von ”;——01 zyklischen Permutationsdar-
stellungen von p Elementen. Hierbei miissen wir noch beachten,
daf fiir das arithmetische Geschlecht gilt

p? -1
120

1+ dim H*%(X(p)) = p

(Siehe [Hir73]. Man muf} das Euler-Volumen von F\IHI2 (gleich

%) mit der Ordnung von PSLy(F,) multiplizieren, erhilt die

Eulersche Charakteristik von F(ﬂ)\]HIQ, die man durch 4 teilen

muf}, um das arithmetische Geschlecht von X (p) zu bekommen.)
Man kann iibrigens zeigen, da8 fiir f(p,e?) = 0 die Darstellung
von PSLy(F,) auf H*%(X(p)) (vermehrt um die 1-dimensionale
triviale Darstellung) dquivalent ist zur Permutationsdarstellung
von PSLy(IF,) auf der Menge der Nebenklassen PSLy(F,)/As,
wo man irgendeine Einbettung As — PSLy(IF,) benutzt.
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