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Sitzung der Math.-nat. Klasse

am 30. November 1991

Der Sekretar begrüßt die neuen o. Mitglieder, die Herren Beyreuther, Häfner,'lü(iolfrum,

sowie zahlreiche Gäste (u.a. Mitglieder der Mathematischen Kommission)'

1. Herr Hirzebruch hält einen Vortrag ,,Kombinatorik in der Geometrie".

Die wichtigsten Eigenschaften der Euler-Poincaréschen Charakteristik eines topologi-

schen RauÃ", *"rã.n erläutert. Als Beispiel des Lefschetzschen Fixpunktsatzes wird

folgender Satz angegeben: Wenn die Kreislinie auf einer kompakten differenzierbaren

Minnigfaltigkeit dìfferenzierbar operiert, und zwar mit isolierten Fixpunkten, dann ist die

Charakreristik der Mannigfahigkeit gleich der Anzahl der Fixpunkte. Die Fahnenman-

nigfaltigkeit,F(n) des n-dimensionalen komplexenVektorraumes besteht aus allen Fahnen,

d"i sirrã z-tupel 1-dimensionaler komplexer lJnterräume, die paarweise aufeinander

senkrecht stehen. Die Ðrrihung, die in den 1-dimensionalen Unterräumen einer festen

Fahne um die\X/ink ela,2u,3ct, . . . , n c dreht, läßt diese Fahne und alle Fahnen, die durch

Vertauschung der 1-dimensionalen Unterräume entstehen, fest. Keine anderen Fahnen

werden festg.h"lten. Deshalb ist die Charakteristik von F(z) gleich n! ='1-,' 2''' n der

Ordnung d., ,y--.trischen Gruppe 5, von z Obiekten. Hiermit ist das Studium der

Gruppe S, aller Permutationen von 11 ,2,"', nl in Kombinatorik und Geometrie

motivierr, das nun in verschiedenen Richtungen weiter verfolgt wird. So läßt sich die (2r)-æ

Betrische Zahl von,F(r) angeben als die Anzahl der Permutationen o, für die es genau r
paare (i,fi mit 1 s i < j = n und o(/) > o(i) gibt. Die Bettisch enZahlen in den ungeraden

Dimensionen verschwinden. Die Fixpunkte induzieren eineZellenzerlegung von Jç(n) in

geradedimensionale Zellen.
Hauptanliegen des Vortrags ist, die Eulerschen Polynome

n-l
P,(r) = L W,,kzk

&-0

in Erinnerung zu rufen. Hier ist \1,,* díeAnzahl der Permutationen o von l1 ,2, ' ' ' , zl mtt

åAbstiegen,d.h.dieUngleichungo(Ð>o(i+1)giltfürgenauå'üfertevoni (wobeil=i=
n ). Es gilt auch folgendei: W,,r gibt an, auf v¡ieviel verschiedenelüfleisen man nTürme auf

"ín 
, i , SchachbÃtr stellen kann, so daß keiner einen anderen schlägt und sich genau å

unterhalb der Hauptdiagonale befinden. Es ist

P{z) = 1, P2(z) = 7 * z, Pt(z) = 7 + 4z + 22,

Po(z) = 1 + 112 + 7lz2 + 23, P5(z) = I + 262 + 6622 + 26z3 + 24'

Die Eulerschen Polynome werden auch durch folgende ldentität charakterisiert

zP,(z)

T:,Y;r = | knzk
k-1

Ø

Sie sind mir u.a. in folgenden Zusammenhängen begegner.



30. November 7991 97

Es gibt interessante algebraische Varietäten der komplexen Dimension n - 1, deren
holomorphe Euler-Charakteristiken bis auf das Vorzeichen gleich den W",p sind: Es sei I
eine prinzipal polarisierte n-dimensionale abelsche Varietät. Ein zur Polarisierung
gehöriger Thetadivisor D in A hat die komplexe Dimension z - 1 , ist der einzige Divisor in
seiner linearen Äquivalenzklasse und kann in r4 durch die Akrion von A auisich bewegr
werden. Im allgemeinen ist D glatt, und man kann für o s å s v - 1 die holomorpÈ"
Euler-Charakteristik von D mit Koeffizienten in der Garbe der Keirne holomorpher
å-Formen bilden. Sie werde mit 1e1D¡ bezeichnet. Eine Rechnung im Sinne meines
Riemann-Roch-Satzes, die man in dieser lü(/eise immer durchführen kann, wenn das
Tängentialbündel der varietät plus ein Geradenbündel rrivial ist, ergibt

(_1)"-r-t7t(D): Wn,k.

Das arithmetische Gesclrlecht ¡¿0(D) ist also gleich (-1), -r. Man kann mitrels Verschie-
bungen durch Operationcn von ¡4 auf sich r Theta-Divisoren finden, die in allgemeiner
Lage zucinande r sind. I hr Du rchschnitt werde mit D(') bezeichnet. Es ist eine glattãVarietät
der Dintension n - r. I)as arithmetische Geschlechr von D(') multipliziert mit (-11n-' ¡r,
gleich r! nral der stirlingschen Zahl ll i, d.h. der Anzahl der 2erlegung.n'einer n-
zahligen Menge in r disjunkte nicht-leere Teilmengen.

, Die Berechnung von holomorphen Euler-Charakteristiken hängt in vielen Fällen mit
dem Abzählen von Gitterpinkten zusammen. Das fühne nor lange, Zeitzur Berechnung
cles Volumen.s von \X/ürfelschnitten (\ü. Meyer-R. von Randow). Erst vor wenigen Tagen
habe ich nach Diskussion und Korrespondenz mit Zbigniew Ciesielski Íolgendes
bemerkt.

Es sei 8,,(x) das Volumen der folgenden Menge im z-dimensionalen reellen Raum
(Vürfelschnitt):

-(

t I r € lR', 0 = t¡l 1,r5¡ X r¡sx+ 1

J B,1x¡dx = t.

Dann ist B,(x) eine (rt - l)-mal stetig differenzierbare Funkrion der reellenVeränderli-
chen r. In jedem intervall $, j + ll,wo jeine ganze Zahl ist,q/ird sie durch ein Polynom vom
Grade z gegeben. sie verschwindet außerhalb des Intervalls [-1, n]. Es isr

Durclr die erwähnten Eigenschaften ist der spline B,(x) eindeutig bestimmt.

Es gilt B,(te) = +, für å à 0.

Der \Wen des Eulerschen Polynoms P,(z) an der Stelle z = -1 isr von besonderem
lnteresse. Er ist gleich der Signatur der differenzierbaren (2n - 2)-dimensionalen
Mannigfaltigkeit D. In der Tät ist P,(-1) = 0, wenn z gerade, und für n = 2h + 1 is¡

P** {-1) = (-l)h¡g(zh *t)(0),
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was dem Zusammenhang des Signatursatzes mit der Tängensfunktion entspricht. Es ist

rg(x)+---i^ = i +*,,cos(x/ n=6 /t!

wo die tng^nzeZahlensind mit t2þ+t = rg(zå * t)10¡. Die ganze Zahlt, ist gleich der Anzahl

der Zick-Zack-Peimutationen von n Objekten. (Eine Permutation dtt ttz,' ' 'ótn von 1,

2,"., n heißtZick-Zack-Permutâtionrwenn ¡

a1 ) a2ra2 1ø3ra32 ø+r.. .)

Diese Übereinstimmung ist mindestens seit 1880 bekannt (D. André). Aber wie erlclärt

sich, daß die Anzahl der Zick-Zack-Permutationen von 2h + 1 Objekten (bis auf das

Vorzeichen) die Signatur der Varietät D (Theta-Divisor) der komplexen Dimension2h ist?

Eine Liste der Anzahlen ¿n der Zick-Zaclç'-Permutationen folgt:

l2l3 l4 | 5 | 6 | ? I : I e | 10n

ml t l'.|., lrr,|138s|7%61 sos2t

ZuBeginndesVortrags wurde auch noch auf die Bedeutung d êr t2¡ a I fürTriangulationen
gerade-dimensionalen Mannigfaltigkeiten hingewiesen. Die Euler-Poincarésche Charak-

terisrik e einerZm-dimensionalen triangulierten Mannigfaltigkeit läßt sich nach klassischen

Ergebnissen (Dehn-Sommerville, V. Klee, E. Peschl) durch die Anzahlen a2¡ der

geradedimensionalen Simplizes ausdrücken:

e-2 L çrh
h*0 @17azt

Die (2rn)-Sphäre hat eine Triangulation mit az¡ = (ii;1), wodurch sich eine bekannte

Formel zur induktiven Berechnung der t2¿ a 1 ergibt (Schläfli).

tzh+l


