
Kurven auf den Hilbertschen Modulfl~chen 

und Klassenzahlrelationen 

F. Hirzebruch 

In meinem Mannheimer Vortrag habe ich die Kurven auf den Hilbertschen 

Modulfl~chen betrachtet, die durch schief-hermitesche Matrizen defi- 

niert werden (siehe § 3 (11)) und die zum Teil bereits for Klassifi- 

kationsfragen (~], [5]) verwendet wurden. Homologiebeziehungen zwischen 

den Kurven fOhren zu Klassenzahlrelationen, da die Schnittzahl zweier 

Kurven durch eine Summe yon Klassenzahlen gegeben werden kann. Die 

ber~hmte Hurwitzsche Klassenzahlrelation [6] kann durch eine solche 

Schnittzahlbetrachtung bewiesen werden, das ist sicher wohlbekannt. 

Dieser Beweis zeigt, wie man entsprechende Beweise for Kurven auf den 

Hilbertschen Modulfl~chen f~hren und zu neuen Klassenzahlrelationen 

kommen kann. 

W~hrend meines Aufenthalts am Coll~ge de France und am Institut des 

Hautes Etudes Scientifiques im M~rz und April 1974 konnte ich diese 

Kurven auf den Hilbertschen Modulfl~chen viel systematischer unter- 

suchen. Von grosser Hilfe waren Diskussionen mit den Mathematikern am 

IHES, insbesondere mit G. Harder und D. Zagier. Manche der Ergebnisse 

und der Vermutungen wurden gemeinsam mit D. Zagier erarbeitet. Sie 

schliessen sich an den Mannheimer Vortrag an und wurden deshalb hier 

mit aufgenommen. Dabei musste ich mich auf Beweisandeutungen beschr~n- 

ken oder auch die Beweise weglassen: "Informal report" im Sinne der 

lecture notes. 

Hinweis auf weitere Arbeiten: 

Die Kurven F N und T N (vgl. § 3) hatte ich for Zwecke der Klassifikation 
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der Hilbertschen Modulfl~chen auch bereits w~hrend meines Aufenthalts 

in Berkeley (Sommer 1973) studiert. Man kann zum Beispiel feststellen, 

welche Kurven F N in den singularit~tenfreien Modellen der Hilbertschen 

ModulflMchen ~2/SL2(~) und (~2/SL2(~))/T (vgl. § 3) exzeptionelle 

Kurven werden. Mit Hilfe dieser Kurven konnte das Klassifikations- 

problem fur Primzahldiskrimlnanten, das noch unerledigt geblieben war 

(vgl. [4] § 0.2), abgeschlossen werden. Da ich bisher noch keine 

Gelegenheit hatte, das Ergebnis anzukUndigen, soll das hier geschehen, 

um zugleich die N0tzlichkeit der Kurven F N zu illustrieren. 

Es sei p eine Primzahl m 1 mod 4 und ~ der Ring der ganzen Zahlen in 

@(~). singularitMtenfreien Modelle yon ~/SL2(~)/T, wo Die 

T : (Zl,Z 2) ~ (z2,z I) die Involution ist, sind algebraische Fl~chen 

folgenden Typs. 

Rational fur p < 193 und p = 197,229,269,293,317. 

Auf~eblasene K3-Flachen fur p = 193,233,257,277,349,389,397,461,509. 

Auf~eblasene (echt, "honestly") elliptische Fl~chen fHr p = 241,281, 

353,373,421,557. 

Allgemeiner Typ fur alle anderen p ~ I mod'4. 

Hier~ber ist eine Arbeit geplant. Das Klassifikationsproblem kann auch 

fur beliebige K~rper-Diskriminanten D > 0 und die Hilbertschen Modul- 

flachen, die zu @(~) geh6ren, studiert werden. DarUber sind gemeinsame 

Arbeiten mit D. Zagier in Vorbereltung. 

§ I. Quadratische Formen und Klassenzahlen. 

Es sei M ein freier orientierter Z -Modul vom Range 2. BezUglich einer 

(mit der Orientierung vertr~glichen) ~-Basis yon M lassen sich die 

Elemente von M durch Paare (x,y) ganzer Zahlen gebenrund eine quadra- 

tische Form S : M --~ Z l~sst sich schreiben als 
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2 2 
S(x,y) = ax + bxy + cy , 

wo a,b,c ganze Zahlen sind. 

Die Diskriminante A = b2-4ac von S h~ngt nicht vonder Wahl der Basis 

ab. Als Diskriminanten quadratischer Formen treten die durch 4 teil- 

baren ganzen Zahlen sowie die Zahlen m I mod 4 auf. 

Die Form S ist primitiv, dann und nur dann, wenn (a,b,c) = I. 

Die Form S ist ppsitiv-definit, dann und nur dann, wenn A < O und a > O. 

FUr gegebenes A <O bezeichnen wir mit h(A) die Anzahl der Isomorphie- 

klassen primitiver positiv-definiter quadratischer Formen der Diskri- 

minante A. (Falls A keine Diskriminante ist, wird h(A) gleich 0 

gesetzt.) Dabei heissen die Moduln M und M' mit den Formen S und S' 

isomorph, wenn es einen orientierun~streuen Isomorphismus M--~ M' gibt, 

der S und S' ineinander HberfHhrt. 

FUr A <0 setzen wir (vgl. Hurwitz ~]) 

(I) H(-A) = 7--- ~(d/f 2) , 
fen 

f2tA 

~(-3) ½. ~c-4~ ~ ½ und sons~ ~ C ~  ~ h ( ~ .  wobei 

FUr eine Form S(x,y) = ax 2 + bxy + cy 2 mit A = b2-4ac<O bestimmen wir 

die komplexe Zahl z in der oberen Halbebene % durch az 2 + bz + c = O, 

d.h. 

-b + i ~  6% 
z = 2a 

Die Gruppe SL2(Z) ist die ~bliche Modulgruppe. Sie operiert auf ~. 

Die Isomorphieklassen positiv-definiter quadratischer Formen gegebener 

negativer Diskriminante stehen in eineindeutiger Korrespondenz zu den 

Orbiten derartiger Punkte z unter SL2(~). Deshalb kann man annehmen, 

dass z in dem Fundamentalbereich 

[ I' z = x + iy ~<x~. Izl~1, Izl>1 =~r x<O I 
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liegt. Daher gilt f~r jede natHrliche Zahl N die folgende Gleichung 

H(N) = =~-I ( a ,b , c )  e ~_3 

% 

-a4b<a, c >~a 
c >a falls b> O 

N = 4ac-b 2 

I 
In dieser Anzahlformel ist ein Tripel (a,-a,a) mit der Vielfachheit ~, 

I ein Tripel (a,O,a) mit der Vielfachheit ~ zu z~hlen. Diese Tripel ent- 

sprechen dem Punkt z = ½(I + i~) bzw. z = iim Fundamentalbereich. In 

diesen Punkten ist die Isotropiegruppe der Aktion von SL2(~)/{I,-I~ 

auf ~ nicht-trivial. Sie hat die Ordnung 3 bzw. 2. Die obige Anzahl- 

formel fHr H(N) gilt auch, wenn -N keine Diskriminante ist (d.h. 

N ~ 2 mod 4 oder N ~ I mod 4). Dann ist H(N) = O. 

Wenn P = I oder eine Primzahl ~ I mod 4 ist, dann fHhren wir folgende 

zahlentheoretische Funktion ein. 

(2) 
2 

H "4N-s ) 
Hp(N) = 7 s e Z  

4N-s2> O 
4N-s 2 - O mod p 

Die Hurwitzsche Klassenzahlrelation besagt [6]: 

Wenn N keine Quadratzahl ist, dann ~ilt 

(3) H 1 (N) = 2 ~ d 
d i n  

Insbesondere ist fHr eine Primzahl q 

(4) H 1 (q) = 2q 

Beispie i : 

H 1 (5) = H(20) + 2H(19) + 2H(16) + 2H(11) + 2H(4) 

= h(-20) + 2h(-19) + 2h(-16) + 2~(-4) + 2h(-11) 

+ 2~ (-4) 

= 2 + 2 + 2 + 1 + 2 + 1 = 10 
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§ 2. Ein Beweis der Hurwitzschen Klassenzahlrelation. 

Wir betrachten in der (singularit~tenfreien) komplexen Fl~che 

x =  IsL2cZ  × %/sL2cZ  

az I + b 
die Kurve T N (N>O), welche durch alle Gleichungen z 2 = czl + d mit 

a,b,c,d eZ und ad-bc = N gegeben wind. (Hier ist(z1,z2)~ ~x~.) Die 

Kurve T I ist die Diagonale yon X, wMhrend die (im allgemeinen reduzible) 

Kurve T N eine Hecke-Korrespondenz ist. Wenn N keine Quadratzahl ist, 

dann besteht T N~ T I c" X aus endlich vielen Punkten. Was ist die 

Schnittzahl TN.T I den beiden Kurven? 

S atz. Die Schnittzahl TN.T I i__nn X ist ~leich HI(N). 

Beweisandeutun~: Ein Punkt (z,z) e ~ kann nun dann einen Schnitt- 

punkt liefern, wenn er einer ganzzahligen quadratischen Gleichung 

(5) ~z 2 + Bz + y = O, (~,B,Y) = I, ~2 _ 4~y = A< 0 

gen0gt. Bis auf SL2([) - ~quivalenz ~ibt es ~enau h(A) solche Punkte. 

Falls win noch ~> O verlangen, dann ist die Gleichung (5) eindeutig 

bestimmt. Win betrachten den ~-Modul~1~aller ganzzahligen Matrizen 

d , sodass die Gleichung z 2 - CZl + d von (z,z) erf~llt wind. 

~L = c d cz - az + dz - b = O . 

Da (5) die primitive Gleichung fHr z ist, gilt 

c = x~ , d - a = xB , -b = xy mit x e~ 

FHr jede Wahl von x sind c und b sowie d-a bestimmt, w~hrend a noch 

frei ist; win setzen a = y und erhalten 

ad - bc = y2 + Bxy + ~yx 2 
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I ab) Also ist c d --~ 

(6) (x,y) 

Die Werte der Form (6) geben an, welche Kurven T N 

ad-bc eine quadratische Form auf 7~L, n~mlich 

2 2 
• ~¥x + Bxy + y 

durch (z,z) gehen. 

Die Form (6) hat die Diskriminante A, stellt die I dar und ist deshalb 

~quivalent zu der durch die Norm gegebenen Form auf der Ordnung M der 

Diskriminante ~ im K~rper ~(3/~). Wir k~nnen deshalb ~i mit M identifi- 

zieren. (Bekanntlich ist M im Sinne der komplexen Multiplikation der 

Endomorphismenring des Torus ~2/~.I+~z .) Die auf %x~ effektiv 

operierende Gruppe mit unserer komplexen Fl~che X als Orbitraum ist 

G = } × sL2(L)/{I,-I } 

Nehmen wir zunachst an, dass G im Punkte (z,z) triviale Isotropie- 

gruppe hat. Dies gilt dann und nur dann, wenn z nicht SL2(~) - aqui- 

I 
valent zu i oder zu 5(1 + iN) ist, d.h. a # -4 und a ~ -3. Jedes 

Element ~ aus der Ordnung M definiert einen Zweig von T N mit N = 

Norm(E), der die Diagonale T I in (z,z) transversal schneidet. Die 

Zweige von TN, die durch den durch (z,z) repr~sentierten Punkt von T I 

gehen, entsprechen eineindeutig den Elementen ~ aus M mit Norm(E) = N 

und Im(~)> O, wo Im den Imagin~rteil der komplexen Zahl ~ e Mc ~(~) 

bezeichnet. (Man beachte, dass ~ und -~ den gleichen Zweig liefern und 

deshalb Im(~)> O angenommen werden darf.) Die ganze algebraische Zahl 

mit Im(~)> O wird eindeutig festgelegt durch ihre Norm N und ihre 

Spur s. Sie liegt in der Ordnung M dann und nur dann, wenn s 2 - 4N = f2A 

mit einer nat~rlichen Zahl f gilt. 

Falls die Diskriminante A der Gleichung (5) gleich -3 oder -4 ist, dann 

ist die Isotropiegruppe von G zu berOcksichtigen. Die Zahlen ~I und ~2 

aus M bestimmen dann und nur dann den glelchen Zweig, wenn sle durch 

Multiplikatlon mit einer Einheit yon M auseinander hervorgehen. Jetzt 
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ist es leicht, den Beweis f~r die Gleichung TN.T I = H 1 (N) zu beenden. 

Wir kompaktifizieren in bekannter Weise %/SL 2 (~) durch HinzufHgung 

eines Punktes oo. Wit setzen ~/SL2(Z) = ~/SL2(~)~ {oo}. Dies ist 

eine komplexe projektive Gerade. Die Fl~che X wird kompaktifiziert zu 

= ,~Is~ 2(i) × ~/sL 2(z) 

ES sei S I = {oo} x ~/SL2(~ ) und S 2 = %/SL2(Z)X{oo) 

Die Kurven T N lassen sich abschliessen zu Kurven in X, die wir eben- 

falls mit T N bezeichnen. Die Kurve T N schneidet SIU S 2 nur in (o~,oo), 

und zwar werden ihre Zweige in (oo,oo) durch 

az I + b 
(7) z2 = d 

mit a >O und ad = N und O~ < b < (a,d) gegeben. In (oo,oo) haben wir die 

lokalen holomorphen Koordinaten 

2Kiz I 2~iz 2 
u = e , v = e 

Dann werden fHr feste Zahlen a,d die dutch (7) gegebenen Zweige (ihre 

Anzahl ist gleich dem gr~ssten gemeinsamen Teiler von a und d) durch 

die Gleichung 

a d 
(8) u = v 

zusammengefasst. Da S Iund S 2 durch u = 0 bzw. v = 0 gegeben werden, 

gilt for den Schnitt in 

TN.S I = TN, S 2 = > 
diN 

Es folgt der Satz 

Satz. In X gilt die Homolo@iebeziehun~ 

(9) T N ,~- ( ~-- d)(S I + S 2) 
diN 
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Die Schnittzahl yon T N (jetzt sei N wieder keine Quadratzahl) mit T I 

im Punkte (oo,oo) ist wegen (8) gleich 

N rain (d,~) = 2 > d 
diN diN 

Da die Schnittzahl von T N und T I in X gleich HI(N) ist, gilt fur die 

Schnittzahl von T N und T I in X die Beziehung 

(10) (TN. TI) ~ = H I (N) + 2 ~- d 
diN 
d<~ 

Andererseits ist wegen (9) 

(TN-T1) ~ = 2 ~ d 
din 

Damit ist die in § I angegebene Hurwitzsche Klassenzahlrelation be- 

wiesen. 

§ 3. Kurven in den Hilbertschen Modulfl~chen. 

Es sei p eine Primzahl = I mod 4, die festgewMhlt wird. Wir betrachten 

den K~rper @(~) und in ibm den Ring ~ der ganzen algebraischen Zahlen 

er = Z'1 + ~.1 + ~  
2 

Die Gruppe SL 2 (e) o p e r i e r t  i n  bekannter  Meise auf  ~ x ~  = ~ 2  ( vg l .  

z.B. [4]). Die (nichtkompakte) Hilbertsche Modulfl~che 

X = ~/SL 2 (~) 

hat endlich viele Quotientensingularit~ten, die yon den Punkten auf ~2 

herrShren, in denen SL 2 (~) / {I ,-I~ eine nicht-triviale Isotropiegruppe 

hat. Die Fl~che X ist eine rationale Homologiemannigfaltigkeit. 

Mit x--* x' werde der nicht-triviale Automorphismus des K~rpers ~(~) 
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bezeichnet. FHr a,b G ~ und l e o betrachten wir die "schief-hermitesche" 

Matrix 

A = ( a~ ~ ) 
- l '  bS/-p 

und die zugeh~rige Kurve 

(11) a~- ZlZ 2 - l'z I + I z 2 + b~ = 0 

in ~2, welche fHr det A = abp + II'~ O nicht leer ist. Die Gleichung 

(11) ist n~mlich ~quivalent zu 

l'z I - b~ 
(12) z2 = a~ z I + l 

Die Kurve ist also fHr det A>0 der Graph einer gebrochen linearen 

Abbildung ~--~ . Eine positive natHrliche Zahl N lasst sich genau 

dann als det A = abp + ll' = N schreiben, wenn N quadratischer Rest 

mod p ist. Wir bezeichnen in diesem Fall mit T N die Menge aller Punkte 

in X = ~2/SL2(@), deren Repr~sentanten (Zl,Z2) in ~ wenigstens einer 

Gleichung (11) mit det A = N genHgen. Man kann zeigen, dass T N wirklich 

eine komplexe Kurve in der komplexen Fl~che X ist. Die Kurve T N ist im 

allgemeinen nicht irreduzibel. Betrachten wir in X nur diejenigen 

Punkte, die einer Gleichung (11) mit det A = N gen~gen, wobei A primitiv 

b 
ist (d.h. es gibt keine nat~rliche Zahl f > I, sodass ~, ~ e~ und 

k 
e~), dann erhalten wir eine Kurve F N in X, welche man als irreduzibel 

nachweisen kann. Es ist 

(13) ¢ N -- 
f >i I FN/f2 

f21N 

Die Kurve T N ist analog zu der in § 2 "fHr p = I" betrachteten 

Kurve T N . 

Wir beschr~nken uns jetzt auf den Fall N ~ O mod p, d.h. (p) = 1. Die 
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Zahl N schreiben wir dann in der Form 

(14) N = N I. N 2 , 

wo N I nur durch Primzahlen q mit (~) = 1 und N 2 nur durch Primzahlen q 

mit (~) = -I teilbar ist. Die Zahl N 2 ist gleich einer Quadratzahl 

multipliziert mit dem Produkt einer geraden Anzahl verschiedener Prim- 

zahlen 

2 
N 2 = m qlq2 "''q2r 

Die Kurve FN~ X ist dann Bild von ~/F unter einer Abbildung vom 

Grade I, wo F eine diskrete Untergruppe von SL2(~)/{I,-I ~ ist, welche 

zur Einheitengruppe einer Ordnung in der (indefiniten) Quaternionen- 

algebra Hber @ isomorph ist, welche genau an den Primstellen 

ql,q2,...,q2 r verzweigt ist. Hieraus kann man schliessen: 

Satz. Die Kurve T N (mit N = NIN 2) ist dann und nur dann kompakt (als 

Teilmen~e von ~2/SL2(~)), wenn N 2 keine Quadratzahl ist, (d.h. r> O). 

In ~ (mit der komplexen Koordinate z = x + iy) haben wir das invari- 

ante Volumenelement 

I dx ^ dy 
2~ 2 ' 

Y 

das im Sinne des GauB-Bonnetschen Satzes normiert ist, d.h. ~ ist 

gleich der Eulerschen Zahl von ~/F, falls F irgendeine diskrete Unter- 

gruppe von SL 2(~)/{I,-I~ ist, welche frei auf ~ operiert und kompakten 

Quotienten ~/F hat. Da F N Bild eines Quotienten ~/F ist (F diskret, 

F operiert aber im allgemeinen nicht frei und ~/F ist im allgemeinen 

nicht kompakt), k~nnen wlr im Sinne der Form ~ yon dem Volumen von F N 

und auch yon den Volumen von T N sprechen, was wir mit vol(T N) be- 

zeichnen. 

Mit Hilfe einer von Eichler ~] durchgef~hrten Volumenbestimmung kann 

man mit einiger M~he beweisen (fOr N ~ 0 mod p) 
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(15) 

FGhrt man in 

1 7-- 
v°l(TN) = - ~ diN 

2 die Chernsehe Form 

I dx1^ dYl 
Cl 2U ( y~ 

dx 2 ̂  dY 2 
) 

ein, dann ist 2 vol(TN) gleich dem Integral von c I 0ber T N- 

Bemerkun@: Ffir "p = I" entspricht (15) der Formel (9) in § 2, denn 

vol(T I) = vol(~/SL2(~)) = - ~ und T N ist (in ~ 2) in ~ homolog zu 

einem Vielfachen yon TI, das in (9) angegeben wird, woraus man schlies- 

sen kann, dass fur "p = I" 

vol(T~) = _ ! ) d 
6 diN 

Falls N keine Quadratzahl ist, dann schneiden sich T N und T I in 

X = ~2/SL2(~) in endlich vielen Punkten. Die Kurve T Iist Bild der 

Diagonalen yon %2 und ~/SL2(Z) ~ T Iist bijektiv. Auf T I liegen 

zwei Quotientensingularit~ten von X (der Ordnungen 2 und 3). Sie ge- 

h6ren zu den bekannten endlichen Untergruppen yon SL2(~)/{I,-I } 

SL2(s)/{I,-I } und lassen sich durch die Punkte (i,i) bzw. 

(½(I + i~), ½(I + i~))von ~2 repr~sentieren. Die Zweige der Kurven 

T N und T I schneiden sich ~berall transversal. In den Quotientensingu- 

larit~ten ist jeder Schnitt (im Sinne der Schnitt-Theorie auf ratio- 

I I 
nalen Homologie-Mannigfaltigkeiten) mit der Vielfachheit ~ bzw. ~ zu 

z~hlen. In dlesem Sinne ist die Schnittzahl TN'T I zu verstehen. Das 

folgende Resultat wird genauso wie der entsprechende Satz in § 2 

bewiesen. 

Satz. Die Schnittzahl TN'T I in der zur Primzahl p ~ I mod 4 geh~ri~en 

Hilbertschen Modulfl~che X ist gleich Hp(N). 

Die Definition von Hp(N) wurde in (2) angegeben. Im Gegensatz zu p = I 

ist Hp(N) im allgemeinen nicht ganzzahlig, aber 6Hp(N) ist eine 
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ganze Zahl. 

Die Hilbertsche Modulfl~che X = ~2/SL2(~) l~sst eine natHrliche 

Involution T : X--~ X zu, welche durch (Zl,Z 2) • (z2,z 1) induziert 

wird. Offensichtlich ist r(T N) = T N. Wenn T N kompakt ist, dann repr~- 

sentiert T N eine Homologieklasse 

[TN] e H2(X;Q) , 

welche unter T invariant ist. ES bezeichne ~ den Unterraum von 

H2(X;@), der von den Homologieklassen [TN] der kompakten Kurven T N 

erzeugt wird. Es gilt 

(16) ~ C H2(X;@)r ~ H2(X/x;@ ) . 

Die zweite Bettische Zahl yon X/r, d.h. der Rang von H2(X/T;@), kann 

mit den Methoden yon ~] berechnet werden. Wir geben hier zunachst nur 

an, dass 

(17) dim@ H2(X/r;@) = [~45] + I f~r p< 193 

Die einzigen Primzahlen mit dim@ H2(X/T;@) = I sind 5,13,17. In diesen 

drei F~llen ist also auch dim@ ~ = 1,und deshalb muss (fHr kompaktes T N) 

die Schnittzahl TN.T I ein konstantes Vielfaches des Volumens yon T N 

sein. Durch Berechnung eines Beispiels l~sst sich dieses Vielfache 

leicht bestimmen, und man erh~it: 

Satz. Es sei p = 5, 13 oder 17 und N eine natHrliche Zahl mit (~) = I, 

fHr die in der Zerle~un 9 (14) die Zahl N 2 kein Quadrat ist, dann ~ilt: 

6 H 5 (N) = 5 ~ (~) d 
diN 

6 H13(N) = 7-- (d)d 
diN 

i (1~) d 6 H 17 (N) = ~ 
diN 
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Beispiel: p = 17, N = 42, N I = 2, N 2 = 21 

H17(42) = 2 H( 4'42 - 102 - 72 17 ) + 2 H(4"4217 

= 2 H(4) + 2 H(7) = 3 

7-- ({-~)d = (I + 2)(I - 3)(I - 7) = 36 
d142 

Die Klassenzahlrelationen in dem vorstehenden Satz k~nnen auf nicht- 

kompaktes T N erweitert werden, wenn man den Durchgang der kompaktifi- 

zierten Kurve durch die Aufl6sung der Spitze von ~/SL2(~) ber0ck- 

sichtigt. F~r p = 5 wird die Spitze nur in eine einzige Kurve aufge- 

blasen [4] In diesem Fall l~sst sich das Ergebnis besonders einfach 

formulieren. 

Satz. Es sei N > 0 und keine Quadratzahl. Dann gilt fdr (~) I 

(18) 6 ~s(N) -- s 7-- (~)d - G 7 (x + y) 
diN x>~O 

y>~O 

x2+3xy+y2=N 
Hierbei durchlaufen x,y alle Paare ganzer Zahlen mit den an~eaebenen 

Bedin~un~en. (Wenn T N kompakt ist, dann l~sst sich die Gleichung 

2 y2 
x + 3xy + = N nicht l~sen, es handelt sich dann um die Formel des 

vorstehenden Satzes.) 

Wenn die natHrlichen Zahlen N und M teilerfremd sind, dann l~sst sich 

die angegebene Formel fHr die Schnittzahl yon T N und T I verallgemeinern 

zu einer Formel f~r die Schnittzahl T N. T M. Wir setzen dabei ferner 

voraus, dass N und M nicht beide Quadratzahlen sind (dann ist T N~ T M 

eine endliche Menge) und dass N und M zu p teilerfremd sind. Es gilt 

dann 

(19) T N" T M = TNM. T I = Hp(NM) 
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Die Voraussetzung, dass N und M zu p teilerfremd sind, ist wahrschein- 

lich Hberfl~ssig. Mit Hilfe von (19) l~sst sich die Dimension von 

in einigen F~llen bestimmen. 

Beispiel: FUr p = 89 schneiden wir die kompakten Kurven T21, T39, T57, 

T69, T91 mit den nicht-kompakten Kurven TI, T 2, T 5, T11, T17 und fassen 

die Schnittzahlen in der folgenden Matrix zusammen. 

6 x Schnittzahl: 

T I 

T 2 

T11 

T17 

O 

O 

6 

O 

18 

0 

0 

O 

12 

12 

O 

6 

6 

24 

12 

4 

6 

6 

24 

24 

O 

12 

48 

24 

Da die Determinante der (4x4)-Matrix in der linken oberen Ecke nicht 

dim@~ ~ [~453+ I = 4 ist (vgl. (16), (17)), gilt verschwindet und 

dim~ f = 4. Die Homo!ogieklassen ~2~ ' ~3~' ~5~' [T6~ bilden 

eine Basis des Vektorraums ~ . Aus der Schnittmatrix liest man ferner 

die Homologiebeziehung 

ab. Man kontrolliere, dass vol(T91 ) = 2 vol(T57) und z.B. 

T91.T71 = 2 T57.T71 , d.h. H89(6461) = 2 H89(4047). 
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§ 4. Bemerkun@en Ober weitere Resultate und Vermutun~en. 

Wir betrachten wie in § 3 die Hilbertsche Modulfl~che X = ~/SL2(~) 

fur die Primzahl p ~ I mod 4. Sie kann kompaktifiziert werden dutch 

Hinzuf0gung endlich vieler Spitzen zu einer komplexen Fl~che X mit 

endlich vielen Singularit~ten (vgl. ~]). Auch auf X operiert die 

Involution z. Der Quotient X/T ist eine Fl~che mit endlich vielen 

Singularit~ten, die alle in minimaler Weise aufgel6st werden sollen. 

Wir erhalten dann eine regul~re singularitMtenfreie algebraische 

Fl~che, die hier mit V bezeichnet werden soll. In [41 wurde ein etwas 

anderes slngularlt~tenfreies Modell fHr X/T benutzt und Y°(p)/T 

genannt. 

Es sei n die Anzahl der irreduziblen Kurven auf V, in die die Singu- 

larit~ten von X/T aufgeblasen wurden. FUr die 2-dimensionale Cohomo- 

logie von V betrachten wir die Hodge-Zerlegung 

H2(V;C) = H2'°(V) ~ HI'I(v) ~ H°'2(V) 

Mit Hilfe der Methoden von ~] kann man ausrechnen, dass 

(20) dim~ HI'I(v) = n + ~(p), 

wo ~(p) des arithmetische Geschlecht yon X ist (vgl. [4] § 5.6 (20)). 

Es sei ~ der ¢-Vektorraum der holomorphen Spitzenformen 

a(zl,Z2)dz1^dz 2 fur die Gruppe SL2(~). Es sei C die Grundeinheitfdr 

den K~rper ~(~) mit e> O, e'< O. Dann ist 

(21) a(ezl,c'~2)dziAdz 2 + a(ez2,e'Zl)dZ2^dZl 

eine Form vom Typ (I ,I) in ~x~,invariant unter der um die Involu- 

tion T erweiterten Gruppe SL2(~). Mit ~1,1 werde der komplexe Vektor- 

raum bezeichnet, der yon den Formen (21) sowie yon der Chernschen 

Form c I (siehe § 3) aufgespannt wird. Nach einer Mitteilung yon Harder 
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kann ~I ,I in nat[irlicher Weise mit dem Unterraum yon H I ,I (V) identi- 

fiziert werden, der aus allen Cohomologieklassen besteht, die auf 

s~mtlichen Kurven, die durch die Aufl6sung entstanden sind, ver- 

schwinden. Es ist 

dim e 7 I'I = dim~ + 1 = %(p) 

Dies erkl~rt (20). Der Poincar&sche Isomorphismus bildet ~ 

(vgl. (16)) auf einen Unterraum yon ~I,1 ab, der ebenfalls mit ~(~)~ 

bezeichnet werde. 

Auf ~2 haben wir die komplexe Konjugation 

x : (z1'z2) ~ (-z1' -z2 ) 

Der Raum ~1,1 zerfMllt bezHglich ~{ in die UnterrMume zu den Eigen- 

werten +I, -I. 

(221  11, =  +1,1 ®  1_,1 

Der Raum ~ ~ ist offensichtlich in ~1_,1 enthalten. Auch die Form 

c I geh6rt zu ~I_,I. Verm~ge (21) ist ~ als Unterraum yon ~I,1 anzu- 

sehen. Die Involution ){ operiert auf ~ (als Unterraum yon ~I ,I) in 

gleicher Weise wie r : (Zl,Z 2) ~ (z2,z I) auf ~ operiert. Deshalb ist 

dim~ ~I' I = dim C ~+ = ~ (p) -I. 

Hier bezeichnet ~z(p) das arithmetische Geschlecht yon V. Nach [4] 

(§ 5.6 (21)) ist 

%T (p) 

woraus folgt 

(23) 

1 ( X ( p )  - r£~29] )  
2 L ,~,-, ] 

IP-51 + I dimc '~'1,1_ = d imc ~ 1 , 1  + 24 
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Unterhaltungen mit G. Harder und D. Zagier am IHES glaube ich ent- 

nehmen zu k6nnen, dass es fur die Hilbertsche ModulflMche fur jedes 

Ideal ~ c ~ eine Hecke-Korrespondenz /~ gibt und man in ~I , I einen 

Unterraum U definieren kann, der aus allen Elementen besteht, die 

unter ~- ~ f~r alle .% verschwinden. Es ist U C ~I_,I und 

~I_,I/u = ~I,1 Dies erkl~rt (23) und beweist zualeich als Folae yon ujr ° ~ 

(23) , dass 

dime U = ~5-2451 + 1 

Man kann ferner zeigen, dass ~@~ ~ U und kommt so zu dem Satz. 

Satz. Die Dimension des @-Vektorraumes ~ , der von den Homolo@ie- 

klassen der kompakten Kurven T N erzeugt wird, ist kleiner oder gleich 

p-5 
[24] +I" 

Vermutun~: dimll~ ~" = [~45~ + 1 

Diese Vermutung konnte f[~r viele p mit Hilfe von Schnittzahlberechnun- 

gen (vgl. § 3) best~tigt werden. So liessen sich fur p = 193 in der Tat 

8 linear unabhMngige kompakte Kurven finden, n~mlich T55, T65, T85, T95, 

T143, T185' T187, T209" 

FHr jedes Element K e ~ ~ fund jede Kurve T N (kompakt oder nicht- 

kompakt) ist die Schnittzahl TN.K #~ in X = ~2/SL2(e~) im homologischen 

Sinne erkl~rt. (Das Symbol "K" soll hier an k ompakter Zyklus erinnern.) 

Auch das Volumen von K ist durch lineare Erweiterung wohldefiniert. 

Wie Hblieh ist F O(p) die Untergruppe derjenigen Elemente {: b)von 

SL2(~), fHr die c ~ O mod p. 

Vermutun~. 

(24) 

ES sei K @ ~ ~ ~. Dann ist 

I f(z) = ~ vol(K) + > (TN.K) e 2~iNz 
N=I 

(p)# -I 
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die Fourier-Entwicklun ~ einer Modulform f~r die Gruppe Fo(p) vom 

Gewicht 2 und "Nebentypus", d.h. 

~az + b. P f.c--~-~-~} = ( )-(cz + d) 2, f(z) 

f~r (a b) e Fo(P). 

Nach Hecke hat der Raum der Modulformen f~r Fo(p) vom Gewicht 2 und 

~-5] + I) Der Unterraum der Formen, deren Nebentypus die Dimension 2( 24 

2~inz haben Fourierreihen ~ a n e verschwindende Koeffizienten a n 
n=o 

for allen mit (~) = -I, hat die halbe Dimension. Es wird auch ver- 

muter, dass die Zuordnung K --~f (siehe (24)) ein Isomorphismus~on 

~ • auf diesen Unterraum ist. 

Ein Zusammenhang zwischen Modulformen f~r Fo(P) und Hilbertschen Modul- 

formen ist wohlbekannt (vgl. [I]). Die Ergebnisse von D. Zagier ~] 

werden es vielleicht erm~glichen, die vorstehende Vermutung zu beweisen. 

Bemerkun~. Die Chernsche Differentialform c Iist Poincar~-Dual eines 

Elementes K & ~ .  Wendet man hierauf (24) an, dann erh~it man (bis 

auf einen konstanten Faktor) die Summe der von Hecke ( ~] S. 818) 

angegebenen Eisenstein-Reihen E I und E 2. 
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