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Automorphe Formen und der Satz von Riemann-Roch
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La Universidad Nacional Auténoma de México 1958

Auf dem Symposium iiber “Algebraic Topology and its applications”, das in
Mexico City im August 1956 stattfand, habe ich eine Reihe von Vortrigen gehalten,
in denen die Resultate einer gemeinsamen Arbeit mit A. Borel [4] dargestelit
wurden. Ferner habe ich iiber Anwendungen dieser Resultate und des Satzes von
Riemann-Roch auf beschrinkte homogene symmetrische Gebiete berichtet, die in
der vorliegenden Arbeit verdffentlicht werden sollen. Es handelt sich dabei um
folgendes.

Die beschriinkten homogenen symmetrischen Gebiete wurden von E. Cartan [6]
klassifiziert. Einem solchen Gebiet X des C" ist bekanntlich eine n-dimensionale
homogene algebraische Mannigfaltigkeit X’ in natiirlicher Weise zugeordnet (vgl.
[1]). X kann als offene Teilmenge derart in X’ eingebettet werden, daBl jeder
Automorphismus von X zu einem solchen von X’ erweitert werden kann. Wenn
zum Beispiel X die Hyperkugel ist, dann ist X’ der komplexe projektive Raum. Es
sei A eine diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen von X, fur die X/A
kompakt ist und die abgesehen von der Identitit nur fixpunktfreie Transforma-
tionen enthilt. Dann ist XA eine algebraische Mannigfaltigkeit [11], und es wird
gezeigt, daB jede Chernsche Zahl von X/A gleich dem arithmetischen Geschlecht
von X[A (vgl. [8], 8. 120/121) multipliziert mit der entsprechenden Chernschen
Zahl von X' ist (Satz 4 dieser Arbeit). Die Anregung zu diesem Proportionalitits-
satz erhielt ich aus einer Arbeit von Igusa, wo man diesen Satz fiir einen Spezial-
fall “zwischen den Zeilen” finden kann ([9], Theorem 8). Fiir den Proportionalitits-
satz wird ein einfacher Beweis mit Hilfe des Zusammenhangs zwischen Chernschen
Zahlen und Kiiimmungstensor angegeben. Auf die Moglichkeit eines solchen
Beweises (unter entscheidender Verwendung der Formel (9)) hat mich A. Borel
aufmerksam gemacht. Mein urspriinglicher Beweis war komplizierter und veilief
ohne jegliche Verwendung von Kriimmungstensoren. Der Proportionalititssatz
liefert merkwiirdige Beziehungen zwischen den Invarianten der komplexen Mannig-
faltigkeit X/A (Korollar zu Satz 4) und schlieSlich eine Formel fiir die Anzahl der
automorphen Formen vom Gewicht 7, die einen Zusammenhang mit der Darstel-
lungstheorie kompakter Gruppen ergibt (Satz 5). Auf die schwierige Frage, in
welchen Fillen Gruppen A mit den verlangten Eigenschaften existieren, wird
nicht eingegangen.

In den Bezeichnungen schlieBen wir uns dem Ergebnisheft [8] an.

§ 1. Proportionale komplexe Mannigfaltigkeiten

Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit X sind Chernsche Klassen ¢,(X) € H¥*(X, Z)
definiert. Wenn X kompakt ist und die komplexe Dimension »n hat, dann ist fir
jede Partition = = (4,, 45, - * -, 4;) von n die Chernsche Zahl ¢ (X) = .6, " " ¢y, (X)
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130 FRIEDRICH HIRZEBRUCH

durch folgende Gleichung gegeben
(1) e(X) by = ¢, (X)ey (X) -+ (),

wo hy das durch die natiirliche Orientierung von X ausgezeichnete erzeugende
Element der unendlich zyklischen Gruppe H2"(X, Z) ist.

Zwei kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten X, X’ der Dimension = sollen
proportional heiBen, wenn eine rationale Zahl a 7 0 existiert, derart, da fiir jede
Partition 7 von n gilt

@) el X) = a - ¢ (X).
Wir schreiben abkiirzend
(2%) X v aX',

wenn X und X’ proportional mit dem Faktor a sind.
Da die gewodhnliche Euler-Poincarésche Charakteristik E(X) gleich der
Chernschen Zahl fii1 7 = (n) ist, ergibt sich aus (2) insbesondere die Gleichung

3) E(X) = aE(X’).

Aus (2) ergibt sich auch, daB die Proportionalitit mit dem Faktor a entsprechend
fiir die Pontrjaginschen Zahlen gilt. Es folgt dann weiter, da8 fiir die durch X und
X’ bestimmten Elemente[X] und [X’] der Thomschen ‘‘Cobordisme”—Algebra
Qe Qgilt

(4) [X]=a-[X]

Zur Thomschen Algebra siehe [16] und [8]. Aus (4) erhilt man fiir den Index = die
Gleichung

®) 7(X) = a - 7(X")

Zur Definition des Index siehe [8], S. 83. Wenn 7 nicht durch 2 teilbar ist, d.h.
wenn die reelle Dimension von X und X’ nicht durch 4 teilbar ist, dann ist per
definitionem 7(X) = 7(X’) = 0. Ferner ist dann nach Thom [X] = [X'] = 0. Die
Gleichungen (4) und (5) sind also fiir ungerades » trivial.

Es sei X weiterhin eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit. Dann sind die
Zahlen y?(X) definiert. y?(X) ist die Euler-Poincarésche Charakteristik von X
beziiglich der Cohomologie mit Koeffizienten in der Garbe der Keime von holo-
morphen p-Formen. y%(X) = x(X) ist das arithmetische Geschlecht. Es sei ferner
K das kanonische Geradenbiindel von X und K" seine r-te Potenz (r ganz) im Sinne
des Tensorprodukts. Die Zahl (X, K*), welche wir abkiirzend mit y(X, r) bezeich-
nen wollen, ist die Euler-Poincarésche Charakteristik von X beziiglich der Cohomo-
logie mit Koeffizienten in der Garbe der Keime von holomorphen Schnitten des
Geradenbiindels K*. Zu allen diesen Begriffen siehe [8] und die dort angegebene
Literatur.

Unter einer algebraischen Mannigfaltigkeit verstehen wir in dieser Arbeit wie in
[8] eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, die singularititenfrei in einen
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AUTOMORPHE FORMEN UND DER SATZ VON RIEMANN-ROCH 131

komplexen projektiven Raum geeigneter Dimension eingebettet werden kann. Nach
dem Satz von Riemann-Roch [8] sind die Zahlen y?(X) und y(X, r) Linearkom-
binationen der Chernschen Zahlen von X mit rationalen (von X unabhingigen)
Koeffizienten. Dabei ist zu beachten, daB die charakteristische Klasse von K
gleich —c¢,(X) ist. Aus den vorstehenden Bemerkungen folgt der

Sarz 1. Bs seien X und X' proportionale algebraische Mannigfaltigkeiten mit dem
Proportionalititsfaktor a (siehe (2), (2*)). Dann gilt

1P(X) =a - x"(X")
X, r)=a-x(X',1)
EX)=a-EX')
7(X)=a - 7(X').
In der Thomschen Algebra Q @ Q st
[X]=a-[X].

§ 2. Homogene hermitesche Mannigfaltigkeiten

Eine komplexe Mannigfaltigkeit, die mit einer hermiteschen Metrik versehen
ist, wird kurz hermitesche Mannigfaltigkeit genannt. X sei nun eine hermitesche
Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n. Zu der hermiteschen Metrik gehort
ein Kriimmungstensor R, welcher fiir jeden Punkt p von X jedem Paar z, y von
Tangentialvektoren in p einen komplexen Endomorphismus des Tangentialraumes
von X in p zuordnet. Es ist R(x, y) = —R(y, «). In Bezug auf ein lokales
Koordinatensystem kann R durch eine n X = - reihige Matrix (Q,,) gegeben werden,
deren Elemente Q,, duBere Differentialformen vom Grade 2 sind. Der Kriimmungs-
tensor R kann auch aufgefallt werden als eine duBere Differentialform vom Grade 2
mit Koeffizienten in dem komplexen Vektorraumbiindel W iiber X, das zu dem
tangentiellen U(n)-Prinzipalbiindel iiber X vermoge der adjungierten Darstellung
von U(n) assoziiert ist. W ist das Tensorprodukt T @ IT*, wo T das tangentielle
komplexe Vektorraumbiindel von X ist. Die Determinante
1 0 |

"—271’1: rs

(6) 9

ist dann eine (vom Koordinatensystem unabhéingige) reelle Differentialform (vom
gemischten Grade) iiber X. Sie ist geschlossen und reprisentiert im Sinne von de
Rham die (totale) Chernsche Klasse von X. Vgl [7]. Fiir Vorzeichenfragen siehe
(4], Appendix I

1
(N l4+e¢ +cg+--+c,2 Q

T8 2‘”" T

d

Die ¢, sind hier als reelle Cohomologieklassen aufzufassen.
Bei der Berechnung der Determinante und in allen anderen Fillen ist ein Produkt
von Differentialformen immer im &uBeren Sinne zu nehmen. Wenn X kompakt ist,
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132 FRIEDRICH HIRZEBRUCH

dann ist die Chernsche Zahl ¢, (X) (vgl. §1) gleich dem Integral iiber X eines
wohlbestimmten homogenen Polynoms P, vom Grade n in den Q,,. Dieses Polynom
P, ist eine reelle Differentialform vom Grade 2n, welche auch fiir nicht-kompaktes
X definiert ist. '

Nun sei X eine homogene hermitesche Mannigfaltigkeit, d.h. X besitze eine
transitive Gruppe von Automorphismen, welche die Metrik und damit auch den
Kriimmungstensor invariant lassen. Ein Automorphismus ist in dieser Arbeit
immer eine komplex-analytische eineindeutige Abbildung einer komplexen
Mannigfaltigkeit auf sich. Das Volumelement v von X ist eine beziigliche der
Gruppe invariante Differentialform vom Grade 2n. Die Differentialform P, ist
ebenfalls invariant und P,_[v ist deshalb eine reelle Zahl r,. Damit kann auch fiir
nicht-kompaktes homogenes hermitesches X (bis auf einen von 0 verschiedenen
Proportionalititsfaktor) von den Chernschen Zahlen von X gesprochen werden,
und es ist klar, wann X proportional zu einer kompakten komplexen Mannigfaltig-
keit X' gleicher Dimension genannt wird. Fiir die Berechnung der Chernschen
Zahlen des cartesischen Produktes zweier kompakter komplexer Mannigfaltig-
keiten aus denen der Faktoren gibt es eine wohlbekannte Formel (vgl. z.B. [8],
Lemma 10.2.1). Dieselbe Formel gilt fiir das cartesische Produkt zweier homo-
gener hermitescher Mannigfaltigkeiten.

Wir miissen jetzt iiber einige Dinge aus der Theorie der homogenen hermiteschen
symmetrischen Mannigfaltigkeiten referieren. Es werde dazu auf [6], [5], [1], [2].
[3] und auf die in [1] und {3] zitierte Literatur verwiesen. Beziiglich der be-
schrinkten homogenen symmetrischen Gebiete werde auch auf die Untersuchungen
von Harish-Chandra aufmerksam gemacht. (Vgl. [3], 16).

Eine komplexe Mannigfaltigkeit X heiBt symmetrisch, wenn es zu jedem Punkt
p von X einen Automorphismus ¢, von X gibt, der involutiv ist (d.h. o3 = Id) und
der p als isolierten Fixpunkt hat. Eine hermitesche Mannigfaltigkeit heilt symme-
trisch, wenn die Involution ¢, auBerdem noch die Metrik invariant 1agt.

Es sei G eine (zusammenhéngende) einfache Liesche Gruppe, deren Zentrum nur
aus dem Einselement bestehe, und es sei H eine abgeschlossene Untergruppe von
G. Der Quotientenraum G/H ist in folgenden Fillen in natiirlicher Weise mit einer
homogenen hermiteschen (sogar kiéhlerschen) symmetrischen Struktur versehen.

(1) G 18t nicht-kompakt. H 1ist eine maximale zusammenhingende kompakte
Untergruppe von G. Das Zentrum von H ist eindimensional.

(2) G ist kompakt. H st eine maximale zusammenhingende echte kompakie Unter-
gruppe von G. Der Rang von H ist maximal. H ist Zentralisator eines eindimensionalen
Torus von G, der gleich der Zusammenhangskomponente des Einselements des Zen-
trums von H 1st.

Jedes irreduzible beschrinkte homogene symmetrische Gebiet X in einem C” ist
einem Raum G/H der ersten Art isomoph, d.h. es gibt eine eineindeutige komplex-
analytische Abbildung von X auf G/H, die die Bergmannsche Metrik von X in die
homogene hermitesche Metrik von G/H iberfithrt. Umgekehrt ist jeder Raum der
ersten Art einem irreduziblen beschrinkten homogenen symmetrischen Gebiet in
diesem Sinne isomorph.
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AUTOMORPHE FORMEN UND DER SATZ VON RIEMANN-ROCH 133

Die folgende Tabelle liefert eine vollstindige Aufzihlung der Riume zweiter Art.
(Vgl. {1], S. 179-180).

L. U(p + ¢)/U(p) X Ulg)
IL. 80(2p)/U(p)
II1. 8p(p)/U(p)
IV. 80(p + 2)/80(p) X 80(2), (p # 2)
V. E¢/Spin (10) x T!
VL. E,/E; X T

Diese Riume sind algebraische Mannigfaltigkeiten. (Um die Darstellung als G/H
mit einfachem G ‘“ohne Zentrum’ zu erhalten, muBl man Zahler und Nenner
noch durch das Zentrum des Zahlers dividieren.) Uber die Riume zweiter Art siche
auch Borel—Siebenthal (Comm. Math. Helv., 23 (1949), 200-221).

Wie wir spiter sehen werden, kann jeder Raum X der ersten Art auf natiirliche
Weise als offene Teilmenge in einem Taum X’ der zweiten Art eingebettet werden
(vgl. [1]), und man erhilt auf diese Weise eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen den Réumen erster und zweiter Art, so daB die vorstehende Tabelle auch
eine Klassifikation der irreduziblen beschrinkten homogenen symmetrischen
Gebiete liefert.

Es sei G/H ein Raum der ersten oder zweiten Art. Es sei g bzw. b die Liesche
Algebra von @ bzw. H. Dann existiert ein Element ¢ € H mit ¢® = 1, derart, dafl
b der zum Eigenwert 1 gehérige Eigenraumdes Endomorphismus Ad(e) von g ist.
Es sei m der zum Eigenwert —1 gehérige Eigenraum von Ad(s). Dann gilt

@ g=b+m, [hbl<h [Hml<m mmj<ch

Es sei B(z, y) = tr(ad(z) ° ad(y)) die auf g definierte Killingsche Bilinearform.
(z, y € g; “tr” bedeutet Spur = trace). Die linearen Teilraume §) und m von g sind
dann beziiglich B orthogonale Komplemente voneinander. m ist mit dem Tangen-
tialraum von G/H in e, = (H) zu identifizieren. Bist bei Beschrankung auf m definit
und zwar positiv fiir Réume der ersten und negativ fiir Riume der zweiten Art.
Ad(H) bildet m in sich ab. Ad(c) ist die Symmetrie in . Die Form B ist invariant
unter jedem Element von Ad(H). Deshalb liefert B bzw. — B eine homogene
Riemannsche symmetrische Metrik fiir G/H. Der zugehérige Riemannsche Kriim-
mungstensor R ordnet dem Paar z, y € m den durch

(9) R(Iv !/)z = —[[:E, y]’ Z], zem,

gegebenen Endomorphismus von m zu. (Man beachte (8).) Die Formel (9) stammt
von E. Cartan. Fiir einen Beweis siehe [12].

Als Tangentialraum der komplexen Mannigfaltigkeit G/H im Punkte e, trigt
m eine komplexe Struktur, d.h. es ist ein Endomorphismus J von m mit JJ = —1Id
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gegeben. Bekanntlich ist J = ad(h)|m fiir ein geeignetes h € ). Ferner durchliuft
exp(th) die Zusammenhangskomponente des Einselementes des Zentrums von H,
und es ist exp(mh) = o. Nun ist

(10) tr(ad[h, 2] * ad(y) + ad(z) ° ad [4, y]) = 0.

Deshalb definiert B bzw. — B die homogene hermitesche symmetrische Struktur
von G/H, die sogar kihlersch ist. Zu dieser kihlerschen Metrik gehort ein Kriim-
mungstensor, der jedem z, y € m den Endomorphismus RB(z, y) von m zuordnet, der
durch den Riemannschen Kriimmungstensor gegeben wird (siehe [7], S. 114).
R(z, y) respektiert die komplexe Struktur. Also ist durch (9) auch der Krimmungs-
tensor (£,,), der zur kihlerschen Metrik von G/H gehort, gegeben.

Der kiihlerschen Metrik von G/H ist eine geschlossene reelle Form w vom Grade 2
zugeordnet (vgl. z.B. [8], 15.6). Fiir Rdume erster Art ist die Form y =
(2mi)L 27, Q,, ein positives Vielfaches von w, fiir Riume zweiter Art ein negatives
Vielfaches von . Das kanonische Geradenbiindel K hat —c, (reprisentiert durch
y) als charakteristische Cohomologieklasse. Also ist K fiir Réume erster Art positiv
im Sinne von Kodaira (vgl. z.B.[8], S. 137), wihrend fiir Rdume zweiter Art K1 in
diesem Sinne positiv ist. Nach einem fundamentalen Satz von Kodaira [11] kann
man daraus wieder die Tatsache erhalten, daB die Riume zweiter Art algebraische
Mannigfaltigkeiten sind.

Es sei X == G/H ein Raum erster Art. Wir wollen nun dariiber berichten, wie
X ein Raum X’ der zweiten Art zugeordnet wird. Es sei wieder g die Liesche
Algebra von G und § die von H. Dann haben wir die Zerlegung (8): g =h +m,
die eine Cartan Zerlegung von g ist. (Vgl. Mostow, Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949)
969-980 und Memoirs of the AMS, 14, 1955.) Da @ kein Zentrum hat, ist die
komplexe Erweiterung C(G) wohldefiniert. C(G) hat die Liesche Algebra ¢ =} +
ih + m 4 sm. Es sei G die zur Lieschen Unteralgebra g’ =} + #m von ¢ gehorige
zusammenhiingende Untergruppe von C(G). Dann ist G’ kompakt, einfach und
ohne Zentrum, enthilt H, und X’ = G'[H ist der gesuchte Raum zweiter Art.
In analoger Weise kann man umgekehrt von einem Raum zweiter Art zu einem
Raum erster Art gelangen.

Das Element ¢ € H, das die Symmetrie von X liefert, liefert auch die Symmetrie
von X’'. Wenn wir m’ = 4m setzen, dann ist ¢’ =¥ + m’ die zu X’ = G'[H gehorige
Zerlegung (8). Nun ist m’ mit dem Tangentialraum von X’ im Punkte ey = (H)
zu identifizieren. Das Element & € ), das die komplexe Struktur von m liefert,
liefert auch die von m’. Ordnet man z €t das Element :x € m’ zu, dann erhilt man
einen Isomorphismus der komplexen Vektorriume m und m’. Wendet man (9)
sowohl auf X als auch auf X’ an, dann sieht man, dass bei diesem Isomorphismus
der zur kihlerschen Metrik von X gehérige Kriimmungstensor in das Negative des
zur kihlerschen Metrik von X’ gehorigen Kriimmungstensors iibergeht. Obwohl
X nicht kompakt ist, sind fir X als homogene hermitesche Mannigfaltigkeit
Chernsche Zahlen (bis auf Proportionalitit) definiert. Es folgt aus (7), dass X und
X’ proportional sind.

8a1z 2. Jedem Raum X der ersten Art ist ein Raum X' der zweiten Art in
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natiirlicher Weise zugeordnet, und man erhilt so eine eineindeutige Korrespondenz
zwischen Raumen erster und zweiter Art. X und X' sind proportional!

Die komplexe Liesche Gruppe C(G) operiert komplex-analytisch auf X' = G'/H.
Es gibt nidmlich eine abgeschlossene komplexe Untergruppe L von C(G) mit
G NL=GnL=H Man erhilt einen natiirlichen Homdéomorphismus von
X’ auf O(G)/L, welcher mit der Operationen von ¢ und den komplexen Stiukturen
vertriglich ist (vgl. [2]). Dann hat man auch eine natiirliche Einbettung von
X = G/H in X’ = C(G)/L, welche mit den Operationen von ¢ und den komplexen
Strukturen vertriglich ist. X wird homdomorph auf eine offene Teilmenge von X’
abgebildet. Jeder zu G gehorige Automorphismus von X lésst sich also zu einem
solchen von X’ erweitern (G < C(@)).

§ 3. Beschriinkte homogene Gebiete

Es sei X ein beschrinktes Gebiet im C™. Die Gruppe 2(X) der Automorphismen
von X ist, versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz, eine Liesche
Gruppe. Mit U, (X) werde die groBte zusammenhingende Untergruppe von A(X)
bezeichnet. Eine Untergruppe von U(X) ist genau dann diskret, wenn sie eine
diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen von X ist. (Vgl. [1] und die dort
angegebene Literatur).

Es sei nun A eine diskrete Untergruppe von (X) mit den folgenden Eigenschaf-
ten.

1 1. Der Quotientenraum X[A ist kompaks.
b 2. Kein von der Identitit verschiedenes Element von A hat einen Fizpunkt in
X.

Die kompakte komplexe Mannigfaltigkeit ¥ = X /A ist dann bekanntlich eine
algebraische Mannigfaltigkeit, deren kanonisches Geradenbiindel Ky positiv im
Sinne von Kodaira ist ([11], S. 41). Zur Terminologie vgl. auch (8], S. 137. Wenn X
einfach-zusammenhéngend ist, dann ist die universelle Uberlagerung von X/A
zu X komplex-analytisch homdomorph, und die Gruppe der Decktransformatio-
nen ist zu A isomorph.

Eine holomorphe Funktion f auf X heit automorphe Form beziiglich A vom
Gewicht r, wenn fiir alle z € X und y € A gilt:

(12) f(y2) =34;"@) - f(2),

wo j,(z) die Funktionaldeterminate der Abbildung y an der Stelle z ist. Die
automorphen Formen vom Gewicht r bilden einen komplexen Vektorraum,
welcher isomorph ist dem Vektorraume der holomorphen Schnitte des Geraden-
biindels K% iiber ¥ = X/A. Es bezeichne II (X, A) die Dimension dieses Vektor-
raumes, d.h. IT (X, A) ist die “‘Anzahl” der komplex-linear-unabhingigen automor-
phen Formen von X beziiglich A vom Gewicht r. Da Ky positiv ist (im Sinne von
Kodaira), verschwinden nach einem Satz von Kodaira ([10]; vgl. auch [8], Sitze
18.2.1 und 18.2.2) die Cohomologiegruppen von Y mit Koeffizienten in der Garbe
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der Keime von holomorphen Schnitten von K% in den von 0 verschiedenen Dimen-
sionen, falls » 2> 2, und in den von n verschiedenen Dimensionen, falls r < -
Also ist

n(X,A)=0 firr< —1

IIyX,A) =1
Hl(x’ A) = gn
II(X, A) = x(X/A, r) fiir » > 2.

(13)

Hier bezeichnet g; die “Anzahl” der holomorphen #duBeren Differentialformen
(Formen erster Gattung) vom Grade j iiber ¥ = X/A. In anderen Worten: g,
ist die “Anzahl” der holomorphen éuBeren Differentialformen vom Grade j iiber X,
welche automorph sind beziiglich A.

Wir wollen das beschrinkte Gebiet X jetzt als homogen voraussetzen, d.h.
A(X) soll transitiv sein. Jedes Element von A(X) 1iBt die Bergmannsche Metiik
von X invariant, also ist X homogen hermitesch (sogar kihlersch). Die Chernschen
Zahlen von X sind also bis auf Proportionalitidt wohl definiert. Da die hermitesche
Metrik auf X/A durch die von X induziert wird (A habe wieder die Eigenschaften 1
und 2, siehe (11)), ist X proportional zu X/A. Jeder Chernschen Zahl entspricht eine
invariante duBere Differentialform P, vom Grade 2n auf X. Wenn v das Volumen-
element der Bergmannschen Metrik bezeichnet, dann ist P_fv eine Konstante.
Wir erhalten so

SaTz 3. Es sei X ein beschrinktes homogenes Gebiet des C*, und A,, A, seien
diskontinuierliche Gruppen von Automorphismen von X, die beide die Eigenschaften
1 und 2 haben (11). Dannsind Y, = X|A, und Yy = X|A, proportionale algebraische
Mannigfaltigkeiten und zwar gilt

1 4
(14) Y, ~ V: Y,
wo V, bzw. V, das Volumen von Y, baw. Y, beziiglich der Bergmannschen Metrik
von X ist. Fiir Y,, Y, gelten alle Relationen von Satz 1. Wegen (13) gilt insbesondere
fiir die Anzahlen der automorphen Formen vom Gewiché r

(15) Vo (X, A) =V, -T(X,A,) firr>2

Nun werde zusitzlich vorausgesetzt, daBl das beschrinkte homogene Gebiet X
auch noch symmetrisch ist. Dann ist X cartesisches Produkt X; X X, X +++ X X,
von irreduziblen beschrinkten homogenen symmetrischen Gebieten. (Siehe §2).
Jeder Faktor X, ist ein Raum erster Art: X, = G,/H,, wo @, nicht-kompakt,
einfach und ohne Zentrum ist. Jeder Raum X, ist proportional zu einem Raum
X, = Gi/H, zweiter Art, wo G} kompakt, einfach und ohne Zentrum ist. Wir
ordnen X die homogene algebraische Mannigfaltigkeit X’ = X; X X3 X -+ X X,
zu. X kann als offene Teilmenge in X’ eingebettet werden. Bekanntlich ist

‘uo(X)=GIXG,X"’XG,,
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und somit kann jeder (zu U, (X) gehoérige) Automorphismus von X zu einem
Automorphismus von X’ erweitert werden (vgl. den Schluss von §2). Der Satz 2
liefert

(16) X proportional zu X’.

Es sei A wieder eine diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen von X mit
den Eigenschaften 1 und 2, siehe (11). Aus (16) und der Proportionalitit von X und
X/ A folgt, daB die algebraischen Mannigfaltigkeiten X/A und X’ proportional sind:

X/A~a-X'.

Zur Bestimmung der Proportionalititskonstanten a erinnern wir daran, dal die
Zahlen %% von X’ verschwinden, wenn p # g. (Vgl. [4].) Daraus folgt, daB das
arithmetische Geschlecht y(X’) gleich 1 ist (vgl. [8], Satz 15.7.1), was auch aus der
Tatsache gefolgert werden kann, daB X’ rational ist (Goto), und was sich auBerdem
auch noch daraus ergibt, daB das kanonische Geradenbiindel von X’ negativ im
Sinne von Kodaira ist. Nach Satz 1 ist

1X[A) =a- yX) =a.

Der Proportionalititsfaktor @ kann auch durch die Chernsche Zahl ¢} bestimmt
werden: .

a == c}YX/A) : HX").

Da die erste Chernsche Klasse von X/A negativ, diejenige von X' dagegen
positiv im Sinne von Kodaira ist, folgt, daB a fiir gerades » positiv, fiir ungerades
n negativ ist (n = dimg X). Wir haben damit bewiesen.

Satz 4. Jedem beschrinkten homogenen symmetrischen Gebiet X des C ist eine n-
dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit X' zugeordnet. Wenn A eine diskontinuier-
liche Gruppe von Automorphismen von X ist, fir die X|/A kompakt ist und die
abgesehen von der Identitit nur fixpunkifreie Transformationen enthdlt, dann ist
X/A eine algebraische Mannigfaltigkeit, und es gilt die Proportionalitéi

X/A =~ y(X/A) - X,

wo y(X/A) das arithmetische Geschlecht von X|A ist, welches fiir gerades n positiv
und fiir ungerades n negativ ist.

Um den Satz 4 konkret anwenden zu kénnen, werde kurz iiber die Berechnung
einiger Invarianten der algebraischen Mannigfaltigkeit X’ referiert. Fir die
erforderlichen Informationen iiber kompakte Liesche Gruppen siche etwa den
Bericht von Samelson (Bull. Amer. Math. Soc. 58 (1952), 2-37).

Wir haben X’ = G'[H, wo G’ das direkte Produkt der kompakten einfachen
Gruppen Gy, -, G, und H das direkte Produkt der Gruppen H,---, H, ist
(H, < G)).

Die Euler-Poincarésche Charakteristik £(X’) ist der Quotient der Ordnung der
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Weylschen Gruppe von @ durch die Ordnung der Weylschen Gruppe von H.
Fiir Typ I-VI (siehe §2) ergeben sich fiir E(X’) die folgenden Werte
L (p + )/plg!
II. 27!
III. 2»
(17) IV. p + 2 fiir gerades p; und p 4 1 fiir ungerades p
V. 27
VI. 56.

Die Bettischen Zahlen b,(X’) kdnnen mit Hilfe der Formel von Hirsch berechnet
werden (vgl. A. Borel, Ann. of Math. 57 (1953), 115-207). Sie verschwinden fiir
ungerades r. Die zweite Bettische Zahl von X' ist gleich 8, der Anzahl der irreduzi-
blen Faktoren von X’. Aus dem Verschwinden der Zahlen A*4(X’) fiir p #g¢
folgert man

(18) byy(X') = W(X') = (—1)4(X).

Nach der Formel von Hodge (vgl. [8], Satz 15.8.2) ergibt sich daraus fiir den
Index 7(X’)

(19) T(X') = 5Py (=1 by, n—=dimgX'.

Wegen (19) erméglicht die Formel von Hirsch auch eine Berechnung von 7(X’).
Fiir irreduzibles X" ergibt sich 7(X’) = 0 auBler in folgenden Fillen

L X =Up+200p) x U@, =X)= ([g] + r)! / [’-2’] tr!

(20) IV. X’ = 80(4k + 2)/80(4k) X 80(2), 7(X') =2
V. X’ = E,/Spin(10) x T, ~(X') =3.

Die vorstehend zusammengetragenen Informationen geben dem folgenden
Korollar einiges Interesse.

KOROLLAR zU SATZ 4. Es sei X ein beschrinktes homogenes symmetrisches Gebiet
des C*. Es sollen A und X' dieselbe Bedeutung wie in Satz 4 haben. Ferner sei b,
die r-te Bettische Zahl. Dann gilt

P(X/A) = (—1Y5(X/A) - byy(X') 0,
ZHE/D) = —s - 3(X/A) # 0,
wo § die Anzahl der irreduziblen Faktoren von X ist. Ferner gilt
E(X]A) = x(X/A) - E(X")
(X/B) = x(X/A) - 7(X’)
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E(X|A) tst positiv filr gerades n und negativ fir ungerades n. Wenn wenigstens
einer der irreduziblen Fakioren von X eine zugehorige algebraische Mannigfaltigkeit
hat, die nicht zu den in (20) aufgezihlien Typen gehirt, dann ist 7(X|A) = 0. Anderen-
falls ist 7(X[A) 2> 1.

§ 4. Einiges tiber kompakte Liesche Gruppen (vgl.[4]).

Es sei G eine kompakte Liesche Gruppe und p eine Darstellung von G in einem
komplexen Vektorraum V. Es sei 7' ein maximaler Torus von G. Dann ist V eine
direkte Summe

V=E,+E + - +E,,

wo E, der komplexe Vektorraum aller unter T’ festen Vektoren ist und wo die
E; (1 £j X s) eindimensionale komplexe Unterrdume von V sind, die als ganzes
durch jedes Element von T in sich iiberfithrt werden. 7' operiert auf E;, und man
erhilt so Homomorphismen

ps i T—U(1)

Es sei §) die Liesche Algebra von T (}) ist ein reeller Vektorraum). Die Liesche
Algebra von U(1) sei mit R identifiziert und zwar so, daB die Abbildung exp:
R — U(1) jedem ¢ € R das Element ¢* € U(1) zuordnet. Dann bestimmt p, eine
lineare Abbildung 2ma; von ) in R. Mit h* werde der duale Vektorraum von b
bezeichnet. Das Element 0 € h* (mit der Vielfachheit dimg £,) und die Elemente
a, €h* (1 £ j < ¢) heilen die Gewichte der Darstellung p.

Von jetzt an werde @ als halbeinfach vorausgesetzt. Die Gewichte der Iso-
tropiedarstellung von 7' im komplex erweiterten reellen Tangentialraum von
G|T im Punkte ey = (T') sind die Wurzeln von G. Die Wurzeln von G sind 2m
Elemente +-a,, +-a,, * **, +0,, €h*, wo 2m die reelle Dimension von G/T ist.
Der Vektorraum §* ist in natiirlicher Weise mit der Cohomologiegruppe H(T, R)
zu identifizieren. Man hat ferner einen Isomorphismus-auf

y :h* = H{T,R)— H¥G|T,R),

wo y die negative Transgression im Faserbiindel (&, G/T, T') ist. Es seien jetzt
a, ", a, ch* = H(T,R) die positiven Wurzeln von G beziiglich einer fest-
gewihlten lexikographischen Anordnung von h*. Dann besitzt G/ T genau eine homo-
gene komplexe Struktur, derart, daB die Gewichte der Isotropiedarstellung von T
im komplexen Tangentialraum von G/T im Punkte ey == (T) gleich a,- -, a,,
sind. Mit dieser komplexen Struktur ist G/T eine einfach-zusammenhingende al-
gebraische Mannigfaltigkeit. Die (totale) Chernsche Klasse von G/T' (als Cohomo-
logieklasse mit reellen Koeffizienten) ist durch folgende Formel gegeben

@1) o(GIT) = (1 + ya,)(1 + yay) -+ - (1 + ya,,).

Die Cohomologiegruppe H*G(T, Z) ist eine Untergruppe U von H*G/T, R).
Ordnet man jedem komplex-analytischen Geradenbiindel F iiber G/T seine
charakteristische Klasse (erste Chernsche Klasse) f = ¢,(F) € U zu, dann erhilt
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man einen Isomorphismus y der Gruppe der Isomorphieklassen von komplex-
analytischen Geradenbiindeln iiber G/T auf U. Mit (,) werde das durch die negative
Killing-Form auf j und damit auch auf h* induzierte skalare Produkt bezeichnet.
W (Weylsche Kammer) sei die Menge aller 2 € H(G/T, R) mit (y~'z, a;) > O fiir

1<j<m, und W sei das Innere von W, d.h. die Menge aller z € W mit (™ 2, a,)
> 0 fiir 1 < j < m. Die Menge der (Aquivalenzklassen von) irreduziblen unitiren
Darstellungen von g = Lie Algebra von @ (oder in anderen Worten der universellen
Uberlagerung von G) entspricht eineindeutig der Menge U N W. Dem Element
f€UnN W entspricht die Darstellung mit Hauptgewicht 1 f. Wenn fe U N W,
dann ist ! f ein Geradenbiindel mit den folgenden Eigenschaften

(22) H(GIT, yYf)=0 firj>0
(22*) 2(QT, y7f) = dimg HYG|T, y~f)

(23) dimg HYQ|T, y~%f) = Grad derjenigen irreduziblen Darstellung von G,
welche das Hauptgewicht y~'f hat.

(22) ergibt sich daraus, daB f -+ ¢y(G/T) =f + p(a, + + + * + a,,) € W und daB
die Elemente von W positiv im Sinne von Kodaira sind (vgl. [2], [10] und [8], Satz
18.2.2). Nach der Definition von y folgt dann (22*). Die Formel (23) kann durch
direkte Konstruktion der f zugeordneten Darstellung als Darstellung im Raume
HYG|T, y~'f) bewiesen werden (A. Borel—A. Weil, siehe einen Vortrag von J. -P.
Serre im Seminar von N. Bourbaki, Mai 1954; vgl. auch die Untersuchungen von
J. Tits, Sur certaines classes d’espaces homogenes de groupes de Lie, Acad. Roy. Belg.
Cl. Sci. Mém. Coll. 29 (1955), no. 3).

Die Formel (23) kann (unter Benutzung von (22*)) auch durch Berechnung von
2(GT, y~Yf) nach dem Satz von Riemann-Roch bewiesen werden [4], wobei man die
Formel von H. Weyl fiir den Grad der Darstellung mit Hauptgewicht y~1f zu
verwenden hat [17].

(22*) und (23) ergeben fiir f = 0, dass das arithmetische Geschlecht y(G/T)
gleich 1 ist.

Es sei K eine Untergruppe von G mit maximalem Rang (G = K = T). Wir
setzen voraus, dass G/K eine homogene komplexe Struktur zulaBt. Dann ist G/K
mit dieser komplexen Struktur eine einfach-zusammenhiéngende algebraische
Mannigfaltigkeit, und K ist der Zentralisator eines in 7T’ enthaltenen Torus.
(Vgl. {2], Goto, Amer. J. Math. 76 (1954), 811-818 und Wang, ibid. 1-32.) Mit
b werde weiterhin die Liesche Algebra von T bezeichnet. b,, -, b, €h* seien
die Gewichte der Isotropiedaistellung von K im komplexen Tangentialraum von
G/[K im Punkte e, = (K). Hier ist n = dimg G/K. Eine lexikographische Anordnung
von h* heisse vertriiglich mit der komplexen Struktur von G/K, wenn die b,, * - + , b,
positive Wurzeln von & beziiglich dieser Anordnung sind. Eine derartige vertrig-
liche Anordnung existiert immer [4]. Zu ihr gehért eine homogene komplexe
Struktur von G/T und eine von K/T. Mit diesen komplexen Strukturen erhilt
man das komplex-analytische Faserbiindel (¢/T, G/K, K[T, p). Wir bezeichnen die
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positiven Wurzeln der vertriglichen lexikographischen Anordnung wieder mit
8y, **,08,. Die b;,-++,b, sind dann genau diejenigen der @, welche nicht
Wurzeln von K sind. Die b,, - - -, b, heien deshalb komplementire Wurzeln von
G relativ K beziiglich einer mit der komplexen Struktur von G/K vertriglichen
lexikographischen Anordnung. Wie in [4] gezeigt wird, hat man die folgende
Formel fiir die (totale) Chernsche Klasse von G/K (mit reellen Koeffizienten).

(24) P*e(GIK) = (1 + 9by)(1 + yby) - - - (1 + yb,)

Wir setzen b = b, + by + < - - + b,,. Also ist yb = p*c,(G/K), und wir erinnern
daran, daB —c,(G/K) die erste Chernsche Klasse des kanonischen Geradenbiindels
von G/K ist. Wir wollen nun die Zahl y(G/K, —r) fiir r 2> 0 berechnen (siche §1).
Zuniichst folgt aus multiplikativen Eigenschaften des arithmetischen (Toddschen)
Geschlechtes ([4], vgl. auch [8], Satz 21.2.1) und aus y(K/T) = 1, dass

1G/K, —r) = y(G[K, —r) - y(K[T) = y(GT, y~!(y(rd))).
Man rechnet nach [4], daB b € W. Aus (22*) und (23) folgt dann

(26) x(G/K, —r) = Grad der irreduziblen Darstellung von G (bzw. einer Uber-
lagerung von @) mit Hauptgewicht rb = r(b; + by + + -+ + b,).

§ 5. Automorphe Formen

Es sei X ein beschrinktes homogenes symmetrisches Gebiet des C*. Es sei A eine
diskontinuierliche Gruppe von Automorphismen von X, die wieder die Eigen-
schaften 1 und 2 von §3, (11), haben soll, d.h. X/A soll kompakt und A fixpunktfrei
sein. Wir wollen jetzt eine Formel fiir die Anzahl II (X, A) der automorphen
Formen vom Gewicht r angeben. Wegen (13) beschrinken wir uns auf den Fall
r > 2. Aus Satz 1 und Satz 4 folgt dann

(26) (X, A) = 1(X/A) - X(X': ), (r Z 2).

Hier ist X’ wieder die X zugeordnete algebraische Mannigfaltigkeit. (Vgl. §3). Es
ist wohlbekannt, daB I1,(X, A) ein Polynom in » vom Grade n ist. Wir miissen das
Polynom x(X’, r) berechnen, das nur von X und nicht mehr von A abhingt. Fiir
algebraische Mannigfaltigkeiten Y, und Y, gilt:

(27) Yy X Yor) = x(Yy, 1) (Y 1),

wie man etwa aus [8], Satz 12.1.1, entnehmen kann. Da fiir beschréinkte homogene
symmetrische Gebiete X; und X, die algebraische Mannigfaltigkeit (X, x X,)’
gleich dem cartesischen Produkt von X; und Xj ist, kénnten wir uns also wegen
(27) bei der Berechnung des Polynoms x(X’, r) auf den Fall beschrinken, wo X
irreduzibel ist. Wir werden das vorldufig aber nicht tun.

Nach dem Serreschen Dualitidtssatz [13] ([8], S. 120, (14)) ist

(28) 21X’y r)=(—1)" x(X', 1 —r).
Die algebraische Mannigfaltigkeit X’ = G’/K ist ein Raum, wie er am SchluBl
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von § betrachtet wurde. (In §3 wurde H an Stelle von K geschrieben). Fiir
r>2 ist y(X’,1 — r) nach (25) gleich dem Grad einer gewissen irreduziblen
Darstellung. Wir erhalten so aus (26) und (28) den

Stz 5. Es sei X ein beschrinktes homogenes symmetrisches Gebiet im C". Es set
X’ die X zugeordnete homogene algebraische Mannigfaltigkeit (X' = G'|K mit
G’ kompakt, halbeinfach und ohne Zentrum). Es seien by(1 < k < n) die kom-
plementéren Wurzeln von @ relativ K beziiglich einer mit der komplexen Struktur von
@'|K vertriglichen lexikographischen Anordnung (§4), d.h. die b, sind die Gewichie
der Isotropiedarstellung von K im komplexen Tangentialraum von G'|K im Punkte
o= (K). Es sei b= 33, by. Gegeben sei nun eine diskontinuierliche Gruppe A
von Automorphismen von X, fir die X|A kompakt sei und die abgesehen von der
Identitdt nur fizpunktfreie Transformationen enthalte. Dann ist die Anzahl I1,(X, A)
der automorphen Formen von Gewicht r fiir r 2 2 durch folgende Formel gegeben

(29) I,(X, A) = (—1)" x(X/A) - grad (G, (r — 1)b), (r = 2).

Hier bezeichnet grad (G, (r — 1)b) den Grad derjenigen irreduziblen Darstellung von
@ (oder einer Uberlagerung von G'), welche das Hauptgewicht (r — 1)b hat (““ Haupt-
gewicht’’ ist im Sinne einer mit der komplexen Struktur von G'|K wvertrdglichen
lexikographischen Anordnung gemeint). y(X|A) ist das arithmetische Geschlecht der
algebraischen Mannigfaltigkeit X[A. Es ist also

2UX/A)y =1 —~g, 4+ gg— "+ (—1)"g,,

wo g, die Anzahl der komplex-linear-unabhingigen Gusseren holomorphen Differential-
formen vom Grade j ist, welche in X definiert und dort automorph sind beziiglich A.

Es seien jetzt a, , - - -, a,, wieder die positiven Wurzeln von G’ beziiglich einer
mit der komplexen Struktur von @' /K vertriglichen lexikographischen Anordnung,
und es sei @ ihre Summe. ) sei wieder die Liesche Algebra des maximalen Torus
T(T< K< ) und (,) das durch die negative Killingform auf h* induzierte
skalare Produkt. Nach der Formel von H. Weyl ([17], Kap. IV, Satz 5) hat man

(30) grad (@, (r — 1)) = TTs ( (g 4 r— b, a,) / (g , a,))

Nun ist (b, ;) = 0, wenn a, eine Wurzel von K ist (vgl. [4], Chap. IV). Deshalb
vereinfacht sich (30) wie folgt

(31) grad (&, (r — 1)) = TIfmn ((§+(r—1)b,b.)/(§,bk))

(31) ist ein Polynom in # vom Grade n. Nach Satz 5 ist es fir r > 2 gleich
(—1)"II(X, A)/x(X[/A). Nach den Bemerkungen, die im Zusammenhang mit
Formel (27) gemacht wurden, geniigt es, dieses Polynom fiir irreduzibles X zu
berechnen.

Es sei also X ein irreduzibles beschrinktes homogenes symmetrisches Gebiet.
X' ist dann eine algebraische Mannigfaltigkeit &’/K von einem der Typen I-VI, die
in §2 angegeben wurden. Wir betrachten die von Borel-Siebenthal (Comm. Math.
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Helv. 23 (1949), 200-221) studierte explizite Einbettung von K in G’ (siehe in der
Tabelle loc. cit. S. 219 unter G,_; X T'). Wie in [4], Chap. IV, gezeigt wird, gibt es
auf &’/K genau zwei homogene komplexe Strukturen, diese sind vermdoge eines
Automorphismus von @’ équivalent, und man kann bei der Berechnung nach
Formel (31) annehmen, dass die a, die positiven Wurzeln beziiglich einer beliebigen
lexikographischen Anordnung sind, fiir die die Summe zweier komplementirer
Waurzeln b,, b, niemals eine Wurzel von G ist. Wir erhalten so (etwa unter Verwend-
ung der in [14], S. 218-129, angegebenen lexikographischen Anordnungen und
Wurzeln und unter Ausnutzung expliziter Formeln, die sich in [17], [18] finden) fiir
r>2:
IL X' =1U(p + ¢)/U(p) X Ulg)

npta)—i—j {Oéiéf’—l
ptrqg—i—j’ 1£575¢

Fiir p = 1 und ¢ = » ist X die Hyperkugel im C", und X’ ist der komplexe pro-
jektive Raum P, (C). In diesem Fall ist

IT.(X, A) = (—1)* 2(X/A) . (r(n +;) — 1).

IIAX, &) = (—1)* x(X|A) - TL;

II. X’ = S0(2p)/U(p)
2r —)p— 1)+ 14 +j
TI/X, A) = (1)1 (X [A) Iosi<isp— ( )(]: +j) -
III. X’ = Sp(p)/U(p)
2r — V(P + 1) +i+j
TL(X, A) = (=12 y(X/A) TThsisi<o ( )(11 +j) ’
In diesem Fall ist X dquivalent zur Siegelschen oberen Halbebene im Ciz(»+1)
(siehe [15]).

IV. X’ = 80(p + 2)/80(p) X 80(2)
TT.(X, &) = (—1) x(X/A) ((” - 1) + (“’ ))
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