Die Hilbertsche Modulgruppe fiir 0('5) und

die kubische Diagonalfliche von Clebsch und Klein

F. Hirzebruch

In dieger Arbeit beweisen wir die Isomorphie zwischen einem bestimmten
Modell einer Modulfliche, die zu einer gewissen Kongruenzuntergruppe T
der Hilbertschen Modulgruppe fiir Q(/5) gehdrt, und einer beriitmten
kubischen Fliche, nimlich der Clebschschen Diagonalfliche [ 11, die von
Klein [ 9] mittels des Ikosaeders beschrieben wurde. Aus dieser Isomorphie
folgen S3tze {iber die Struktur des Ringes der Hilbertschen Modulformen fiir
I und fiir die ganze Hilbertsche Modulgruppe fiir 0(/5) , die mit den
Ergebnissen von Gundlach [ 4] und Resnikoff [10] verglichen werden. Fiir
die allgemeine Theorie der Hilbertschen Modulflichen werde auf [ 6 ] und
die dort angegebene Literatur verwiesen.

Ber Verfasser mbchte D. Zagier fiir seine Hilfe beim Aufschreiben dieser

Arbeit und bei einigen mathematischen Fragen danken.

§1. Die Hilbertsche Modulfliche Y,
Im K8rper K=Q(/5) besteht der Ring O der ganzen Zahlen aus allen

Linearkombinationen a + bl-z-—— mit a,b€ X. Durch
az)+8  o'zy+p° -
(z1,2,) +— (Tzl"'é , ~?"E§:§" (zy,2,€ H= obere Halbebene)

wird die Operation der Hilbertschen Modulgruppe SL2(_9_)_ auf n2

erklirt,
dabei ist x®m x' der nicht-triviale Automorphismus von K. Zu dem von
2 im Ring O erzeugten Primideal gehdrt eine Hauptkongruenzuntergruppe

von SL2(_Q) , die mit T bezeichnet werden soll:

o B
T = {(Y 5) € SLZ(_Q)

Die Gruppe I'/{#1} operiert frei auf H

a=8®1 (mod 2), B=vy=0 (mod 2) } .
2 , und H2/I‘ ist eine nicht-kompakte

Fliche mit endlichem Volumen beziiglich des Volumenelements
2
° = (g_) dx;dy; 2&%& (z.=x,+iy.),
L n Y, J J ]

welches so normiert ist, daB das Volumen gleich der Euler-Poincaréschen
Charakteristik ist:
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e(@?/T) = j » .
o

(Dabei wird mit e(A) die Euler-Poincaresche Charakteristik eines Raumes
A bezeichnet.) Das Volumen von H2/SL,(0) ist gleich 2Zg(~1) und
dieser Wert ist -135- . Die Faktorgruppe SLZ(Q)/I' ist zu SLZGA) igomorph,
weil 0/20 ~ F; . Die Gruppe SL,y(F;) wiederum ist zur alternierenden
Gruppe Ag isomorph, und zwar stellt die Operation von SLy(F,) = PGLy(F,)
auf der projektiven Geraden iiber F; » welche 5 Punkte hat, den Iso—
morphismus zwischen SL,(F;) und der Permutationsgruppe As; dar. Also ist

M e@?/T) = [31.2(9):1'}] w = !Asl’% -4 .

H2/SL,(Q)
Der Raum H2/T ist durch 5 Spitzen zu kompaktifizieren: Da die
Klassenzahl von K=@(Y5) gleich eins ist, hat die SL, (0)-Aktion auf
P, (K) = RU{w} npur einen Orbit, dagegen hat die Aktion der Gruppe T
auf P1 (K) finf Orbiten, und zwar gehBren die Elemente %, %G P1 (K)
mit a, B, v, §€0 und (a,B) = (y,8) =1 genau dann zum gleichen Orbit,
wenn o=y (mod 2) und B=§ (mod 2), d.h. wenn % und % den gleichen
Punkt von P1 (Ft;) reprisentieren.

Die durch 5 Punkte kompektifizierte Fliche B2/P werde mit
HZ/T bezeichnet. Sie ist eine algebraische Fliche mit 5 singuldren
Punkten, die den 5 Spitzen entsprechen. Da die Operation von SL,(0)
auf HZ eine Operation von Ag o SLo(Q) /T auf BZ/T induziert, die
die 5 Spitzen permutiert, haben diese 5 Singularitdten die gleiche
Struktur, und es geniigt, nur die Spitze in ~=-é— zu betrachten. Die

Isotropiegruppe dieser Spitze ist

€ i
@ {62

Die Grundeinheit von O ist €y =

e Einheit von O, e%1 (mod 2), u=0 (mod 2)} .

1+5
.2 4
erzeugendes Element von (0/20)* o F¥, einer zyklischen Gruppe der Ordnung

Diese Zahl reprisentiert ein

3. Daher ist
e
0.
= { % -
Die Struktur einer beliebigen Spitze wird durch eine Gruppe

GM,V) = {(; ;’)

beschrieben (vgl. [6 ] $§2), wobei M ein Z-Modul in K vom Range 2
und V eine unendlich-zyklische Gruppe von total-positiven Einheiten von

p=0 (mod 2), am0 {(mod 3)} .

e€V, u€H}



O, ist, die den Modul durch Multiplikation in sich Uberfiihren. Statt T,
kénnen wir die Gruppe G(2Q, (U2)3) verwenden, die dasselbe Bild in
PGLz(K) hat; dabei ist U die Gruppe aller Einheiten von 0 und deshalb
v?  gie Gruppe aller total-positiven Einheiten. Die Gruppe G(20, (U2)3)
ist durch ((2) ?) zur Gruppe G(_(_)_,(UZ)B) konjugiert. Also ist die Spitze
mit Isotropiegruppe T, isomorph zur 3-blittrigen Uberlagerung der Spitze
von H2/SL2(0) , und es folgt, daB die 5 singuliren Punkte von HZ/T
aufgeldst werden durch jeweils eine zyklische Konfiguration singularititen—

freier rationaler Kurven der Selbstschnittzahl -3 (siehe [ 6] §2) :

(4)

Auf der Fliche Y,, die aus HZ/T durch Aufldsung der 5 singuléren
Punkte entsteht, gibt es also 5 zueinander disjunkte Konfigurationen (4).
Als 4-dimensionale Mannigfaltigkeit kann Y; so erhalten werden: Hzlr
hat eine kompakte berandete Mannigfaltigkeit X als Defpormationsretrakt,
die 5 Randkomponenten hat. Jede Randkomponente ist ein Torusbiindel iiber
einer Kreislinie., Alle Randkomponenten sind zueinander isomorph. Jede
Konfiguration (4) in Y, hat eine Tubenumgebung, die solch ein Torusbiindel
als Rand hat. Die Mannigfaltigkeit Y, entsteht, indem man X mit den
Tubenumgebungen der 5 Konfigurationen (4) verklebt. Da die Euler-Poincar@&sche
Charakteristik jeder Tubenumgebung gleich 3 ist, folgt unter Verwendung
der Additivit#t von e und der Gleichung (1)

(5) e(Yg) = e(X)+5:3 = e(H2/T) +15=19 .

Wir werden jetzt weitere Kurven in Y, angeben. Die Diagonale
z, = z, von H2 1liefert eine Kurve in HZII’ , die sich zu einer Kurve D
in Y, kompaktifizieren 148t. Die Untergruppe von T, welche die
Diagonale in sich {iberfiihrt, ist die gewShnliche Hauptkongruenzuntergruppe
r(2) der Modulgruppe SL,(Z). Die Faktorgruppe SL,(Z)/T(2) o SLy(F,)
ist isomorph zur symmetrischen Gruppe S5 der Permutationen der 3 Punkte
der projektiven Geraden iiber F,. Der Quotientenraum H/T(2) hat 3
Spitzen, nimlich % = oo, -:‘0-- 0, ;}-8 1, den drei Punkten von P1 (Fy) ent-
sprechend, Die Kurve D muB deshalb durch die 3 Spitzen «, 0, 1 von

H2/T gehen, d.h. sie schneidet genau drei der Konfigurationen (4) in



jeweils einem Punkt.

Die cben erwilnte Operation von Ag auf B2JT induziert eine
Operation auf Y¥,. Die Untergruppe S3=SLp(Z)/T(2) < SL,(0)/I'=As,
die D in sich Uberfithrt, hat den Index 10 ; es gibt also 10 Kurven
auf Y, (darunter D selbst), die bei der A; -Operation aus D hervor-
gehen. Diese 10 Kurven auf Y; nemnen wir "Diagonslen”. Aus Symmetrie-
griinden ist jede Diagonale durch die 3 Spitzen der insgesamt 5 Spitzen
bestimmt, durch die sie geht, oder natiirlich auch durch die 2 Spitzen,
durch die sie nicht geht. Wir mumerieren die Spitzem mit 0, 1, 2, 3, 4.
(Diese Indices migen der Reihe nach den durch o, 0, 1, 1%{5: . 1-;?;

reprisentierten Spitzen entsprechen.) Mit Dij (8 1i,j <4, i%j) werde

diejenige Diagonale bezeichnet, die nicht durch die i-te Spitze und auch
nicht durch die j—te Spitze geht (also. Dij"Dji) .  Wir wollen jetzt
beschreiben, wie die Kurven Dij die Spitzenaufl8sungen (4) schneiden,

indem wir die Prage auf die entsprechende Frage flir die Diagonale in
HZISLZ(O) - (Hzlr)/A5 reduzieren. Da Ag die 5 FKonfigurationen (4)
permutiert, operiert auf jeder solchen Konfiguration eine zu A, isomorphe
Gruppe. Die Gruppe A; hat die Kleinsche Vierergruppe V als Normalteiler.
Um die Bildung des Quotienten einer Konfiguration (4) durch A, =zu verstehen,
widhlt man zunlchst eine nicht-triviale Involution T € V aus. Man
kontrolliert, daB die Involution 1 auf der Konfiguratiom so operiert:

8ie hat eine der 3 Geraden alas Fixgerade und den gegenilberliegenden

Punkt als isolierten Fixpunkt. Der Fixpunkt wird aufgeblasen. Dies ergibt

-4

{die Vertikalen sind

Fixgeraden fiir 1)

-4
Rach Teilung durch die Involution Tt ergibt sich

-2

(die Borizontalen sind
Fixgeraden fiir V/{1,1})

-2

Die weéitere Teilung durch V/{1,t} ergibt



-4

und nach Niederblasen der (~1)-Kurve wieder eine Konfiguration {4). In
anderen Worten, wenn wir die urspriingliche Spitzensingularitit durch V
teilen, erhalten wir eine Singularitit, die ebenfalls durch eine Konfigu~
ration (4) aufgeldst wird. Die Gruppe A,/V ~Z/3Z operiert auf dieser
Ronfiguration auf naheliegende Weise, und der Quotient ist eine rationale
Kurve mit Doppelpunkt. Dies ist die Aufldsung der Spitze von §27§£E?§7.
Die durch die Diagonale 1z, = z, reprédsentierte Kurve in der desingu-
larisierten Kompaktifizierung von HZISLQQQ) geht transversal durch die

aufgeldste Spitze wie folgt

& D= Diagonale
6) (siehe [ 6] §4) .

Die Konfiguration (4) ist eine 12-blittrige Uberlagerung von (6). Es

gehen 6 der Diagonalen durch die Kurven der Xonfiguration (4) :

N o7
[

Hierauf operiert A, und zwar transitiv auf der Menge der 6 Diagonalen.
Dabei fithrt die Involution T, welche eine Gerade von (4) als Fixzgerade
hat, die beiden Diagonalen, welche diese Gerade schneiden, in sich iiber;
andererseits ist T eine fixpunktfreie Involution auf der Menge der 4
iibrigen Spitzen. Aus Symmetriegriinden folgt allgemein: wenn i, j,k,1,m
verschiedene Indices sind (d.h. {i,j,k,1,m}=1{0,1,2,3,4}), dann gehen
Dij und Dkl durch dieselbe Kuxve der Aufldsung der m—ten Spitze, wihrend
Dij und Dik durch verschiedene Kurven der Auflésung der l-ten Spitze und
durch verschiedene Kurven der Aufl&sung der m—ten Spitze gehen. Die Gesamt-

konfiguration der Spitzenaufldsungen und Diagonalen sieht so aus:



Dy 4 Doz " Dai} Dy Do Do} 2
D3y Dy3 Dy Dg3  Dox Do3 Don Do,  Dog Dp3
D3 Dy Dy Dyy Dy3 Dow Dy Dge Dy3 Dy
0 1 2 3 4

( 10 singularititenfreie rationale Kurven D;; der Selbst-
schnittzahl -1, die zueinander disjunkt sind; 15 singu-
&) larititenfreie rationale Kurven der Selbstschmittzahl -3,

die sich in 5 Dreiecken anordnen und jeweils 2 der Dij

nach obigem Schema transversal schneiden)

Die fett ausgezeichmeten Kurven werden spiter eine Rolle spielen. Wir
missen noch den Beweis einiger in (7} notierter Tatsachen nachtragen.
Jede Diagonale liegt singularititenfrei in EZII’, und zwei verschiedene
Diagonalepschneiden sich nicht. Es ist n#mlich leicht zu tiberpriifen, da#
zwei zur Diagonalen z; =z, unter SL,(0) &#quivalente Kurven auf ;0
sich nicht schneiden k3nnen (vgl. {7}, 3.4 oder [ 8]). Die Euler-
Poincarésche Charakteristik von H/Tr(2) ist gleich dem normierten
Volumen, also gleich -1, da H/SL,(Z) das normierte Volumen -% hat.
Fiir Dij = H/T(2) U {3 Punkte} ist é(Dij) =2 . Desghalb ist Djj eine
rationale Rurve. Sie liegt auch singularititenfrei in Y, , da sie
transveraal durch die SpitzenauflBsungen geht. Sie hat die Selbstschnitt-
zahl -1, was aus der Formel [ 6] 4.3 (19) folgt. Diese Formel kann
n#mlich ohne Anderung auf unseren Fall angewendet werden und liefert
clmij} =1, wo c; die erste Chernsche Klasse von Y, ist. Die
Selbstschnittzahl ergibt sich dann aus der Adjunktionsformel.

Zum Abschluf des Paragraphen erwlihnen wir noch, da8 Y, regulir
ist, d.h, die erste Bettische Zahl 0 hat (siehe [11]). Diese Tatsache
wird in §2 verwendet werden, um Y, mit gewissen anderen algebraischen

Flichen zu identifizieren.

§2. Die Kleinsche Tkosaederfliiche Y, und die Clebschsche Diagonalfliche Y,
Sei I <R3 ein Ikosaeder, dessen 12 Eckpunkte auf der Einheitssphire
s2 liegen. Diese 12 Punkte bestimmen 6 Punkte auf s2/{21} = Py(R) .
Ebenfalls bestimmen die 20 Mittelpunkte der Flichen von I (d.h. die 20
Eckpunkte des zu I dualen Dodekaeders 1*) 10 Punkte auf P5(R) . Dies




liefert insgesamt 16 Punkte auf Pp(R) < P9(€) ; wir bezeichnen mit Y,

die Fliche, die man aus PZ(C) durch Aufblasen dieser 16 Punkte erhilt.

Offensichtlich hat Y¥Y; die Eulerzahl e(P5(€)) +16=19 .

Jedes antipodische Paar von Kanten von I bestimmt einen Grofkreis

auf 82 und somit eine Gerade auf PZ(R) . Die entsprechende Gerade auf

P(€) bestimmt eine Kurve auf Y; ; wir bezeichnen die so erhaltenen 15

Kurven auf Y; mit Ly (a=1,...,15) . Wenn zwei Kurven L, und Lg
aus Kanten von I entstehen, die durch denselben Eckpunkt von I hindurch-
disjunkt, da dieser Eckpunkt ja

gehen, dann sind L, und Lg auf Y,
schneiden, miissen

aufgeblasen worden ist. Damit L, und Lg sich auf Y,

die entsprechenden Kanten von I in R zueinander senkrechte Richtungen

haben. Die 15 Kurven L, teilen sich aufin 5 Gruppen vomn 3
Kurven, die sich paarweise in jeweils einem Punkt schpneiden. Dies ist
dquivalent zu der schon den alten Griechen bekannten Tatsache, daf man

auf fiinf verschiedene Weisen einen Wiirfel um ein Ikosaeder legen kann:

b
S~ - A
}4\1\‘\ N\ (Die Abbildung zeigt drei Kanten—
S SN N .
NN Paare von 1, die einer Gruppe
' ;: \\ \‘\ . ]
V{\ \n;\’\\a\ von sich schneidenden Kurven
o, >’ ,’ \"
i | \71),1,\\& Lys Lgs Ly auf Y; entsprechen.
1'(, -7 L coo Die 3 Schnittpunkte von L,
\\ S r o :_,r .
;' . ”-F Lg, Ly entsprechen auf dem Bild
SO ‘\\/ ;' den 6 Mittelpunkten der 6
3 ; \\ .
\Ll)\\\ Z/ fett gezeichneten Kanten.)
Ly

Es folgt, daB die 15 Rurven L, eine aus 5 disjunkten "Dreiecken"

bestehende Konfiguration bilden; diese Kurven sind alle rationale Kurven

der Selbstschnittzahl -3 (jedes L, entsteht aus einer Geraden in der

projektiven Ebene; vier Punkte auf dieser Geraden wurden aufgeblasen).
SchlieB8lich schneidet jede der 10 Kurven auf Y;, die durch Aufblasen
I* entstanden, genau drei der Kurven L,, und zwar

der Eckpunkte von
Es gehen n#mlich durch den Mittelpunkt

drei aus verschiedenen'Dreiecken”.
von jeder Fliche von I drei (Fortsetzungen von) Kanten von 1I:

Ly



Man ilberzeugt sich jetzt leicht, daB diese 10 Kurven der Selbstschnittzahl -1
und die 15 Kurven L, der Selbstschnittzahl =3 genau eine Konfigu~
ration wie in (7) bilden.

Wir haben also eine kompakte Fliche Y; konstruiert, die dieselbe
Eulerzahl hat wie die Hilbertsche Modulfliche Y;, und auf der sich
genau dieselbe—reichlich komplizierte—Konfiguration von Kurven befindet,
wie wir sie schon auf Y, gefunden hatten. Es ist natfirlich, zu fragen,
ob die Flichen Y; und Y, nicht vielleicht isomorph sind. Bevor wir
diese Frage beantworten, beschreiben wir noch eine klassische Konstruk-
tion, die zu einer Fliche mit denselben Eigenschaften fijhrt, Der
Ausgangspunkt ist eine von Clebsch eingefiihrte kubische Fliche [ 1],
die—wegen der besonderen Gestalt ihrer definierenden Gleichungen—h3ufig

die "Diagonalflidche” genannt wird:

4 4
(8) F = {x= (xg:%, 3%y 1%3:%,,) € Py (€) ] )y x; =0, ) xi3 = 0} .
i=0 i=0

Ein Modell dieser Fliche in R3 {genauer, ein affines Modell ihrer
reellen Punkte) mit den 27 Geraden darauf zeigt die folgende Abbildung,
die an Hand eines Gipsmodells aus der Sammlung des Heidelberger Mathe-
matischen Instituts hergestellt wurde. Das Gipsmodell geht auf Clebsch
zurtick, und ein Exemplar soll 1894 von Klein auf der Weltausstellung in

Chicago gezeigt worden sein [51].

Der Schnitt von F mit der Hyperflidche x,=0 besteht aus 3 Geraden



{x € P(0) | x4=0, x,+x,=0, x3+x,=0},
® {x €P,(0) | x5=0, =x;+x3=0, x,+x,=0},
{xEPl‘(C)‘ xq=0, X;+x,=0, x)+x3=0},

von denen sich je 2 in einem Punkt schneiden {(die ersten beiden z.B. im

Punkt (0:1:-1:~1:1) ), und entsprechendes gilt fiir jede Hyperfliche xj~0 .
Somit erhalten wir 15 Geraden auf F (von den 27, die es insgesamt gibt),
die auf natiirliche Weise in 5 Gruppen von je 3 sich paarweise schneidenden
aufgeteilt sind. Diese 15 Geraden haben aber andere Schnittpunkte, nimlich

die 10 Punkte Pij (0gi,jgd4; i#j), die durch Xi==%Xj, X =0 (k#*i,j)
gegeben werden (Pij -Pj 1) »+ Durch jeden Punkt Pij gehen genau drei dieser
Geraden. Sei jetzt Y, die Fliche, die durch Aufblasen der 10 Punkte Pij
auf F entsteht. Da F als kubische Fliche die Eulerzahl 9 hat ist

e(Y,) =9+10=19 . Wir nennen auch Y, Diagonalfliche. Auf Y, liegen

10 FKurven der Selbstschnittzahl -3 (jede Gerade wie in (9) hat die Selbst~
schnittzahl -1 auf F und geht durch zwei Punkte Pij ), die eine
Konfiguration von 5 Dreieckén bilden, und ferner 10 ZKurven D;. der

i
Selbstschnittzahl -1, die durch Aufblasen der Punkte Pij entstinden sind
und die 15 anderen Kurven nach dem Schema (7) schneiden. Wir haben somit
eine weitere Fliche gefunden, die dieselben Eigenschaften besitzt wie Y,
und Y, .

Satz 1: Bis auf Isomorphie gibt es nur eine nichtsingulire regulire

algebraische Fldche der Eulerzahl 19, die eine Konfiguration von Kurven
wie in (7) besitzt. Insbesondere sind die Hilbertsche Modulfliche Yy,
die Kleinsche Tkosaederfldche ¥; und die Clebschsche Diagonalfliche Y,
zueinander isomorph.

Der Beweis wird folgendermafen verlaufen: sei Y eine Fliche mit
den im Satz aufgezidhlten Eigenschaften, Y' die Fliche, die nach Nieder-
blasen der 10 disjunkten exzeptionellen Kurven D:’.j entsteht, und Y"
die Fldche, die sich durch anschlieBendes Niederblasen der im Diagramm (7)

fett gezeichneten Kurven (die nach Niederblasen der D;: disjunkt bleiben

i
und die Selbstschnittzahl =1 erhalten) ergibt. Dann werden wir zeigen:
a) Die Fliche Y" ist zu PQ(C) XP,!(C) isomorph.

b) Der Isomorphismus kann so gewdhlt werden, daB die 5 Punkte auf ¥Y",

die durch Niederblasen der "fetten" Kurven auf Y' entstanden, auf die Punkte

1o 0,00, (1,1, (=), (~eg,-g¢), (eg,ep)

(ep = ‘Hf) von P.‘ (C)XP1(€) abgebildet werden. Die Fliche Y', die
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hierdurch natiirlich eindeutig bestimmt ist, ist eine kubische Fliche mit
10 "Eckardt-Punkten" ( =Punkte, wo drei Geraden auf der Fliche sich schneiden).
c¢) Die Fliche Y entsteht aus Y' durch Aufblasen der Eckardt-—Punkte.

Wegen c) ist es gleichgililtig, obman Y oder Y' betrachtet, da
diese Flichen aus einander gewonnen werden kdnnen. In der Tat hat Clebsch
die Fliche Y;=F und Klein die Fliche Y] (=P1(C) mit nur den 6 Punkten
aufgeblasen, die den Eckpunkten von I entsprechen) studiert, und Klein hat
den TIsomorphismus Y] =Y} bewiesen [9].

In Diagramm (7) bezeichnen wir die drei Geraden der m-ten Spitze mit

Ays By, Cp mnach folgendem Schema, wobei m modulo 5 aufzufassen ist:

D1 ,m-2 Dp~1,m+2

D+t ,m+2 D+t ,m-2

Am

Bp-1,m+1 Dm-2,m+2

Die A, sind unsere fritheren "fetten" Kurven. Nach Niederblasen simtlicher
Kurven Dij und A, haben die 10 ibrigbleibenden Kurven B, , C, das
folgende Schnittverhalten:
i} ihre Selbstschnittzahl ist +2;
ii) in dem Punkt Km€ Y", der durch Niederblasen von A, entstand,
schneiden sich 6 ZXurven in einer Konfiguration
m-2 Bm -1

Cnt2 B

( By1, Bpyq und Cpw2 s Cpso Dberiihren sich mit der Vielfachheit 2, die
anderen Schnitte sind transversal) ;
iii) By und Cp schneiden sich in einem weiteren Punkt.

Jetzt nelmen wir an, wir hitten a) bewiesen: Y" = P4(0) x Py (¢) . Die

Rurven By, C, haben Selbstschnittzahl +2, sind also "Kreise'" auf
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P1 (€) x P1 (€) (d.h. Graphen von gebrochen linearen Transformationen
P1 ) — P, (€) ), und zwar handelt es sich um genau die 10 Kreise, die
durch jeweils 3 der Punkte Km gehen, Die 5 Punkte Km € ]?1 {C)x P1 €)
haben insbesondere die folgende Eigemschaft: Wemn B, (m€Z/5Z) den
eindeutig bestimmten Kreis durch Km__1 , Km und ‘Km+1 bezeichnet, dann
beriihren sich fiir alle m die Kreise B 4 wund Bp,4 im Punkt Ap. Nach
einer projektiven Transformation in jedem Faktor von P4(€) xPq(C) konnen
wir KG =(0,0), A, =(1,1), Kz= (0,0) wihlen; dann zeigt eine kurze
Rechnung, daB Xs = (-e§,~-gp) und Kl, = (gg,€() (oder natiirlich Ka = (-gg,~€}) »
Kl, = (86’50) ) sein miissen. Damit ist b) und die Eindeutigkeit der Fliche Y'
bis auf Isomorphismus bewiesen. Also muf Y'=Y) = F sein und die 10
aufzublasenden Punkte auf Y' sind deswegen die 10 Eckardt-Punkte, weil
das auf F der Fall war. Somit ist c¢) auch bewiesen.

Wir kommen nun zum Beweis von a). Da Y' eine regulire Fliche ist,
auf der exzeptionelle Kurven (etwa By und Cp) sich schneiden, ist Y'
und damit auch Y" rational. Da e(Y")=4, muB Y" wegen der groben
Klassifikation algebraischer Flichen eine der Regelflichen Ek (k»0) sein.
Wir erinnern daran, daR Zk ein P1 (€) ~ Blindel iiber Py (€) mit Strukturgruppe
€* ist, welches zwei natiirliche zu einander disjunkte Schnitte S, und S,
der Selbstschnittzahlen k wund -k besitzt. Die Faser von X sei E.
Die Homologieklassen von S, und E bilden eine Basis fiir Ho (%) ,Z) , und

es gilt

2

E“=0, ESy=1, S%=k, S,~S,-kE .

Aus der Existenz einer irreduziblen Kurve der Selbstschnittzahl 2 (z.B. By )
folgt leicht, daB k=0 oder 2 ist. Sei nimlich

By ~ a S, + BE (a,BEZ).

Die Kurve By muB von S, und von E verschieden sein, also o=BE>0 und
B=B;Su20 . Aber die diophantische Gleichung 2 =B% =ka? + 208 hat eine
Losung mit 020, B>0 nur fiir k=0 oder k=2, wobei die einzige L3sung
flir k=2 durch a=1, B=0 gegeben wird. Die Fliche X, ist P,](G:)x P,!'(G!) .
Es bleibt nur noch auszuschlieBen, daR Y" ~ X,. Wir wissen, daB in diesem
Fall s#mtliche Kurven B, und C, zu 5, homolog und damit zu S, disjunkt
sind.

Wir bemerken, daB die Isomorphie Y, =~ Y, bereits folgt, da

die Moglichkeit Y" o Y, fiir diese Flichen sicherlich ausscheidet. Da ni#mlich
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S, 2zu allen B , C disjunkt wire, wiirde S_, auf Y im Komplement

o m

der Konfiguration (7) liegen. Das ist fiir Y=Y, ummdglich, da dieses
Komplement in einem affinen Raum enthalten ist. Im Falle Y=Y, ist
das Komplement der Konfiguration (7) in H2/F enthalten, Dies fiihrt
auch zum Widerspruch, weil S_ einfach-zusammenhiingend ist und deshalb

zur universellen Uberlagerung HZ geliftet werden kinnte.
DaB Y" % I, im allgemeinen, kann man so beweisen: IX;,-S, ist ein

Geradenbiindel iiber P1(C) mit charakteristischer Zahl 2, dessen Schnitte
durch homogene Polynome vom Grade 2 in 2 Variablen gegeben werden. Die
Kurven B, (m € Z/5Z) liefern aber 5 solche Schnitte. Genau wie im Falle
P1(G)’<P1(€), kann man ausrechnen, welche Folgerungen das bekannte Schnitt-
verhalten der B fiir die Koordinaten der Schnittpunkte A, hat. Die
Rechnung, welche im anderen Falle die Punkte A, im Wesentlichen festlegte,
fithrt hier zu einem Widerspruch.

Die Konfiguration der 10 Kurven B,, C, auf Y" P1(C)><P1(C)
gsieht auf einem reellen Modell P1(R)’<P1(R) folgendermafen aus.

§3. Der Ring der Modulformen

Die Modulfldche Y; wurde in §2 mit der Fliche Y, identifiziert,
die aus der kubischen Fliche F durch Aufblasen der 10 Eckardt-Punkte
Pij entstand. Wir werden dies ausnutzen, um Informationen iiber die
Modulformen beziiglich der Gruppe T =zu gewinnen. Die Modulformen vom
Gewicht 2 entsprechen ni#mlich Schnitten des kanonischen Geradenbiindels

von Yp. Wir betrachten zunfichst Schnitte des kanonischen Geradenbiindels
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K von F. Dieses Biindel K ist isomorph zur Beschrinkung des Hopfschen
Blindels

an H = ((€>-1{0})x€)/e* —> P, (D)

auf F. (In (11) operiert t€C* auf €5 durch Multiplikation mit t
und auf € durch Multiplikation mit 1 .) Das ist ein Spezialfall der
bekannten Tatsache, daB8 das kanonische Biindel einer Hyperfliche vom Grade

d in P_(€) isomorph zu w14 jo¢ (hier ist n= 3, d=3). Fir
k=0,...,4 ist die auf dem Komplement der Hyperfliche x, =0 definierte

Abbildung

¢’ — (€2 -{0}) xC

(Rgsoees®y) = ((KgsenerXy)sXp)

mit der C€* ~Operation in (11) vertriglich, und wir erhalten einen mero-
morphen Schnitt von H, dessen Beschrinkung auf F wir mit uy bezeichnen
werden. Ein homogenes Polynom vom Grade r in den uy 1ist dann ein Schnitt

von KY¥. Aus den definierenden Gleichungen (8) der Fliche F folgt
(12) O’q(ue,;..,uk) = 0, Gz(ug,.'.,uq) = 0,

wo O

i die j-te elementar-symmetrische Funktion bezeichnet.

Der Vektorraum der holomorphen Schnitte von H[F ist isomorph zu dem
Vektorraum der holomorphen Differentialformen vom Grade 2 auf ¥, Der
Isomorphismus ist bis auf einen konstanten Faktor (#0) in natiirlicher
Weise gegeben. Wir wdhlen einen solchen Isomorphismus aus. Die Schnitte
u, 8ind dann Differentialformen auf F und kinnen als solche zu
Differentialformen auf Y, und damit zu Schnitten des kanonischen Biindels
K' von Y; angehoben werden; wir erhalten somit Schnitte von K', die
wir auch mit wuy bezeichnen. Sie erfiillen wieder die Relation (12). Der

Divisor Uy von u, auf Y, wird gegeben durch

(13) up o= W o+ ] Dy o
O<i<j<4

wobei U, der Divisor von u, auf F ist, m:Y,~+F die natiirliche

Abbildung und D; f die Kurve, die durch Aufblasen von ?ij entstand {und

die der "Diagonalen" Dij auf Yq entspricht: vgl. (7)). Der Divisor

U, auf F ist der mit der Vielfachheit -1 zu z#hlende Hyperebenenschnitt
x =0 auf F, der aus 3 Geraden besteht (vgl. (9)). Die Kurven auf Y,,
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die diesen Geraden entsprechen, sind die drei Kurven eines "Dreiecks” im
Diagramm (7); wie in §2 bezeichnen wir diese Kurven mit Ak’ By » Cx. Da
die Eckardt-Punkte Pij (i,j*#k) =zum Hyperebenenschnitt x, = O gehdren,
folgt

o<i<j<s 3
i,j*k
und nach (13)
v = -
(14) Uy (A +B +C ) + Z Dir *
0%is4
ixk

Wir kénnen u,  auch als meromorphen Schnitt des kanonischen Biindels von
Y, ansehen, oder auch als meromorphe Differentialform von Grad 2, die
auBerhalb der Auflésung der k-ten Spitze holomorph und als Nullstellen~
menge die Vereinigung der 4 Diagonalen hat, die nicht durch diese Spitze
hindurchgehen. Auf H2/T, das als Komplement von g (A; UB; UC;) in Y
enthalten ist, liefert u;, eine holomorphe Differentialform, deren
Nullstellendivisor durch & Spitzen geht, oder wiederum eine Hilbertsche
Modulform vom Gewicht 2 beziiglich der Gruppe T, die in 4 Spitzen
verschwindet. In der k-ten Spitze dagegen ist diese Modulform holomorph
und verschieden von Null, weil die Kurven der Auflfsung mit Multiplizitit
-1 in Ué auftreten (vgl. [6 ] 3.6, Beweis des Lemmas). Andererseits
haben wir 5 Eisensteinsche Reihen Ey , die jeweils in der k-ten Spitze

den Wert 1 haben und in den anderen Spitzen verschwinden; zum Beispiel ist

' 1
E -
O(ZI’ZZ) c,dzg .Q (C21+d)2(C'22+d')2 ’

(c,d) =1

c=0 @mod 2)
d=1 (mod 2)

wobei der Strich bedeutet, daB8 man modulo der Gruppe U3 der Einheiten
e=1 (mod 2) summiert; die Summation dieser nicht absolut-konvergenten

Reihe ist nach dem bekannten Heckeschen Verfahren vorzunehmen. Da die

Fldche Yq rational ist und somit geometrisches Geschlecht O hat, gibt

es keine Spitzenformen vom Gewicht 2 beziiglich I' (vgl. das eben

zitierte Lemma aus [6 ]1). Es folgt, daR die fiinf Hilbertschen Modulformen,
die den Schnitten u, entsprechen, bis auf ein Vielfaches die Eisensteinschen
Reihen E;, sind. Wir kdnnen jetzt folgenden Satz beweisen.

Satz 2: Der graduierte Ring der Hilbertschen Modulformen von geradzahligem

Gewicht zu der Gruppe T ist der Ring der Polynome in den fiinf Eisenstein-
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schen Reihen Egj,...,E, mit den Relationen

(15) Uz(Eo,‘..,E3+> =0, GQ(EQ,..-,EL*) =0

und keinen anderen Relationen.
Beweis: Sei M(T) = $M2r(r) dieser Ring der Modulformen. Nach den

vorhergehenden Uberlegungen ist es klar, daB die Eisensteinschen Reihen
Ep € Mo(I') die Relationmen (15) und keine anderen erfiillen, weil diese
genau den definierenden Gleichungen (8) der Clebschschen Fliche F
entsprechen. Andererseits ist nach Shimizu die Dimension von M,,.(T)

durch
. 5, falls r=1,
dim Mzr(I’) { 41-2

-4r + 6 falls r>2

gegeben (vgl. [6] 3.6, Theorem), und da dies mit dim{€[Ey,...,E)/op=0,=0)
tbereinstimmt, folgt unser Resultat.

Als Xorollar des Satzes haben wir auch die Struktur von dem
graduierten Ring M(SL,(0)) der Modulformen von geradzahligem Gewicht
zu der ganzen Hilbertschen Modulgruppe bestimmt. Es ist nimlich
SLo(0)/T = Ag, wobei Ar unter der Identifizierung Y, =Y, die

Koordinaten x; alternierend permutiert, also
A A
M(SL,(0)) = M(D) > = (ClEy,...,B1f0p=0,=0)">,

wobei Ag die E, permutiert. Aber

A
C[E(),..-,Eu] 5 = C[O'l,0'2,0'3,0'4,05,A]/A2=F(0'1,...,0’5) »

wobei A= T (Ei_Ej) und F ein gewisses Polynom ist. (In den
i<j
vorstehenden Formeln sind die E, als Unbestimmte anzusehen, und 93

ist die j—~te elementar-symmetrische Funktion in den Ej.) Es folgt
M(SLy(Q)) = ¢€lo;,05,05,A1/A%=F(0;,0,05,0,05) .

Das Polynom ¥(0,,0,05,0,05) wird in [2] (S. 378, Fufnote) angegeben,
und wir erhalten

Korollar 1: Der Ring M(SLZ(Q)) wird von den vier Modulformen

op= ] By, oy= } EjEE, a5= ] By, A= T[ (8;Ey
O<ich O<i<j<ksh 0<igh 0<i<j<s

der Gewichte 2, 6, 10 bzw. 20 erzeugt, mit einer einzigen Relation:
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(16) 22 = o, (3125 o} + 2000 030,402 + 256 oo} ~ 900 og0d0,
-128 g5050} # 16 a30] +10803 ) .

Khnlich 138t sich die Rechnung
s s
My(1)5 = €lEg,...,E] /o, =0,=0 = €lo;,05,04]

als die Aussage deuten, daf der Ring der symmetrischen Modulformen zu T
von geradzahligem Gewicht (d.h. solcher, mit £(z,,z,) = £(z,,z,)) von
den Modulformen o,, 03, ¢; frei erzeugt wird, ein Ergebnis von Gundlach
({41, satz 5).

AbschlieSend machen wir einige Bemerkungen iiber Modulformen von
ungeradem Gewicht zu T und zu SLZ(O) « Auf der Clebschschen Fliche
besteht der Divisor von =x;+x: aus den 3 Geraden, die durch den

]
Eckardt-Punkt P; i gehen. Durch ein Argument wie am Anfang des Paragraphen

x.+xt
zeigt man, daB der Divisor von Ei+Ej (--—i}-‘—i—i) auf Y gleich ':'Dij
$X:

plus einer Linearkombination der 15 Kurven der SpitzensuflBsungen ist
(ndmlich die 6 FKurven der i-ten und j—ten Spitze, jeweils mit Multipli-

zitdt -1 und die 3 Kurven der anderen 3 Spitzen, durch die Dis

hindurchgeht, jeweils mit Multiplizit#t +1)., Die Punktion
Ei(zl,zz) -é-Ej (zy,2z,) auf HZ ist also die vierte Potenz von einer

Funktion 6. die sich unter der Gruppe T wie eine Modulform vom

ij»
Gewicht 1/2 wverhilt und die als Nullstellemmenge das Urbild der

Diagonalkurve Dij mit der Vielfachheit 1 besitzt. Diese Funktionen

853 sind mit den Thetareihen von G&tzky [3] und Gundlach [4] identisch.
Aus der formalen Identitit

4 2
A7 T (®E +E) = E + 0, E +o0,
0<i<h Ek i k Ek
ik
folgt zum Beispiel die Identitdt 64,64,08436,, =E; . Indem man die
Gleichungen (17) fiir k=0, 1, 2, 3, 4 miteinander multipliziert,

modulo (0,,0,) reduziert und die Quadratwurzel zieht, erhdlt man

O<i<j<h

Deshalb gilt fir das Produkt € = || 8j; die Gleichung 82=2 igg .
Oci<jgh
Die Funktion 6 ist eine Spitzenform vom Gewicht 5 von SLo(Q), die

in [4] betrachtet wird. Wegen (16) ist A durch © teilbar, und A/®
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ist bis auf einen Faktor die Spitzenform vom Gewicht 15 f£fiir SL,(0Q), die in [4]
mit H und in [10] mit x;5 bezeichnet wird. Der Ring der Modulformen

fir SL,(®) wird nach Gundlach [4] (Sitze 5, 8, 9, 10) von o, 03, ©, A/8
erzeugt mit einer einzigen Relation, die von Resnikoff bestimmt wurde

und die mit unser Relation (16) iibereinstimmen mufl, wenn man diese durch

62 dividiert. 1In der Tat geht die Relation bei Resnikoff ([10] Theorem 3)

in (16) iiber, wenn man seine Funktionen ®,, xg, Xg» X35 mit den unsrigen

wie folgt identifiziert:

o = W
- 97
g3 = Xg
o = 212 o2
a = 22%y5x;
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