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Vorwort

Ein groBer Fortschritt in der Theorie der algebraischen Flachen waren
der Beweis der Ungleichung cf <3 c, fiar die Chernschen Zahlen einer
komplex-algebraischen Flidche vom allgemeinen Typ durch Y. Miyaoka und
Sh.-T. Yau und die Erkenntnis, daR die Gleichheit cf = 3c2 unter
diesen Flachen genau diejenigen charakterisiert, deren universelle

Uberlagerung der zweidimensionale komplexe Ball ist. Man hat also in

diesen Fillen eine Situation, die dem Uniformisierungssatz fir alge-

braische Kurven (Riemannsche Flichen) vom Geschlecht g = 2 entspricht.

Wegen der grofen Bedeutung dieses gerade 10 Jahre alten Resultates ist
es interessant, durch direkte algebraisch-geometrische Konstruktionen
Flichen vom allgemeinen Typ mit c]? = 302 zu finden, oder auch solche,
deren Chernquotient c12/c2 dem Maximum 3 méglichst nahe kommt; expli-
zite Beispiele fiur solche Flichen sind ndmlich bislang nur recht sel-
ten aufgetreten. Das vorliegende Buch enthilt viele solcher Beispiele;
mit den hier vorgestellten Methoden kann man noch weitere algebraische

Flichen mit interessanten Eigenschaften konstruieren.

Wahrend Y. Miyaoka die Ungleichung cf < 3c2 mit algebraisch-geome-
trischen Mitteln beweist, gehoren der Beweis der Ungleichung durch
Sh.-T. Yau und die dadurch erméglichte Charakterisierung der Ball-
quotienten, die in diesem Buch eine so grofe Rolle spielen, in die
komplexe Differentialgeometrie; der entscheidende Existenzsatz fur
Kihler-Einstein-Metriken beruht auf der Lésung von nicht-linearen par-
tiellen Differentialgleichungen. Nun hat die Theorie der algebraischen
Flachen von dieser Seite her Gberhaupt neue wichtige Impulse erhalten:
S.K. Donaldson hat mit Methoden aus der Theorie nicht-linearer parti-
eller Differentialgleichungen und der Modulriume ihrer Lésungen neue

Invarianten fir vierdimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten



und damit auch fir algebraische Flidchen eingefihrt, viele klassische
Probleme geldst und zahlreiche andere Arbeiten angeregt. Durch diese
Ergebnisse steht die Theorie der algebraischen Flichen wieder im Vor-
dergrund des Interesses, und bei dieser Aktualitidt kann vielleicht

ein Buch mit Beispielen recht nitzlich sein.

Die hier untersuchten Flachen erhalten wir hauptsidchlich als ,Kummer-
Uberlagerungen" zu Geradenkonfigurationen in der komplex-projektiven
Ebene. Diese Uberlagerungen der projektiven Ebene sind entlang einer
Menge von Geraden lokal mit der Ordnung n = 2 verzweigt. Die Chern-
schen Zahlen (der minimalen Desingularisierungen) dieser Flachen sind
dann durch die kombinatorischen Invarianten der Geradenkonfiguration
bestimmt. Wenn wir nun die Miyaoka-Yau-Ungleichung c125 3¢, anwenden,
so erhalten wir wiederum Ungleichungen fir diese kombinatorischen
Invarianten, aus denen sich uberraschenderweise Sitze tber Geraden-
konfigurationen in der Ebene (und durch Dualisierung auch iber Punkt-
konfigurationen) ergeben, die sich bisher nicht auf elementarem Wege

beweisen lassen.

Eine besonders schéne Anwendung dieser Sidtze stammt von L.M. Kelly
[1986] (siehe 3.3,H). J-P. Serre hatte 1966 die folgende Frage ge-
stellt: Gibt es im affinen 3-dimensionalen komplexen Raum eine end-
liche Menge M von Punkten, die nicht in einer Ebene liegt, so daf
die Verbindungsgerade von zwei Punkten von M stets einen weiteren
Punkt von M enthalt? L.M. Kelly stellte fest, daR die Frage zu
verneinen ist, falls in der komplex-projektiven Ebene folgendes gilt:
Wenn eine endliche Menge von Geraden, die sich nicht alle in einem
Punkt treffen, keinen Doppelpunkt besitzt, dann gibt es zumindest
einen Punkt, durch den genau drei der Geraden laufen. Diese Aussage
der ebenen Elementargeometrie folgt aber wie oben beschrieben aus der

Miyaoka-Yau-Ungleichung.

An dieser Stelle sei eine Warnung zur Terminologie angebracht: Ein end-
liches System von Geraden in der Ebene wird in der englischsprachigen
Literatur "arrangement of lines” genannt. Leider kennen wir dafir kein
brauchbares deutsches Wort, so daf wir stattdessen immer von ,Konfigu-
rationen von Geraden" gesprochen haben. Nun hat aber der Begriff einer
«Konfiguration" in der klassischen projektiven Geometrie eine ganz
spezifische Bedeutung, die mit der hier gebrauchten nicht Gbereinstimmt
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(siehe 2.1,H). Wir hoffen, daRf dies nicht zu MiBverstindnissen fiihren

wird.

Uber die erwihnten Flichen und die Anwendungen auf Geradenkonfigura-
tionen hielt ich im akademischen Jahr 1981/82 eine Vorlesung an der
Universitit Bonn und im Jahr 1984 eine Vortragsreihe am Max-Planck-
Instiut far Mathematik. Die Ergebnise verdéffentlichte ich in einem
Band der Reihe "Prospects of Mathematics"™, der I.R. Safarevic gewid-
met ist und 1983 erschien. Ich wies dort auch auf den Zusammenhang
mit Arbeiten von P. Deligne und G.D. Mostow hin. In Gesprichen mit
Mostow bei unserem Treffen in Israel 1981 hatte ich zum ersten Mal
seine Untersuchungen mit Deligne kennengelernt, die erst viel spater
erschienen [1986]. In ihrer Arbeit betrachten sie in Anlehnung an
klassische Resultate von E. Picard [1885] Uberlagerungen der pro-
jektiven Ebene, die entlang des ,vollstidndigen Vierecks", d.h. der
aus den sechs Verbindungsgeraden von vier Punkten bestehenden Geraden-
konfiguration A1(6), verzweigt sind. Im Gegensatz zu der oben be-
schriebenen Situation kénnen aber hier die Verzweigungsordnungen
beliebig sein. Man sucht solche Uberlagerungen, die ,vom Ball kommen",
d.h. die durch den komplex-zweidimensionalen Ball uniformisiert wer-
den. Die Uniformisierung kann dann durch die Losungen einer hypergeo-
metrischen Differentialgleichung erfolgen (vgl. auch die Arbeiten von
T. Terada).

In der Dissertation von Thomas Hofer werden nun beliebige Geraden-
konfigurationen und beliebige Verzweigungsindices betrachtet. Ins-
besondere wird dort gezeigt, daR die Miyaoka-Yau-Gleichung cl2 = 3c2
(mit Korrekturtermen) bei A1(6) den endlich vielen Auswahlen von Ver-
zweigungsindices entspricht, die zur hypergeometrischen Differential-
gleichung gehéren, und es werden entsprechende Fille bei anderen Gera-

denkonfigurationen untersucht.

Gottfried Barthel hat meine Vorlesung und die Vortragsreihe aufge-
zeichnet. Das vorliegende Buch ist eine Synthese seiner Ausarbeitungen
und der Dissertation von T. Héfer. Dabei sind die Kapitel 4 und 5 eine
erweiterte Fassung von Teilen der Dissertation, wihrend der Anhang C
fast unverandert tdbernommen wurde. Die Kapitel 1 bis 3 entsprechen
meiner Vorlesung und meinen Vortrigen, jedoch muRte G. Barthel sehr
viel Arbeit aufwenden, um eine schone Darstellung und eine inhalt-

liche Abrundung zu erreichen. Ihm ist zu danken fir die geometrische
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Beschreibung und Untersuchung spezieller Geradenkonfigurationen, fir
viele Einzelheiten bei der Klassifikation der von mir betrachteten
Uberlagerungen mit konstanten Verzweigungsindices und fir die Aufnahme
schoner Anwendungen: etwa die oben erwdhnten Untersuchungen von L.M.
Kelly, das Versagen der Miyaoka-Yau-Ungleichung in Charakteristik p
und Fragen zur ,Geographie algebraischer Fliachen"™ (Welche rationalen
Zahlen treten als Chernsche Quotienten clz/c2 auf ?) mit Ergebnissen

von A. Sommese.

In den Anhingen A und B hat G. Barthel algebraisch-geometrische und
differentialgeometrische Grundlagen der Theorie algebraischer Flachen
zusammenfassend dargestellt, um dem Leser das Studium des Hauptteils

des Buches zu erleichtern.

Die Hauptarbeit an dem Buch lag also bei meinen Koautoren. Sie haben
gemeinsam an allen Teilen gearbeitet und aus meinen Vorlesungen und
Vortrigen und der Dissertation von T. Hofer ein abgerundetes Ganzes

gemacht. Ich méchte ihnen ganz herzlich fir ihre grofe Mihe danken.

F. Hirzebruch

Bei der Arbeit an diesem Buch haben uns viele Leute mit Rat und Tat
unterstitzt. Wir bedanken uns herzlich bei:- Hans-Berndt Brinkmann,
Jochen Brining, Karl-Heinz Fieseler, Lothar Géttsche, Branko Griinbaum
(besonders fir die vielen Geradenkonfigurationen, die wir aus seinen
Arbeiten abgezeichnet haben), Klaus Guntermann, Ludger Kaup, Ryoishi
Kobayashi, Herbert Kurke, Martin Libke, Irmgard Lux, Chris Peters,
Giesela Schroff, Andrew Sommese, Wolf Weyrich, Masaaki Yoshida ...

Gottfried Barthel
Friedrich Hirzebruch
Thomas Héferxr
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Einfiihrung
Das Klassifikationsproblem.
Ballquotienten und Proportionalitatssatze

Wir betrachten (komplexe) algebraische Fliachen, d.h. zweidimensionale
komplex-algebraische Mannigfaltigkeiten, die wir meistens als kompakt
voraussetzen. Die Untersuchung der algebraischen Flidchen ist eines der
klassischen Themen der algebraischen Geometrie; insbesondere ist die
Suche nach einer befriedigenden Klassifikation seit dem Ende des 19.
Jahrhunderts eines der wesentlichen Probleme gewesen. Wir wollen zum
besseren Verstdndnis zunichst an die Situation im eindimensionalen

Fall erinnern.

A. Erinnerung an die Klassifikation algebraischer Kurven: Bei der
Klassifikation der Kurven (also der kompakten RIEMANNschen Flidchen)
spielt eine numerische Invariante, n#mlich das Geschlecht g, eine
fundamentale Rolle. Diese Invariante kann sowohl topologisch als Anzahl
der ,Henkel" (g = b1/2 - (2-e)/2, wobei b1 die erste BETTIzahl und
e die topologische EULER-POINCARE-Charakteristik bezeichnet) als auch
analytisch als Dimension des Vektorraumes der globalen holomorphen
1-Formen (g = n0 - dim Ho(ﬂl)) interpretiert werden. Zum Grad deg K
eines kanonischen Divisors auf der Kurve besteht die Beziehung

deg K = —-e = 2g-2.

Nimmt man nur eine grobe Einteilung nach dem Verhalten von kanonischen
Divisoren vor, so erweisen sich die drei Falle g=0, g~-1, g2 2

als fundamental verschieden:

i) g = 0 : Die Kurve ist isomorph zur komplex-projektiven Geraden By
(RIEMANNsche Zahlensphire € U (=)} ). Es gibt keine globalen holo-

morphen 1-Formen und somit auch keine effektiven kanonischen Divi-



2 Einfihrung: Das Klassifikationsproblem

soren. Die Kurve heilt rational, da ihr Funktionenkdrper der Korp-

der rationalen Funktionen C(zl/zo) ist.

ii) g = 1 : Die Kurve ist isomorph zu einem eindimensionalen komplexen
Torus T (d.h. zu einem Quotienten T = C/I' nach einem Gitter
r =Z-w1 @Z-wz , wobei die ,Perioden” w1, @y reell linear unab-
hidngig sind). Die globale holomorphe 1-Form dz auf ¢ induziert
auf T eine entsprechende Form w ohne Nullstelle; somit ist der
zugehdérige kanonische Divisor trivial. Die Kurve heift elliptisch,
da sie bei der Darstellung als ebene kubische Kurve durch ellipti-
sche Funktionen parametrisiert wird; ihr Funktionenkérper c(T)

ist der Kérper der beziglich T elliptischen Funktionen auf €.

iii) g = 2 : Auf der Kurve C existieren g 1linear unabhingige holo-
morphe 1-Formen W)senny @ ohne gemeinsame Nullstelle. Die dazu

24
gehorige kanonische Abbildung

QK: C »in_l ; Zz (wl(z): ce :wg(z))

ist eine nichtkonstante holomorphe Abbildung. Genauer ist oy im
generischen Fall sogar ein Isomorphismus auf die Bildkurve und
ansonsten (fir eine ,hyperelliptische” Kurve) eine zweiblittrige
verzweigte Uberlagerung einer rationalen Normalkurve. Eine Kurve

vom Geschlecht g = 2 heift auch Kurve vom allgemeinen Typ.

Die gleiche grundsdtzliche Fallunterscheidung erhalten wir noch unter

zwel weiteren Gesichtspunkten:

a) Uniformisierung: Die universelle Uberlagerung der Kurve ist isomorph
zZu

i) der komplex-projektiven Geraden Pl bei g=20 ;

ii) der komplex-affinen Geraden € bei g =1 ;

iii) dem komplex-eindimensionalen Ball

={zeC; |z| <1}
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b) Metrik und Krimmung: Die Kurve besitzt eine HERMITEsche Metrik mit

konstanter GAUSSscher Krimmung

i) §$>0 bei g=20;
ii) S =0 bei g=1 ;
iii) S < 0 bei > 2

B. Die kanonische Dimension (KODAIRA-Dimension) « : Wir koénnen diese

drei Fille durch eine andere Invariante unterscheiden, die in der all-
gemeinen Klassifikationstheorie von grundlegender Bedeutung ist. Dazu
bemerken wir zunichst, daR die oben nur fir g = 2 eingefihrte kano-
nische Abbildung &, auch im Fall g =1 auf der ganzen Kurve defi-
niert, aber offensichtlich konstant ist; das Bild ist nur ein einziger
Punkt. Dagegen ist QK im Fall g = 0 nirgends definiert. Die Situa-

tion bleibt grundsitzlich die gleiche, wenn wir die plurikanonischen

Divisoren mKC, die Plurigeschlechter Pm = dim HO((Ol)Qm) und die
zugehdrigen plurikanonischen Abbildungen ¢k * € >Ry (mit N := Pm—l
analog zu &y definiert) fur beliebiges m > 1 betrachten; allerdings

ist @K far gemigend groRe Werte von m auch im hyperelliptischen
Fall ein Isomorphismus auf die Bildkurve. Mit der kanonischen Dimension

(KODAIRA-Dimension)

—-o , falls Pm =0 fir alle m>1 ;
£ =
max dim QmK(C) sonst

erhalten wir somit diese Grobklassifikation durch die drei Fille

i) K =— e rational (e g=0) ;
ii) k=20 = elliptisch (= g=1) ;
1ii) k=1 e allgemeiner Typ (= g=2).

Diese grobe Einteilung kann nun topologisch und analytisch weiter ver-
feinert werden. Durch das Geschlecht g ist die Topologie der Kurve
als ,Kugel mit g Henkeln" eindeutig bestimmt; die HomSomorphietypen
entsprechen den natirlichen Zahlen. Auf die weitaus feinere analytische
Klassifikation der Kurven vom allgemeinen Typ bis auf biholomorphe

Aquivalenz (TEICHMULLER-Theorie) gehen wir hier nicht weiter ein.
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C. Das Klassifikationsproblem fiir Flichen: Das Problem einer befriedi-
genden Klassifikation der algebraischen Flachen erweist sich als weit-
aus schwieriger. Natirlich 148t sich die Definition der kanonischen
Dimension x leicht auf kompakte komplexe (nicht notwendig algebra-
ische) Fliachen und auch auf Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension
dbertragen, und damit ergibt sich als ganz grobe Unterscheidung die in

Flachen vom speziellen Typ (k =—=,0,1) und vom allgemeinen Typ (x=2).

Die Kurven vom speziellen Typ (x < 1) sind durch ihre kanonische Dimen-:
sion in befriedigender Weise grob klassifiziert. Im Gegensatz dazu gibi
es im zweidimensionalen Fall fiir jeden der Werte x = —«,0,1 bereits

strukturell wesentlich verschiedene Flichen, die bei einer sinnvollen
Klassifikation unterschieden werden missen. Entsprechend komplizierter
ist die Situation fir Fliachen vom allgemeinen Typ, wo man im Gegensatz
zum speziellen Typ noch keinen befriedigenden Uberblick hat. Schon die
Untersuchung der kanonischen bzw. plurikanonischen Abbildungen oK
ist ein schwieriges Problem. (Zu diesem und den beiden folgenden Ab-

schnitten siehe auch Anhang A.1)

D. Birationale Aguivalenz und Minimalitdt: Vom algebraischen Gesichts-

punkt aus betrachtet, ist der Koérper der rationalen Funktionen eine der
wichtigsten Invarianten einer algebraischen Varietdt. Eine Varietidt mit
vorgegebenem Funktionenkérper heiRt ein ,Modell” dieses Kérpers. Zwel

Modelle sind stets birational &quivalent, d.h. es gibt eine Korrespon-

denz, die bis auf niederdimensionale Ausnahmemengen ein Isomorphismus

ist. Eine glatte kompakte Kurve ist durch ihren Funktionenkdrper sogar

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, wiahrend birational aquivalente

(glatte kompakte) Fliachen durch iterierte birationale Transformationen

(Aufblasen in Punkten und Kontraktion von rationalen (-1)-Kurven) in-

einander dberfiihrt werden kénnen.

Flachen ohne (-1)-Kurven heiBen minimal; durch sukzessive Kontraktion
von (-1)-Kurven laRt sich eine gegebene Fliache in ein birational &Aqui-
valentes minimales Modell tiberfihren, das fiar Flachen der kanonischen
Dimension « = 0 eindeutig bestimmt ist. Bei der Klassifikation wird

im allgemeinen die Minimalitit vorausgesetzt, weil zwischen birational
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dquivalenten Flichen nicht unterschieden wird; zur Einordnung einer
gegebenen Fliche spielen daher Minimalititskriterien und Methoden zum

Auffinden von (-1)-Kurven eine wichtige Rolle.

E. Die CHERNschen Zahlen cf und €, : An die Stelle einer einzigen
numerischen Invariante, des Geschlechtes g, bei der groben Klassifi-
kation der Kurven treten im Flichenfall mehrere Invarianten topologi-
scher und analytischer Natur. Wir interessieren uns besonders fur die
CHERNschen Zahlen cf = Kz (die Selbstschnittzahl eines kanonischen
Divisors) und c, = e (EULER-Zahl, d.h. topologische EULER-POINCARE-
Charakteristik). Bei minimalen Flichen vom allgemeinen Typ genligen sie

den ,klassischen" Ungleichungen

2

cq >0, >0 ; < 5¢ + 36

€2 €2 1
([B-P-VdV: p.207]). Wihrend diese also seit langem bekannt sind, wurde
die genaue obere Schranke fir den ,CHERN-Quotienten” cf /02 erst 1976
von Y. MIYAOKA bestimmt: es gilt

cl2 < 3c2 .
MIYAOKAs Beweis beruht auf algebraisch - geometrischen Methoden. Unter
etwas einschrinkenden Voraussetzungen ergibt sich dieselbe Abschitzung
aber auch aus Resultaten der komplexen Differentialgeometrie (Existenz
von KAHLER-EINSTEIN-Metriken), die ebenfalls 1976 von Th. AUBIN und
Sh.-T. YAU gezeigt wurden. Insbesondere folgt aus diesem differential-
geometrischen Zugang, daR der Grenzfall cf = 3c2 eine ganz besondere
Rolle spielt, auf die wir hier kurz und im Anhang B noch ausfihrlicher

eingehen: er charakterisiert die Ballquotientenflichen.

F. Der Proportionalitidtssatz fir Ballquotienten: Eine Fliche, deren

universelle Uberlagerung der komplex-zweidimensionale Ball
B, = ((27,2,) € €% |z;12 + |z,12 < 1)

ist, kann natarlich umgekehrt als Quotient BZ/F des Balles nach der
Operation einer geeigneten Gruppe T C Aut(Bz) von Automorphismen dar-

gestellt werden. Eine solche Ballquotientenfliche ist minimal und vom
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allgemeinen Typ. Versehen mit der kanonischen ,hyperbolischen” Metrik
(Ballmetrik) ist der Ball ein homogenes beschrinktes symmetrisches Ge-
biet, zu dem in der Theorie der symmetrischen Riume als kompaktes Dual
die komplex-projektive Ebene 'Pz(c) gehdért. Als Spezialfall des all-
gemeinen Proportionalititssatzes (HIRZEBRUCH [1956]) ergibt sich aus der
Dualitit der Riume, daR die CHERNschen Zahlen von Ballquotienten zu

denen der projektiven Ebene proportional sind: es gilt die Gleichheit

e = xef (B (=9%),

cy = x-cp(Py) (=3x)
mit dem ganzzahligen Faktor x = x(Ox) - (cf +-c2)/12, und somit folgt
2
e = 3c2.

Die Existenz von glatten kompakten Ballquotientenflachen ist offenbar
dquivalent zur Existenz von Untergruppen T C Aut(Bz), die frei und
eigentlich diskontinuierlich und mit kompaktem Quotienten auf dem Ball
operieren. DaR solche Gruppen existieren, folgt aus einem allgemeine-

ren Satz von A. BOREL [1963: Thm. B, p. 112].

G. Die Umkehrung des Proportionalitidtssatzes: Nach dem Proportionali-

titssatz kann also eine vorgegebene Fliache vom allgemeinen Typ nur dann
ein Ballquotient sein, wenn die notwendige Bedingung (ﬁ? - 3c2 erfillt
ist. Aus MIYAOKAs urspringlichen algebraisch-geometrischen Beweis der
Ungleichung cf =< 3c2 1aRt sich noch keine Aussage dber den Grenzfall
folgern. Der Nachweis, daR diese notwendige Proportionalitidtsbedingung
auch hinreichend ist und somit die Ballquotienten unter den Flachen vom
allgemeinen Typ charakterisiert, beruht ganz entscheidend auf Methoden

und Resultaten der komplexen Differentialgeometrie.

Unter der zusidtzlichen Annahme, daR die Fliache eine KAHLER-EINSTEIN-
Metrik besitzt, hatte H. GUGGENHEIMER dieselbe Ungleichung schon 1952
bewiesen, und aus seinem Beweis folgt auch, daR im Gleichheitsfall
die Fliche ein Ballquotient ist. Man kannte aber nur wenige explizite
Beispiele fir solche Flichen. Die allgemeine Frage nach der Existenz
von KAHLER-EINSTEIN-Metriken auf komplexen Mannigfaltigkeiten war fir
lange Zeit ein offenes Problem (CALABI-Vermutung), das schlieRlich in
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wesentlichen Fdllen von Th. AUBIN und Sh.-T. YAU geldst wurde: Eine
solche Metrik existiert auf jeder kompakten KAHLER-Mannifaltigkeit mit
negativ-definiter erster CHERNscher Klasse. (Fur einen Uberblick tber

. diese Fragen verweisen wir auf den Bericht [Kaz] von J. KAZDAN.)

Aus MIYAOKAs Verschiarfung seiner Ungleichung [1984] folgt nun, daf die
erste CHERNsche Klasse einer Fliche vom allgemeinen Typ mit cf = 3c2
stets negativ-definit ist. Damit ist die Voraussetzung fir die Existenz
einer KAHLER-EINSTEIN-Metrik erfillt, und zusammenfassend ergibt sich
so die folgende numerische Charakterisierung von Ballquotientenfldchen:

es sind genau die Flichen vom allgemeinen Typ mit cf = 3c2.

H. Verzweigte Uberlagerungen und die Proportionalititsabweichung:
Explizite Beispiele fur solche Flichen, die nicht bereits als Ball-
quotientenflichen gegeben waren, wurden 1981 von M. INOUE und R. LIVNE
als verzweigte Uberlagerungen elliptischer Modulflichen konstruiert.
HIRZEBRUCH gab 1982 als weiteres Beispiel eine 125-blattrige Uber-
lagerung der projektiven Ebene mit Verzweigung léngs der Konfiguration
der sechs Verbindungsgeraden von vier Punkten in allgemeiner Lage

(nvollstindiges Viereck") an.
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Diese Darstellung fihrt zu dem allgemeinen Ansatz, ausgehend von ,ein-
fachen" Flachen durch verzweigte Uberlagerung mit ,einfachem" Verzwei-
gungsverhalten Beispiele fir Flachen vom allgemeinen Typ zu erhalten,
deren ,CHERN-Quotient" clz/c2 in dem besonders interessanten Bereich
2 < clz/c2 < 3 1liegt. Wir wollen hier diesen Ansatz, den HIRZEBRUCH in
mehreren Artikeln [1983, 1984, 1986] fortgefihrt hat, aufgreifen. Dazu
betrachten wir hauptsachlich GALOISsche Uberlagerungen der komplex-
projektiven Ebene mit Verzweigung lidngs einer Konfiguration von projek-
tiven Geraden. Wir geben Formeln an, mit denen die CHERNschen Zahlen

cf und c, sowie die ,Proportionalitidtsabweichung”

. a2
Prop := 3c2 cq

der Uberlagerungsflache explizit durch Daten der Basisfliche und der
Verzweigungskonfiguration ausgedrickt werden (vgl. 1.1, 1.3, 4.1). Es
zeigt sich, daR wir mit Ausnahme von einigen speziellen Fillen stets
Flachen vom allgemeinen Typ erhalten. Sofern gemigend viele singulire
Schnittpunkte (d.h. Schnittpunkte von mindestens drei Geraden) vorhan-
den sind, liegt der CHERN-Quotient im Intervall 2 < cf /c2 < 3, und
in einigen Fillen erhalten wir sogar Flichen mit cf - 302 (d.h. mit

Prop = 0), also Ballquotienten (siehe 3.1 und Kap. 5).

I. Geraden- und Punktbedingungen: Fir die gezielte Suche nach solchen
Geradenkonfigurationen, die uberhaupt zu Ballquotientenflichen fithren
konnen, benutzen wir die Informationen, die wir tber die Urbildkurven
der Verzweigungsgeraden haben. Auf diesem Weg kénnen wir allgemeine
Eigenschaften von Kurven in Ballquotientenflidchen in notwendige Bedin-
gungen an die Verzweigungskonfiguration tbesetzen; wir erhalten so die
»Geradenbedingungen” sowie die ,Punktbedingungen" fir die singularen
Schnittpunkte. (Damit die Uberlagerungsfliche glatt sein kann, muf die
Basisfliche im allgemeinen in diesen Punkten aufgeblasen werden; die
dabei eingesetzte (—1)-Kurve gehért meistens mit zum Verzweigungsort.)
Diese Bedingungen folgen aus einer relativen Version des Proportiona-
litatssatzes, die wir unten sowie in den Anhidngen B.1,I und BLZ,H dis-

kutieren; vorher machen wir noch die folgende allgemeine Bemerkung:
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J. Kurven in Ballquotientenflichen: Es ist leicht zu sehen, daR jede
glatte Kurve C in einer kompakten Ballquotientenfliche Y als Kurve
vom allgemeinen Typ, d.h. vom Geschlecht g = 2, ist: Jede Komponente
der Urbildkurve in der universellen Uberlagerung Y ist eine unver-
zweigte Uberlagerungskurve von C, die in B, eingebettet und die
somit nicht-kompakt ist. Nun hat eine rationale Kurve ( g = 0 ) keine
unverzweigte nichtkompakte Uberlagerung; bel einer elliptischen Kurve
(g=1) kommen nur die komplex-affine Gerade € oder die punktierte
affine Gerade €* in Frage, die aber beide nicht in den Ball einge-
bettet werden kénnen. Damit kann eine Fliche, die glatte rationale oder
elliptische Kurven enthilt, keine Ballquotientenfliache sein; es kann
sich jedoch um die glatte Kompaktifizierung eines ,offenen" Ball-

quotienten handeln (siehe unten sowie Anhang B.3).

K. Der relative Proportionalitdtssatz fiir Kurven in Ballquotienten:

Bei einer (verzweigten) GALOIS-Uberlagerung bleibt jede Komponente des
Verzweigungsortes ,oben" (d.h. in der Uberlagerungsfliche) unter einer
geeigneten nichttrivialen Decktransformation punktweise fest. Wenn die
Uberlagerungsfliche ein Ballquotient ist, kénnen wir daher auf diese
Komponenten die folgende relative Variante des Proportionalititssatzes

anwenden:

Besteht eine Kurve F in einer Ballquotientenfliche Y nur aus Fix-
punkten eines (nichttrivialen) Automorphismus der Flache, so sind ihre
charakteristischen Zahlen proportional zu denen einer Gerade L in der
projektiven Ebene, d.h. es gelten die Beziehungen
oo~ x12 (-0,
e(F) = x-e(l) (=2x)
mit dem Faktor x = x(OF) = 1-g (<0), die wir in der Gleichung
e(F) - 2F2 (<0)

zusammenfassen.
Nun kénnen wir fur jede Komponente C des Verzweigungsortes oben die

charakteristischen Zahlen bis auf einen gemeinsamen positiven Faktor

durch Daten der Basis ausdricken. Damit erhalten wir aus dem relativen
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Proportionalititssatz weitere notwendige Bedingungen dafir, dafR die

Uberlagerungsfliache ein Ballquotient ist:

Die charakteristischen Zahlen e(C) und 02 sind negativ, und die

«felative" Proportionalititsabweichung
prop C := 202 - e(C)
verschwindet.

Wir bemerken noch, daR diese relative Proportionalitit ebenfalls der
Grenzfall einer Ungleichung ist, denn fiir eine beliebige glatte Kurve

C 1in einer kompakten Ballquotientenfliche gilt stets

e(C) < 2c%, also  prop C = O.

L. Kompaktifizierte Ballquotienten und logarithmische Proportionalitit:

In der Theorie der algebraischen Flachen sind auch nichtkompakte oder
singulare Quotienten des Balles nach ,Gitter"-Untergruppen von grofem
Interesse. (Eine diskrete Untergruppe I' der Automorphismengruppe
Aut(B2) wird ein ,Gitter" genannt, wenn die Quotientenfliche iBz/P
in der vom Ball induzierten Metrik endliches Volumen hat.) Ein solcher
Ballquotient kann namlich auch im nichtkompakten Fall durch endlich
viele Punkte (,Spitzen”) zu einer normalen singuldren kompakten Fliache
abgeschlossen werden. Die Auflésung dieser ,Spitzensingularititen" (am
Rand) und der ,Quotientensingularititen” (im Inneren) liefert dann eine

glatte kompakte algebraische Fliche.

Diese kompaktifizierten Ballquotientenflichen, die Spitzensingularita-
ten und ihre Auflésung sind von J. HEMPERLY [1972] und insbesondere ab
1978 von R.-P. HOLZAPFEL im Rahmen seiner Arbeiten tber die PICARDschen
Modulflachen (siehe [Hol] und die darin zitierte Literatur) untersucht
worden. Im Fall einer freien Gitteroperation treten keine Quotienten-
singularitdten (und keine Verzweigungskurven) auf. Falls die Gruppe T
dann noch in einem technischen Sinn ,hinreichend klein" ist - was auch
stets durch Ubergang zu einem Normalteiler I'' < T von endlichem Index
erreicht werden kann - erhdlt man die glatte Kompaktifizierung durch

Hinzufigen von endlich vielen disjunkten glatten elliptischen Kurven.
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Im Rahmen einer allgemeinen Theorie von ,offenen" algebraischen Flichen
kénnen diese ,elliptisch" kompaktifizierten Ballquotienten wiederum
durch eine Proportionalititsbedingung charakterisiert werden. In dieser
' Theorie gelten mit geeignet definierten ,logarithmischen" Invarianten
x, El , 22 wieder analoge Aussagen wie im kompakten Fall; vor allem
ubertragen sich die Ungleichung cf < 3c2 und die Charakterisierung
von Ballquotienten: Wie F. SAKAI [1980] mit algebraisch-geometrischen
Mitteln und R. KOBAYASHI [1984] mit Methoden der komplexen Differen-

tialgeometrie gezeigt haben, gilt fir eine Fliche vom logarithmisch

allgemeinen Typ (d.h. mit x = 2 ) die Ungleichung
.—2 -—
e = 3c2.

Der differentialgeometrische Beweis liefert wieder die schirfere Aus-
sage, daR die Gleichheit die Ballquotienten charakterisiert. Bei der
Suche nach solchen Flichen hilft uns eine logarithmische Version des
relativen Proportionalitdtssatzes: Wir erhalten Punkt- und Geraden-
bedingungen, und in einigen Fillen konnen wir zu geeigneten Verzwei-
gungsdaten dann auch Uberlagerungen finden, die (elliptisch) kompak-

tifizierte Ballquotientenflichen sind (siehe Kap. 5).

Die Quotienten nach Gittergruppen, die nicht frei auf dem Ball operie-
ren, kénnen in der Theorie der ,V-Mannigfaltigkeiten" und noch allge-
meiner der "orbifolds" untersucht werden. Die CHERNschen Zahlen werden
dann so modifiziert, daR der EinfluR der lokalen Decktransformationen
bericksichtigt wird. Fiur diese modifizierten Invarianten gelten wieder
Ungleichungen wie im ,absoluten" Fall, die von Y. MIYAOKA (algebraisch-
geometrisch) und von R. KOBAYASHI (differentialgeometrisch) bewiesen
wurden. In seiner Diplomarbeit [1985] hat K. IVINSKIS diese Aspekte
diskutiert und eine schéne Anwendung auf singulare Ballquotienten, die

durch ,Wurzelziehen" aus Geradenkonfigurationen entstehen, angegeben.

Die wohl allgemeinste Form der MIYAOKA-YAU-Ungleichung, bei der auch
Quotienten- und Spitzensingularitidten sowie Verzweigungsorte berlck-
sichtigt sind, wurde zusammen mit der entsprechenden Aussage Uber die
Gleichheit kirzlich von R. KOBAYASHI, I. NARUKI und F. SAKAI ange-
kindigt; wir diskutieren diesen Satz in Anhang B.3,E. Dieser Satz hat
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fur die Konstruktion von Ballquotienten als verzweigte GALOIS-Uber-
lagerungen mit vorgegebenem Verzweigungsverhalten eine ganz entschei-
dende Bedeutung: Wenn die Verzweigungsdaten ,hyperbolisch" sind, folgt

bereits die Existenz einer solchen Uberlagerungsfliche.



Kapitel 1 .
Konstante verzweigte Uberlagerungen
und Chemsche Zahlen

Wir betrachten Uberlagerungen von algebraischen Flichen, die langs end-
lich vieler glatter Kurven in der Basisfliche mit konstanter lokaler
Verzweigungsordnung zyklisch verzweigt sind (siehe 1.1,B bzw. 1.2,C-D
fir die genaue Beschreibung in lokalen Koordinaten). Dabei interessie-
ren wir uns besonders fiur die Beziehungen zwischen den charakteristi-
schen Zahlen der beiden Flichen (CHERNsche Zahlen cf und ¢y ) bzw.
der Verzweigungskurven (EULER- und Selbstschnittzahl) und fir die Frage,

wann die Uberlagerungsfliche ein Ballquotient ist (vgl. Einfihrung).

In Abschnitt 1.1 diskutieren wir zundchst den einfachen Fall, daf die
Verzweigungskurven in der Basisfliache - die wir stets als glatt voraus-
setzen - sich nur in gewéhnlichen Doppelpunkten schneiden (,regulire
Verzweigung"); die Uberlagerungsflache ist dann ebenfalls glatt. In
diesem Fall konnen die Beziehungen zwischen den charakteristischen

Zahlen durch einfache Formeln vom HURWITZ-Typ ausgedrickt werden.

Geometrisch weitaus interessanter ist der ,singulidre" Fall, wo fir die
Verzweigungskurve auch gewdhnliche Mehrfachpunkte als Schnittpunkte zu-
gelassen werden; tber diesen ,singuldren Schnittpunkten" liegen dann
auch Singularitaten der Uberlagerungsfliche. Diese kompliziertere sin-
guldre Situation kann aber durch einmaliges Aufblasen in der singuliren
Punkten wieder in den einfachen regularen Fall uberfihrt werden. Mit
dieser Regularisierung, die wir in Abschnitt 1.2 behandeln, kénnen wir
in Abschnitt 1.3 die Formeln fur die charakteristischen Zahlen auf den

(regularisierten) singuldren Fall uUbertragen.

Als Standardbeispiele zur Illustration der Formeln betrachten wir zum

einen den Fall, daR die Basisfliche die projektive Ebene ist und alle
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Verzweigungskurven projektive Geraden sind (,Geradenkonfiguration”),
und zum anderen den Fall, daR die Basis eine abelsche Fliche ist und
der Verzweigungsort aus elliptischen Kurven besteht (,elliptische Kon-
figuration"). In Abschnitt 1.4 diskutieren wir zwei Beispiele von Uber-
lagerungen mit elliptischer Verzweigungskonfiguration, deren besonde-
res Interesse darin liegt, daR wir in beiden Fillen Ballquotienten als
(regularisierte) Uberlagerungsflichen erhalten. Fdr Geradenkonfigura-
tionen zeigen wir in Abschnitt 1.5, daR stets die ,KUMMERsche Uberla-
gerung" existiert, die algebraisch durch Wurzelziehen aus den Geraden-

gleichungen beschrieben wird.

1.1 REGULAR KONSTANT VERZWEIGTE UBERLAGERUNGEN

A. Die regulidre Ausgangskonfiguration: Wir gehen von einer vorgegebe-

nen verzweigten [Uberlagerung x : X + S von algebraischen Flichen aus
(d.h. X und S sind glatte kompakte komplex-algebraische Fliachen und
n 1ist eine surjektive holomorphe Abbildung mit endlichen Fasern). Der
Verzweigungsort in S 1ist eine Kurve L, von der wir voraussetzen,
daR sie einfache normale Uberkreuzungen hat, d.h. daR die irreduziblen
Komponenten Lj (g =1,...,k) glatte Kurven sind, die sich in all-
gemeiner Lage schneiden. Damit treten als Singularititen nur gewdhn-
liche Doppelpunkte auf, wobei die beiden lokalen Zweige stets zu ver-

schiedenen globalen irreduziblen Komponenten gehdéren sollen.

B. Das Verzweigungsverhalten: Wir setzen voraus, daB sich das Verzwei-
gungsverhalten wie folgt beschreiben laRt: Zu jedem Punkt p € L und
zu jedem Urbildpunkt q € 1_1(p) gibt es lokale komplexe Koordinaten-
systeme (u,v) fir S und (x,y) fair X mit folgender Eigenschaft:
Ist p ein reguldrer Punkt von L, so gilt L = (u=0) bei p und

#H(L) = (x=0) bei q sowie (u,v) = x(x,y) = (x%,y); ist p ein

Doppelpunkt von L, so gilt L = (uv=0) bei p und n_l(L) = (xy=0)
LS

bei q sowie (u,v) = x(x,y) = (x Liangs jeder Komponente liegt

also lokal n -fache zyklische Verzweigung - unabhiangig von den ande-
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ren Komponenten - vor. Eine verzweigte Uberlagerung « , die diese
Voraussetzungen erfillt, mnennen wir langs der Verzweigungskonfigura-
tion L regulir mit konstanter (lokaler) Verzweigungsordnung n ver-

zweigt (oder kurz reguldr konstant n -fach verzweigt).

Es sei angemerkt, daR diese lokale Beschreibung bis auf die geforderte
Gleichheit der Exponenten (d.h. der lokalen Verzweigungsordnungen n )
langs aller Komponenten der Verzweigungskurve bereits aus der Voraus-
setzung folgt, daR die Flachen X und S glatt (d.h. singularitiaten-
frei) sind (s. C.1.4). Wemn = eine GALOIS-Uberlagerung ist (d.h.

wenn die Gruppe der Decktransformationen transitiv auf den Fasern ope-
riert), so brauchen wir die lokale Beschreibung oben nur fir jeweils

L

einen Urbildpuﬁkt q € # (p) eines Verzweigungspunktes p nachzu-

prifen.

C. Folgerungen: Aus der lokalen Beschreibung ergibt sich sofort, daR
die (reduzierte) Urbildkurve ﬂ_l(L) in X ebenfalls normale Uber-
kreuzungen hat; uber den regularen Punkten von L liegen die regu-
liren Punkte von x_l(L) , und dort hingen jeweils lokal n Blatter
der Uberlagerung = zusammen; tiber Doppelpunkten von L liegen nur

Doppelpunkte der Urbildkurve, und in jedem hingen lokal n? Blatter
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zusammen. Wenn wir =« auf die Verzweigungskonfiguration beschréanken,
so liegen die reguliren Punkte von x—l(L) unverzweigt Uber den regu-
liaren Punkten von L , wihrend in einem Doppelpunkt auf jeder der bei-

den Komponenten lokal n -fache Verzweigung vorliegt.

Wenn wir mit N := Grad n den globalen Uberlagerungsgrad (also die
Blatterzahl) bezeichnen, so erhalten wir als Anzahl der Urbildpunkte

eines Punktes p € S offenbar

N, falls p mnicht in L liegt;
e(1) }n—l(p)| = N/n, falls p ein regulidrer Punkt von L ist;
N/nz, falls p ein Doppelpunkt von L ist.

Da lings der beiden lokalen Zweige der Kurve L durch einen Doppel-
punkt die Verzweigungen unabhidngig voneinander sind und da weiter nach
der Voraussetzung an L diese lokalen Zweige auch global zu verschie-
denen irreduziblen Komponenten Lj gehéren, sind die Urbildkurven
ij I r_l(Lj) stets glatt. Sie bestehen im allgemeinen aus mehreren
(disjunkten) Komponenten, die in dem fir uns besonders wichtigen Fall
einer GALOIS-Uberlagerung durch die Decktransformationen transitiv

permutiert werden.

Fir eine gegebene regular konstant n -fach verzweigte Uberlagerung
x# : X+ S wollen wir nun Beziehungen zwischen den CHERNschen Zahlen

cy = e und cf

= K? der beiden Flichen untersuchen und insbesondere
Formeln angeben, mit denen wir charakteristische Daten fur die Uber-
lagerungsfliache X durch Daten der Basisfldche S und der Verzwei-
gungskonfiguration L sowie durch den globalen und den lokalen Uber-

lagerungsgrad N wund n ausdricken.

D. Berechnung der EULER-Zahl: Wegen der bekannten Additivitidtseigen-
schaft der EULER-Zahl e gilt auch in unserem zweidimensionalen Fall
eine Formel vom HURWITZ-Typ: Da sich e bei unverzweigten Uberlage-

rungen mit der Blatterzahl multipliziert, erhalten wir zunichst
e(X) = N-e(S\L) + (N/n)-e(L\ Sing L) + (N/n2)-e(Sing L)

Auf die rechte Seite kénnen wir nochmals die Additivitit anwenden: Mit
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den Bezeichnungen L fir das singularititenfreie Modell (die Normali-
sierung) der Kurve L und t, = |Sing L| fur die Anzahl der Doppel-
punkte gilt e(L) = e(l) - ty und daher ergibt sich durch Umformung

“der Ausdruck
(@?/M)-e(X) =-n2-(e(s) —e(D) +ty) + n-(e(@) —2t,) + t, .

Da die irreduziblen Komponenten Lj von L mnach Voraussetzung glatt
sind, ist L die disjunkte Vereinigung der Lj , und wir erhalten die
Darstellung als quadratisches Polynom

k
«2) @?/M-e® = n?-(e(S) - L ey + ©p)
j=
k
+ n-( ) e(LJ.) - 2t2) +t,

j=1

E. Kanonische Divisoren: Wir bezeichnen mit KS bzw. KX wie Ublich
die kanonischen Divisoren(-klassen) der Basisfliche S bzw. der Uber-

lagerungsfliache X. Zwischen diesen besteht nach A.1(1) die Beziehung

*
Kx = KS + J" ,
wobei e den JACOBI-Divisor der Abbildung =, d.h. den Nullstellen-
divisor der (von S nach X angehobenen) lokalen holomorphen 2-Formen

n*(du/\dv) bezeichnet. Aus der lokalen Beschreibung erhalten wir die

Darstellungen

*(3) J. = (n-1)-x Ly ,
i - n-n-l(L)

in Pic(X) , wobeli wir die reduzierten Kurven L bzw. n_l(L) als
Divisoren auffassen. Damit koénnen wir J,’r in der Form w*((n—l)/n)-L
schreiben, in der der rationale Divisor durch das Anheben ganzzahlige

Koeffizienten erhilt, und wir erhalten so die Formel

o(4) . Kx - n*(KS + 1;E-]z-L)

F. Berechnung der Selbstschnittzahl eines kanonischen Divisors: Aus

der Darstellung (4) von Kx 148t sich K% wie gewitinscht durch Daten

in S ausdricken. Dazu benutzen wir, daR sich die Schnittzahl zweier



18 1. Konstant verzweigte Uberlagerungen

Divisoren beim Anheben mit dem Abbildungsgrad multipliziert (vgl. dazu
A.1(2)). Daher gilt die Formel

aus der sich das folgende quadratische Polynom in n (analog zu (2))

ergibt:
o(5) (?/m) k2 - n2(1<5+1,)2 ~ 2n(Rg+1L)-L + 12

Auf die glatten Komponenten Lj des Verzweigungsorts L = ZLj in S

(als Divisor aufgefaRt) konnen wir die Adjunktionsformel

2
Ko L, + LY + L. = 0

*(6) 'Ly + L§ + e(Lp)

anwenden (vgl. [B-P-VdV: II.11,p.68]); durch Summation folgt daraus die

Version

KoL+ 12+ ey = 2t

S 2
die ganz allgemein fir eine beliebige Kurve L mit Doppelpunkten gilt.
Damit kénnen wir die Formel (5) so umformen, daR die Terme L2 entfal -

len; wir erhalten dann das quadratische Polynom

o) (¥ k2 - n? (k2 + kgL - e(D) + 2t
+ 2n-(e(L) - 2t,) + 2t, - Kg'L- e(l)

Wir merken hier an, daR die Koeffizienten e(S\L) bzw. (KS+L)2 der
quadratischen Terme in den Polynomen (2) bzw. (5) genau die logarith-
mischen CHERNschen Zahlen 32 bzw. Ef der offenen Flache S\L bzw.
des Paares (S,L) sind (siehe Anhang A.2,C).

G. Die Proportionalitédtsabweichung: Wir haben schon in der Einfihrung
angekiindigt, daR wir versuchen wollen, von bekannten Flichen ausgehend
durch Konstruktion von Uberlagerungen mit einfachem Verzweigungsverhal-
ten zu interessanten Beispielen fir Flachen vom allgemeinen Typ zu ge-
langen. Dabei ist es eines unserer wesentlichen Ziele, solche Flichen

zu erhalten, deren CHERNsche Zahlen der Proportionalititsbedingung

*(8) c]_2 = 3c, (oder K2 - 3e )
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genligen, denn eine derartige Fliche ist ein (glatter kompakter) Ball-
quotient (vgl. Absatz G in der Einfihrung und Anhang B.2,F). Wir haben

daher fiur eine glatte Fliache Y die Proportionalititsabweichung

°(9) Prop(Y) := 3e(Y) - K2 = 3c, - ¢

eingefihrt, mit der wir den Proportionalfall (8) gerade durch die Ver-
schwindungsbedingung Prop(Y) = 0 charakterisieren. Aus den oben her-
geleiteten quadratischen Polynomen (2) fir e(X) und (7) fur K§ er-
halten wir sofort das quadratische Polynom

«(10)  (n%/N)-Prop(X) = n®.(Prop(s) - Kg-L — 2e(L) + t,)

+ n-(e(l) - 2t)) + oty + KoL+ e(l)

S

Wir koénnen die Proportionalitdtsabweichung natirlich auch mit Hilfe
der Invarianten sign = (c% - 2c2)/3 und x = (c% + c2)/12 (s. Anhang
A.1,C-D) ausdriicken: es gilt

Prop = e - 3-sign
= 4-(e - 3
- 49 - K%
= 4.-(x — sign)
Wir werden jedoch nur die Darstellung mit CHERNschen Zahlen benutzen.
Fir zwei wichtige Standard-Beispielklassen geben wir jetzt die quadra-

tischen Polynome far e, k? und Prop explizit an.

H. Beispiel (i): Geradenkonfigurationen in der projektiven Ebene: Es
sei S die projektive Ebene P, und L eine Konfiguration von Geraden
Ll""’ L, in allgemeiner Lage. Fir eine langs L regulir konstant
n-fach verzweigte Uberlagerungsflache X gilt dann:

o(11) (n/N) -e(X) - ((k=2)(k=3)/2)-n% - k(k-3)n + k(k-1)/2,
(m?/m) k% - (n(k-3)-k)2,
(HZ/N) ‘Prop(X) = (k(k-3)/2)- (0-1)2-

Dies folgt aus (2,7,10) mit den bekannten Werten e(S) = 3, Kg =9
also Prop(S) = 0, sowie KS-Lj = =3 und e(Lj) = 2 und mit der kom-
binatorischen Formel ty = k(k-1)/2 (vgl. 2.1(1)). Wir werden in Ab-
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schnitt 1.5 zeigen, daR fir k = 3 zu jedem n = 2 eine solche Uber-

lagerung vom Grad N = nk1

existiert.

I. Beispiel (ii1): Elliptische Konfigurationen in abelschen Flichen:
Jetzt sei S eine abelsche Fliche (d.h. ein zweidimensionaler komplexer
Torus, der projektiv-algebraisch ist, z.B. das kartesische Produkt von
zwei elliptischen Kurven), und weiter seien alle Komponenten Lj der
Verzweigungskonfiguration L glatte elliptische Kurven (also eindimen-
sionale Tori). In diesem Fall werden unsere Formeln besonders einfach:

Da das Tangentialbindel eines Torus trivial ist, gilt e(S) = e(L;) =0

3
und K¢ - 0 , und wir erhalten
*(12) 2/ e(® = gy (D)2,
(n?/N) -RZ - 2t, (»-1)2,
(n?/N) -Prop(X) = t,-(n-1)2.

In beiden Fillen gilt also fuar die Uberlagerungsfliache X die strikte
Ungleichung K2 < 3e (sogar K2 < 2e ), sobald k > 4 bei (i) bzw.
t2 > 0 bei (ii) (und natirlich stets n = 2 ) erfillt ist.

J. Die charakteristischen Zahlen fiir die Verzweigungskurven: Nach der
Diskussion der Flicheninvarianten wollen wir noch die charakteristi-
schen Zahlen e(C) (EULER-Zahl) und 02 (Selbstschnittzahl) fir die
Bild- und Urbildkurven des Verzweigungsortes in Beziehung zueinander
setzen. Dazu bezeichnen wir wieder die reduzierte volle Urbildkurve
einer Komponente Lj von L mit
= -1
L. : .
] J
Wie erwdhnt, ist die Einschrankung n: ij — L.j eine (N/n)-blattrige
verzweigte Uberlagerung, die genau iber den Schnittpunkten von Lj mit
den anderen Konfigurationsgeraden n-fach verzweigt ist. Die EULER-Zahl
ergibt sich daher nach der HURWITZ-Formel (Additivititseigenschaft!) zu
£y = . --1 -
*(13) e(Lj) (N/n) (e(Lj) (1 n)'j,z)
2
= (N/n°)-(n-e(L,) - (n-1)- ,
/0%y - (n-e(Ly) = (=1) 74 )

wobedi rj 2 die Anzahl der Doppelpunkte auf Lj bezeichnet. Aus der



1.1 Regulare Verzweigung 21

Darstellung n*Lj = n-fj (vgl. (3)) folgt fiir die Selbstschnittzahl
mit A.1(2) die Formel

o(14) (ij)’- - (N/nz)-LJ.z.

K. Die relative Proportionalititsabweichung: Wir haben in Absatz G mit
Hilfe der ,globalen" Proportionalitéitsabweichung Prop = 3e - K% die
notwendige Bedingung Prop = 0 fir Ballquotienten ausgedriickt. Aus dem
relativen Proportionalitidtssatz fir Kurven in Ballquotienten erhalten
wir weitere notwendige Bedingungen, die wir auf die Verzweigungskurven
einer GALOIS-Uberlagerung anwenden koénnen (vgl. Absatz K der Einfihrung
und Anhang B.1,I): Fidr eine glatte Kurve F in einer kompakten Ball-
quotientenfliche Y , die unter einem (nichttrivialen) Automorphismus

von Y punktweise fest bleibt, gilt die Proportionalitit
e(F) = 2F2 .

Definieren wir daher die relative Proportionalititsabweichung fiur eine

glatte Kurve C 1in der kompakten Flache Y durch

s (15) prop C = ZC2 - e(C)
- 3¢? 4+ Ky-C
- ~2KY-C - 3e(C) ,

so wird damit die Aussage des relativen Proportionalitidtssatzes durch
prop(F) = 0 ausgedrickt. Nun werden die Komponenten der Urbildkurven
fﬁ der Verzweigungskurven Lj einer konstant verzweigten GALOIS-
Uberlagerung X - S unter den Decktransformationen transitiv inein-
ander Gberfiohrt, und weiter bleibt jede Komponente unter einer geeig-
neten nichttrivialen Decktransformation punktweise fest. Somit ergibt
sich eine notwendige Bedingung dafir, daR X eine Ballquotientenfliche
ist: Fir alle j = 1,...,k gilt

rop L, =0
prop j

Mit den eben hergeleiteten Formeln (13,14) fur die charakteristischen
Zahlen (EULER- und Selbstschnittzahl) erhalten wir fur die relative

Proportionalititsabweichung den Ausdruck
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*(16) prop L

(N/nz)-(zLJ? - nee(Ly) + (1)ory o)

(/n?) - (prop Ly = (n-1)-(e(Ly) =7y )

L. Beispiele: Fir unsere beiden Standardbeispiele von oben (Absidtze H
und I) ergeben sich explizit folgende Werte fir die charakteristischen

Zahlen und die Proportionalitidtsabweichung:

(i) Regulidre Geradenkonfigurationen in der projektiven Ebene:

«(17) e@p - ~(§/n2) - ((n-1) (k=3) - 2),
(i5)2 - N/mZ,
prop L; - (N/n?) - (n-1) - (k-3) ;

(ii) Regulire elliptische Kurvenkonfigurationen auf abelschen Flichen:

*(18) e@p = ) (l)ery
T 42
@p 0,
T 2
prop Lj = (N/n )-(n—l)-rj’z.

In beiden Fallen gilt somit prop ij >0 , sobald k= 4 bei (i) bzw.
t2 > 0 bei (ii) (und natirlich n > 2 ) erfillt ist. Wir hatten oben
in Absatz I bereits gesehen, daR dann die globale Proportionalitidtsab-
weichung Prop X ebenfalls strikt positiv ist.

1.2 SINGULAR KONSTANT VERZWEIGTE BERLAGERUNGEN UND REGULARISIERUNG

Im ersten Abschnitt (1.1, H, I) haben wir reguldre Geradenkonfiguratio-
nen in der projektiven Ebene und ,elliptische" Kurvenkonfigurationen

auf abelschen Flichen als Standardbeispiele betrachtet und haben dabei
aus den Formeln gefolgert, daR eine reguldr verzweigte echte Uberlage-
rung nur eine Fliche mit c% < 2c2 sein kann. In beiden Fillen kénmen
wir aber dadurch in den interessanteren Bereich c% > 2c2 kommen, daR
wir eine etwas kompliziertere Situation betrachten: Wir lassen zu, daf

die Verzweigungskurve L und die Uberlagerungsflache X ,gutartige" Sin-
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gularitidten haben, deren Auflésung uns wieder in den oben betrachteten

regularen Fall zurickfihrt. Dieser gednderte Ansatz liefert uns dann

eine recht einfache Methode, aus den Ergebnissen des Abschnittes 1.1

die Formeln tber Geradenkonfigurationen in der projektiven Ebene und

verzweigte Uberlagerungen abzuleiten, die in dem Artikel von HIRZEBRUCH
[1983:§§2,3] angegeben sind.

A. Die singuldre Ausgangskonfiguration: Wir gehen wieder von einer vor-
gegebenen verzweigten Uberlagerung « : X - S mit einer glatten Basis-
fliche S aus, wobei aber die Verzweigungskurve L 1in S gewdhnliche
Mehrfachpunkte (mit beliebigen Vielfachheiten r = 2 ) und die Uberla-
gerungsfldache X dazu passend gewisse normale Singularititen (s. C,D)
haben kann. Wir setzen also voraus, daf die irreduziblen Komponenten
Lj (j=1,..,k) von L weiterhin glatt sind, aber neben den gewdhn-
lichen Doppelpunkten der regularen Situation lassen wir jetzt auch zu,

daR ,singuldre Schnittpunkte” auftreten, d.h. solche Punkte P, in

denen sich r, = 3 glatte Zweige mit getrennten Tangenten schneiden.

P, =P : singuldrer
Schnittpunkt,
r,=r Zweige

(hier r = 4)

Uber den einfachen Punkten und tber den Doppelpunkten soll das lokale
Verzweigungsverhalten so sein, wie wir es eben (in 1.1,B) beschrieben
haben (d.h. reguldr konstant n -fach verzweigt); insbesondere liegen

dort keine Singularitaten der Uberlagerungsflache.

B. Verzweigungsverhalten in den singuldren Schnittpunkten: Ist p = P,
ein r -facher Punkt von L mit r = r, = 3 und ist q ein Urbild-

punkt, so soll - analog zur Situation bei Doppelpunkten - lokal bei p



24 1. Konstant verzweigte Uberlagerungen

und bei q tber jedem der r glatten Zweige von L durch p stets
n -fache zyklische Verzweigung vorliegen, und zwar, wie anschliefend
prazisiert wird, jeweils ,unabhdngig" von den anderen Zweigen. Daraus

ergibt sich dann sofort, daR q ein normaler singuldrer Punkt ist.

\

C. Algebraische Beschreibung: Die Zweige von L in p sind in loka-
len Koordinaten (u,v) durch holomorphe Gleichungen f1 - 0,...,fr = 0
gegeben, deren lineare Anteile 21,...,£r paarweise linear unabhingig
sind, weil p ein gewdhnlicher r-facher Punkt ist. Wir kémmen nun das
geforderte Verzweigungsverhalten algebraisch so beschreiben, daR der

analytische lokale Ring O also dem

X,q S,p°
Ring C€{u,v)} der konvergenten Potenzreihen in (u,v) , durch Adjunk-

aus dem lokalen Ring O

tion der n-ten Wurzeln

o(1) Ox,q = %,p VE + .- VED

entsteht. Ubrigens gilt diese Beschreibung als endliche ,KUMMERsche"
Ringerweiterung auch im Fall r < 2 ; sie zeigt dann algebraisch, daf
dber allen einfachen Punkten und Doppelpunkten von L stets regulire
Punkte der Uberlagerungsflache X liegen: Wir kénnen das Koordinaten-
system (u,v) bei p (unten) so wdhlen, daR u = f1 sowie v = f2
(falls r = 2 ) gilt. Dann sind x = V?I und y=v (fir r=1)
bzw. y = Vfg (fir r = 2 ) Ortsuniformisierende in q (oben), und
oX,q ist der reguldre lokale Ring €{(x,y} . Dagegen ist fir r = 3
(und natirlich n > 2 ) der lokale Ring OX,q nicht regular!
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D. Geometrische Realisierung: Zu dieser endlichen Ringerweiterung ge-
hért eine endliche holomorphe Abbildung =« : (V,0) -+ (U,0) von einer

normalen Fldchensingularitit (V,0) in ¢* auf eine offene Nullumge-

bung U in Cz, so daB die Beschrankungen der Koordinatenfunktionen
Zyseeey 2 auf die Fliche V den Relationen
n <
. = f.o =1,..,r
Z; i @ )

gentigen: Wir koénnen wieder die Koordinaten so widhlen, daf fl = 21 =u
und f2 - £2 = v gilt, wund erhalten damit das System von r-2 holo-

morphen Gleichungen
(2) z? = fj(zfll,zfz‘) , j=3,...,r.

Durch dieses Gleichungssystem wird in einer Umgebung des Nullpunktes
im Zahlenraum ¢ die komplexe Fliche V mit einer isolierten Singu-
laritat in O definiert. Weil die Anzahl der Gleichungen mit der Ko-
dimension von V in ¥ Ubereinstimmt, ist (V,0) ein vollstindiger
Durchschnitt; somit ist die Singularitidt O in V normal, da sie in

V die Kodimension 2 hat (siehe etwa KAUP-KAUP [Ka-Ka: 74.3,p.315]).

Die lokale holomorphe Abbildung
*(3) n: (V,0) » (U,0) ; (z,...,z.) ~+ (2],23) = (u,V)

hat dann das gewlnschte Verzweigungsverhalten. Wir fordern nun, dal
dieses Modell die verzweigte Uberlagerung « : X -+ S lokal (bezig-

lich p und q ) beschreibt, d.h. daR es ein kommutatives Diagramm

(X,q) ————— (V,0)

.| | =

(von komplexen Raumkeimen und holomorphen Abbildungen) gibt, in dem

die horizontalen Pfeile biholomorph sind.

r

Der lokale Uberlagerungsgrad von x bei q ist n' ; in dem singula-

ren Punkt q hingen n' lokale Blitter zusammen. Bezeichnet wieder
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N := Grad # den globalen Uberlagerungsgrad, so liegen tGber p also
%) i= )| = N/mT
singulare Urbildpunkte.

Wie in dem vorhin betrachteten regulidren Fall folgt aus unserer Voraus-
setzung Gber das Schnittverhalten, daR alle Komponenten der Urbildkurve
n'l(L) glatt sind.

E. Regularisierung: Unser eigentliches Ziel ist nicht die Untersuchung
der singularen Uberlagerungsflachen, sondern ihrer singularititenfreien
Modelle. Dazu kénnen wir die im ersten Abschnitt entwickelten Methoden
benutzen, denn wir kénnen die gesamte singulare Uberlagerung in die
vorher beschriebene reguldre Form transformieren: Indem wir unten in
den stérenden singuliren Schnittpunkten p, von L (d.h. mit Viel-
fachheit r, =z 3 ) und oben in den zugehérigen singuldren Urbildpunkten

aufblasen, erhalten wir ein kommutatives Diagramm

(singular) X —I— % (glatt)
x 1 l x (regular)
*(5) A
s —2— §
9 V)
(singular) L L (regular)

Wir diskutieren nun diese beiden Regularisierungsschritte.

F. Beseitigung der singuliren Schnittpunkte: Durch Aufblasen von §
in allen singularen Schnittpunkten P, erhalten wir eine glatte alge-

braische Flache § mit einer holomorphen Abbildung o: 8§ »S. Das
reduzierte volle Urbild (totale Transformierte) L= a'l(L) des
Verzweigungsortes in § 1ist eine Kurvenkonfiguration, die nur noch
einfache normale Uberkreuzungen, also keine singularen Schnittpunkte,
aufweist: Durch das Aufblasen in einem r, -fachen Punkt P, werden
die lokalen Zweige von L durch p, getrennt und zZu r =1 disjunk-
ten glatten Kurvenstiicken auseinandergezogen. So erhalten wir aus L

die strikte oder eigentliche Transformierte L' := U L{, die nur noch

3
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normale ﬁberkreuzungen ( in den ,alten™ Doppelpunkten von L) hat,
wihrend die durch das Aufblasen getrennten lokalen Zweige die fur P,

eingesetzte rationale Ausnahmekurve E, transversal schneiden.

N
\

r, -facher Punkt r, gewohnliche Doppelpunkte
(hier r, - 4)

Wir konnen das reduzierte volle Urbild L = L’ UE (mit E := UEU)
als Divisor Zlﬁ + ZEV auffassen, wobei alle Kurven mit Vielfachheit
1 gezahlt werden. In dem nach § angehobenen Divisor o*L hat dagegen

Ev die Vielfachheit r, ., d.h. es gilt

* ’
*(6) oL = L' + g ryEV.

G. Aufldsung der Singularitdten der {lberlagerungsfliche: Wir haben oben
diskutiert, wie die Singularitat von X in einem Urbildpunkt q dber
dem singuliren Schnittpunkt p von L (mit Vielfachheit r = 3 ) als
komplexer Flachenkeim (V,0) in ct geometrisch realisiert wird. An-
hand dieser Darstellung ist nun leicht zu sehen, daR diese Singularitit
durch einmaliges Aufblasen des umgebenden Raumes € im Nullpunkt auf-
gelést wird. Geometrisch bedeutet dieser Prozess, daR wir anstelle des
Punktes 0 e Vc ¢f (bzw. q € X ) die projektive Basiskurve F des

affinen Tangentialkegels in V (bzw. X) einsetzen. Diese Kurve ist
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in Pr—l (mit den homogenen Koordinaten (zlzzzz...:zr) )} durch das

System der r-2 homogenen Gleichungen n-ten Grades

n _ n ny . -
o(7) zj 2j(z1,22) | 3,..,r
gegeben (Initialformen, d.h. homogene Bestandteile kleinsten Grades,
des Systems (2)), und dieses kann Aquivalent zu einem Gleichungssystem
der Form

I
jzl aijz? =0, i=1,..,r-2 ,  mit a4 » 0

umgeformt werden, wobei die Matrix (aij) den Rang r-2 hat. Damit
haben wir die Kurve F als glatten vollstindigen Durchschnitt von r-2
(verallgemeinerten) FERMAT-Hyperflachen vom Grad n in P __, darge-
stellt, die den Grad nf—2 hat; insbesondere folgt daraus, daB F in
der entstehenden glatten Fliche ¥ (bzw. X ) die Selbstschnittzahl
F2 = -n¥2 hat.

H. Verzweigungsverhalten nach der Regularisierung: Aus der lokalen Be-
schreibung (3) der singularen Uberlagerung folgt nun, daR wir die Ein-
schriankung =«: V\O - U\O kanonisch zu einer endlichen holomorphen Ab-
bildung x (6,F) -+ (ﬁ,E) zwischen den im Nullpunkt aufgeblasenen
Flachen(-keimen) fortsetzen kénnen und daf x langs der ,lokalen" Ver-
zweigungskonfiguration Lnd regular konstant n -fach verzweigt ist.
Wir kdnnen diese ,lokale Regularisierung®" mit dem kommutativen Diagramm

von Flachenkeimen

(X,q) ~—=—— (V,0) r B3 X,F)

l singular l l regulér l

(s,p) (U,0) g (0,E) §,F)

beschreiben, wobei die mittleren horizontalen Pfeile die Aufblaseabbil-

dungen sind.

Aus der lokalen Beschreibung (2,3) folgt noch, daR dber jedem der r

lokalen Zweige (fj-O) von L durch p jeweils genau a2 glatte

Kurvenzweige der Urbildkurve n'l(L) durch den singuliren Punkt q
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liegen. Diese Zweige haben paarweise verschiedene Tangentenrichtungen;
sie werden daher durch das Aufblasen getrennt und zu je nr—2 glatten
disjunkten Kurvenstiicken auseinandergezogen, welche dann die oben ein-

gésetzte Kurve F transversal schneiden.

1.3 CHER N SCHE ZAHLEN UND PROPORTIONALITATSABWEICHUNG

Wir haben in Abschnitt 1.1 die sehr einfache Situation einer regulir
konstant verzweigten Uberlagerung betrachtet und Formeln hergeleitet,
um die CHERNschen Zahlen c, = e und cf - k2
litatsabweichung Prop = 3e — KZ der Uberlagerungsflache durch Inva-

sowie die Proportiona-

rianten der Basisflache und der Verzweigungskonfiguration auszudriicken
(siehe 1.1(2,7,10)). Nachdem wir durch die eben beschriebene Regulari-
sierung den kompliziérteren singulidren Fall in diese einfache Situation
transformiert haben, kénnen wir nun diese elementaren Formeln auf die
regularisierte Uberlagerungsfliche anwenden; wir missen dazu nur noch
die erforderlichen Daten der regularisierten Verzweigungskonfiguration

mit den Daten der singuldren Ausgangskonfiguration ausdriicken.

A. Konfigurationsdaten nach der Regularisierung: Wir bezeichnen mit

o (1) tr - tr(L) = |{pel; r =1} (r=z=2)

P

die Anzahl der r-fachen Punkte der singuliren Verzweigungskonfigura-
tion L; zur Vereinfachung fihren wir noch die (gewichteten) Summen

*(2) fo 1= rZZ t . f1 i rz2 r-t

r
ein, auf deren geometrische Bedeutung wir in Absatz 2.2,A kurz eingehen
werden. Damit ergibt sich fir die Anzahl s der singuldren Schnitt-
punkte der Ausdruck
s = Yyt = fi-t,,
23 T 0 2
und insgesamt erhalten wir die folgenden Formeln fiir die Daten der re-

gularisierten Konfiguration:
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°(3) (a) e(8) = e(8) + It - e(s) + £y -ty
®) e = e + 2r§3 £, - e + 2fyt,);
(c) tz(i) - ty(L) + r§3 ret, - fl - t,:
(d) Kg - K% -~ r)z:3 t, - Kg - £g + ty;

(e K L = kL + ¥ (r-Dre,

KoL+ £, - £, - ¢,.
=3 1 0 2

S S

Die Formeln (a) und (b) folgen wieder sofort aus der Additivitdt der
EULER-Zahl: Jede fir einen singularen Schnittpunkt P, eingesetzte
Ausnahmekurve E, hat die EULER-Zahl 2 und erhéht somit die EULER-
Zahl der Fliche um e(Ey)-e((pu)) = 1; die Normalisierung L’ von L
ist die disjunkte Vereinigung L U E der glatten Kurven Ij und der
(disjunkten) Ausnahmekurven E, . Auch (c) ist klar, da aus einem r, -
fachen Punkt p, genau r, gewdohnliche Doppelpunkte auf E, hervor-
gehen. Far (d) und (e) benutzen wir die Beziehungen

o(4) K, = oK +E (mit E := JE )
8

far den kanonischen Divisor der o-transformierten Basisflidche sowie

S *.
e(5) L - L'+E = aL_r}z:fi (rv—l)-Ev
far den Divisor der (reduzierten) transformierten Verzweigungskonfigu-
ration. (Da offenbar E der JACOBI-Divisor I der Aufblaseabbildung
o : S-S {ist, ergibt sich die Formel (4) aus A.1(1l), und (5) folgt
unmittelbar aus 1.2(6).) Damit erhalten wir (d) und (e) durch Ausmul-
tiplizieren, wenn wir noch folgendes bericksichtigen: Far die einge-
setzten Ausnahmekurven gilt EE - -1 sowie Ey-EF =0 far v = pu,
und fur alle von S nach § angehobenen Divisoren gilt a*D-EV -0
sowie a*D1~a*D2 =~ D;'D, (die Schnittzahl Andert sich nach A.1(2) beim
Anheben nicht, da ¢ eine Abbildung vom Grad 1 ist).

Die Sonderrolle, die die Zahl t, der Doppelpunkte in diesen Formeln
spielt, erkldrt sich daraus, daR Doppelpunkte bei der Regularisierung

nicht aufgeblasen werden.
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B. CHERNsche Zahlen und Proportionalitédtsabweichung der regularisierten
Uberlagerungsfliche: Wie angekiindigt, kénnen wir nun die Formeln (2,7,
10) aus 1.1 auf die regularisierte Uberlagerung anwenden; wir erhalten

f&lgende quadratische Polynome (in der lokalen Verzweigungsordnung n):

«6) (n¥/M-e®) n?-(e(s) - e(@) + £ - £0)

+ ne(e(L) - 2(f;) - £5)) + £ - ¢, ;

(nz/N)-K§ n?. (k2 + KL - e(@) + 3£, — 4£,)

+ 2n-(e(L) - 2(f) - £4))

- KS-L - e(L) + fl - f0 + t2

(n?/N) - Prop (X)

nZ. (Prop(s) - 2e(l) - Kg'L + £4)
+ n-(e(l) - 208, - £4))

+ Kg'L+ e(L) + 2f1 + fo - Atz .

Wir illustrieren die Formeln anhand der beiden Standardbeispiele, die

wir bereits in der reguliaren Situation betrachtet haben.

C. Beispiel (i1): Geradenkonfigurationen in der projektiven Ebene: Es

sei wieder S die projektive Ebene P, und L eine Konfiguration von
(paarweise verschiedenen) projektiven Geraden L1 by Lk (mit belie-

bigem Schnittverhalten). Mit den eben eingefihrten Bezeichnungen gilt

o(7)  (m2m)y-e® - n2(3 -2k + £, - £4)
+ 2n(k -~ f1 + fo) + f1 - t2 R
(n?/N) -K2 - n%(9 - 5k + 3f, - 4fy)
%
+ 4n(k - f1 + fo) + k + f1 - fo +t,
(/) -Prop(®) = o?(fy - k) + 2n(k - £, + £4)

+ 2f1+f0—k—4t2.
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Wir notieren noch, daf in diesem Beispiel die Klasse des kanonischen
Divisors in X die Darstellung K = ;*(K') hat, wobei K' die ratio-
nale Divisorenklasse

K' 1= (k-3-k/n)-a’H + Y (2-t, + (r,-1)/n)-E,

in 2@2 und H die Hyperebenenschnittklasse in P, ist.

D. Beispiel (ii): Elliptische Konfigurationen in abelschen Fléachen:

Jetzt sei S eine abelsche Fliche und L eine Konfiguration von
glatten elliptischen Kurven Ll""’ Lk . In diesem Fall werden

die Formeln wieder recht einfach; explizit erhalten wir

o(8) m?/My-e® = n¥(f;-fy) - 2(f - £ + £ - t,

2
(n-1) (fl—fo) + fo—t2 ,

(n?/Ny -k2 - n2(3f, - 4£,) - 4n(f, - £,)
2 1 0 1~ %o
+ f1 - f0 + t2 s
2 5 2
(n“/N)-Prop X = n f0 - 2n(f1 - fo) + 2f1 + f0 - 4t2 .

Fir beide Beispielklassen werden wir (in 1.4 bzw 3.1) spezielle Konfi-
gurationen finden, bel denen zu einer geeignet gewahlten lokalen Ver-
zweigungsordnung n > 2 Uberlagerungen existieren, die der Bedingung
Prop = 0 mit K2 = 3e > 9 gentigen; nach A.1,Q sind diese Flachen

dann vom allgemeinen Typ und somit Ballquotienten.

E. Die charakteristischen Zahlen der Verzweigungskurven: Genau wie im
regularen Fall (vgl. 1.1,J-K) wollen wir die charakteristischen Zahlen

e(C) und C2 (EULER- und Selbstschnittzahl) sowie die relative Pro-
portionalitidtsabweichung prop C = 2-02 — e(C) (Absatz 1.1,H) far
die Bild- und Urbildkurven des Verzweigungsortes einer konstant ver-

zweigten Uberlagerung noch in Beziehung zueinander setzen.

Wir betrachten die rationale Ausnahmekurve Ev - a_l(pu), die wir beim
Aufblasen fir einen r = r, -fachen Punkt eingesetzt haben, mit ihrem
vollen Urbild Eu i= A“I(EV). Dieses besteht aus genau N/n® glatten

disjunkten Komponenten, die als Auflésungskurven der singuliren Urbild-
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punkte uber P, entstehen (vgl. 1.2(4)); alle diese Komponenten sind
daher zu der in 1.2,G beschriebenen Kurve F isomorph. Aus den charak-

teristischen Zahlen

«(9) e(F) =~ n'2(n(2-r)+r) ,
F2 - —nf2

’

prop F = nf2.((x-2)(n-1) - &)

ergeben sich fir das volle Urbild Ey sofort die Werte

*(10) e(E) = M/n®)-(m2-r)+r) ,
EHN? = -Nm?,
prop E, = (/n?)-((x-2)(n-1) - 4)

(Diese Formeln sind dbrigens auch fiir r = 2 richtig, aber in unserer

Situation ist das Aufblasen in Doppelpunkten tberflissig.)

Fir die vollen Urbildkurven fj i= ;—1(1ﬁ) der (strikten Transformier-
ten der) Konfigurationskurven ergibt sich

T = . — __l ', ’
*(11) e(Lj) = (N/n) [e(Lj) (1 n)(aj + ) Li-L]

J
J#l
- (N/n2>~(n-e(Lj> - (@)

»2 - (N/nz)-(L§ - = <N/n2)-<15>2 ,

prop L, = (N/n2)-(2L§ - 25 ~ne(ly) + (a-1):75)

- (/n?)- (prop Ly + (1)< (r5 = e(Ly) - 204]

aus den Formeln 1.1(13,14), wobel wir mit aj die Anzahl der singula-

ren Schnittpunkte und fj -0, + 71, die Gesamtzahl aller Schnitt-

R j.2
punkte auf Lj bezeichnen.

Fir unsere beiden Standardbeispiele von oben geben wir die Werte noch

explizit an.

Beispiel (i) (Geradenkonfigurationen in der projektiven Ebene):

*(12) e(@y —(N/nz)-<<n—1)<rj—2> -2 ;
(ij>2 —(N/n2>-(aj—1) ;

prop L; - <N/n2)-(<n-1>(rj—2) - 205) ;
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Beispiel (ii) (Elliptische Konfigurationen auf abelschen Flichen):

«(13) ey - —(N/nz)-(n—nrj ;
(ij>2 - —(N/nz)-aj ;
prop L; - (N/n?) - ((n-1)r § - 20

F. Die Proportionalititsbedingung fiir singulidre Schnittpunkte (Punkt-
Bedingung): Wenn die regularisierte Uberlagerungsfliche % ein Ball-

quotient ist, gilt fir jede Komponente des Verzweigungsdivisors ;_1(£)
die relative Proportionalitidt prop = 0 . Wenden wir diese Aussage auf
die Komponenten von EV , also auf die Kurve F (aus Absatz E) an, so
gilt demnach prop F =0 , d.h. e(F) = 2F2 . Wemnn wir nun die Werte
e(F) = nr_2(2n—(n—1)r) und F2 - —nr-2 aus (9) einsetzen, so ergibt

sich sofort die Beziehung
o (14) (n-1)(r-2) = 4

zwischen der Vielfachheit r eines singuliren Schnittpunktes und der

lokalen Verzweigungsordnung n , die nur genau in den drei Fillen

¢(15) r : 3 4 6

n

zutrifft. Damit haben wir eine notwendige Bedingung an n und 1, die

wPunktbedingung®, gefunden, die wir explizit formulieren wollen:

Es sei X » S eine singulire konstant n-fach verzweigte Uberlagerung
A

mit der zugehérigen Regularisierung -8

—
U e XD

Die regularisierte Fliche X kann nur dann ein Ballquotient sein, wenn
eine der drei folgenden Bedingungen (mit den Bezeichnungen t. far die
Anzahl der r-fachen Punkte (r22) und s ;= >3 tr
aller singuldren Schnittpunkte der Verzweigungskurve L in S) erfillt
ist:

fiir die Gesamtzahl
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¢ (16) t_ =0 far r =2, 3, d.h. s
0 fir r =2, 4, d.h. s
t_ =0 far r =2, 6, d.h. s

t3 >0, und n=5 ;

t
1

t, >0, und n=3 ;

t6 >0, und n =2 .

G. Die Proportionalitdtsbedingung fiir die Verzweigungskurven (Kurven-
bedingung): Die Proportionalititsbedingung prop ij==0 fir die vollen

Urbilder der Verzweigungskurven Lj ist nach (11) &Aquivalent zu
L. + (n~-1 ;—e(L.)) = 20, = 0 .
prop L, ¢ )(rJ e( J)) 5

Fir unsere beiden Standardbeispiele geben wir diese ,Kurvenbedingung"
in den drei Fillen, in denen die Punktbedingung (14) erfullt ist, noch

explizit an. Da jeweils prop I_.j =0 gilt, erhalten wir bei

Beispiel i) (Geradenmkonfigurationen in der projektiven Ebene):

n=5r=3: 2'j,2 + 53 T 4,
n=3 r=4: Tj,2 = 2,
n=2,1r==6: fj’z - Tj,6 + 2 ;

Beispiel ii) (elliptische Konfigurationen auf abelschen Flidchen):

n=5,r=3: 21.’2 + rj’3 = 0,
n=3, r=4: Tj,2 = 0,
n=2,r==6: Tj,2 - Tj,6

Damit kénnen wir sofort sehen, daf es keine singuldre Konfiguration von
elliptischen Kurven auf einer abelschen Fliche gibt, bei der fir n =5
die Punkt- und die Geradenbedingungen erfillt sind. Dagegen gibt es fir
die beiden anderen mdglichen lokalen Verzweigungsordnungen n = 3 bzw.
n=2 sogér Konfigurationen, =zu denen wir tatsichlich Ballquotienten
als verzweigte Uberlagerungen konstruieren kénnen; wir werden diese

Beispiele im folgenden Abschnitt 1.4 betrachten.

Far Geradenkonfigurationen auf der projektiven Ebene gibt es Beispiele
mit n =5 und mit n =3 : Wir werden in 3.1 zwei singuldre Konfigu-
rationen zu n = 5 und eine zu n = 3 angeben, bei denen Ballquotien-

ten als verzweigte Uberlagerungen existieren; wir werden auch sehen,
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daR es keine weiteren Beispiele mit diesen lokalen Verzweigungsordnun-
gen gibt. Andererseits ist uns aber fir die Ebene kein Beispiel einer
singuldren Geradenkonfiguration bekannt, das den Proportionalitiatsbe-

dingungen mit n = 2 genigt.

1.4 ZWEI BALLQUOTIENTEN ALS VERZWEIGTE UBERLAGERUNGEN
ABELSCHER FLACHEN

Wir haben in Abschnitt 1.3,D Formeln fiir die CHERNschen Zahlen einer
Flache hergeleitet, die durch Regularisierung aus einer konstant ver-
zweigten Uberlagerung einer abelschen Fliche S mit Verzweigung langs
einer Konfiguration von elliptischen Kurven entsteht. Eine besonders
interessante Klasse von Konfigurationen erhalten wir dadurch, daR wir
von einer elliptischen Kurve T (d.h. von einem eindimensionalen kom-
plexen Torus) mit komplexer Multiplikation ausgehen und in der abel-
schen Produktfliche S = T X T die Graphen von Endomorphismen betrach-
ten, die durch die komplexe Multiplikation gegeben werden. Legen wir
speziell die beiden elliptischen Kurven T(p) und T(i) 2zugrunde, auf
denen die komplexe Multiplikation nichttriviale Automorphismen (von der
Ordnung 6 bzw. 4 ) definiert, so erhalten wir mit geeignet gewahlten
Verzweigungskonfigurationen und -ordnungen zwei Uberlagerungsflichen

vom allgemeinen Typ mit cf = 3¢, , die also Ballquotienten sind.

Far die hier benutzten Ergebnisse tGber elliptische Kurven und Funktio-
nen sowie iber komplexe Multiplikation verweisen wir auf die umfang-
reiche Literatur, z. B. auf HARTSHORNE {Har: IV.4, insbes. pp. 326-332]
und auf den Abschnitt Gber elliptische Funktionen im Buch von HURWITZ-
COURANT [Hu-Cou] als klassische Referenz.

A. Beispiel I: Die Flidche S = S(p) und die Grundkonfiguration mit
Vierfachpunkt: Wir gehen von der elliptischen Kurve

T=T(p) := €T, mit T, :=Z6Zp und p := e271/6

3

aus. Wegen pi+l = (p+1)(p2—p+l) = 0 und p+l = O gilt p2 = p-1 ;
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da also die Multiplikation mit p das Gitter I‘p (bijektiv) in sich
Uberfihrt, hat die Kurve T(p) komplexe Multiplikation mit dem Ring
Z(p] (=Z ®Z-p ) der ganzen Zahlen des Zahlkérpers Q(p) = Q(/-3)
(EiSENSTEINsche ganze Zahlen). Insbesondere induziert diese Multipli-
kation mit p auf T einen Automorphismus der Ordnung 6, der geo-
metrisch durch die Drehung des Fundamentalparallelogramms dargestellt

wird., Wir merken an, daR p — 1 eine Einheit des Ringes Z[p] ist.

~

Nun betrachten wir die abelsche Produktfliche

§ = 5(p) = T(p) X T(p)

mit den globalen Koordinaten (u,v) € Cz, die modulo Gittervektoren

definiert sind, und in S die vier elliptischen Kurven

(1) To 1 (v=0), T_: (u=0), T, : (v=u), Tp : (v=pu).
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Die Konfiguration der drei Kurven Ty » Ty und Ty (Achsenkreuz
und Diagonale) existiert offenbar auf jeder abelschen Produktflache

S = TXT (wobei T eine beliebige elliptische Kurve ist), und sie
hat nur einen einzigen Schnittpunkt (gewdhnlicher Tripelpunkt) im
Nullpunkt. Nehmen wir dann den Graphen (v = a-u) einer Homothetie

z +> a-z (mit einem Faktor a » 0, 1 aus dem Ring End(T) c € der
Endomorphismen) moch dazu, so erhalten wir eine Konfiguration von vier
elliptischen Kurven mit einem gewdhnlichen Vierfachpunkt im Nullpunkt.
Dabei werden im allgemeinen noch zusitzliche Doppelpunkte auftreten;
in unserem Fall fihrt aber die spezielle Wahl von a = p dazu, daR es
keine weiteren Schnittpunkte gibt: Diese vierte Kurve Tp schneidet
offensichtlich die v-Achse T_ nur im Nullpunkt. Sie kann aber auch
die u-Achse Ty und die Diagonale T; in keinem weiteren Punkt tref-
fen, denn die beiden Gleichungen v=pu=0 bzw., v=pu=u fir die
Koordinaten der Schnittpunkte haben nur die triviale Lésung u=v=0,
weil p und p-1 Einheiten sind. Fir die erhaltene Kurvenkonfigura-
tion Ly gilt also

fo -t, - 1, f1 =4 und t, = o,
so daR damit die Punkt- und die Kurvenbedingungen fir n = 3 erfallt
sind. Setzen wir die Werte in die rechte Seite der Formel 1.3(8) fir

die globale Proportionalititsabweichung ein, so erhalten wir das qua-

dratische Polynom
(n2/N)-Prop®) = n? -én+9 = (n-3)2 .

Falls wir also zu dieser Konfiguration eine passende Uberlagerung mit
n = 3 konstruieren kénnten, so wﬁrdeg wir eine Fliche mit cf - 3c2 =
= 39:N/9 (nach 1.3(8)) erhalten; eine solche Fliche wire also nach
A.1,S ein Ballquotient. Diese Folgerung trifft natirlich auch fir jede
elliptische Kurvenkonfiguration L auf S mit

f1 - Afo >0 und t Y]

9 =
zu, da die Invarianten lediglich mit fy zu multiplizieren sind.
Zu der Kurve T(p) merken wir noch erginzend an, daf sie als einzige

elliptische Kurve einen Automorphismus der Ordnung 6 mit Fixpunkt hat.
Nun erhalt man aus der Betrachtung der FERMAT-Kubik als RIEMANNsche
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Flache zu ¥z3+1  einen Automorphismus der Ordnung 3 mit den drei
Verzweigungspunkten p , p3 , p5 als Fixpunkten; weiter liefert die
Abbildung z -+ 1/z einen Automorphismus der Ordnung 2, der p3 = -1
fest 1afRt und die Punkte p und p5 vertauscht. Damit ist T iso-
morph zur FERMAT-Kubik (ygl. {Har: IV; 4.6.2, 4.7, 4.20.2, pp. 320,
321,331]).- Ubrigens ist T(p) auch die einzige elliptische Rurve T
mit komplexer Multiplikation, fir die auf der abelschen Produktfliche
S = TXT eine solche Konfiguration aus vier elliptischen Kurven mit
f0 - t4 =1 existiert (dies folgt aus der Schnittzahlformel (8), die

wir bei unserem zweiten Beispiel in Absatz G diskutieren werden).

Wir gehen also von dieser Grundkonfiguration L, aus den vier ellip-
tischen Kurven T0 R T1 , Tp auf der Fliche S aus und wollen
nun fir jedes n > 2 eine Kurvenkonfiguration L, mit den kombina-
torischen Daten f1 - Afo >0 und t2 = 0 konstruieren, zu der eine
singuldre konstant n-fach lidngs L, verzweigte Uberlagerung X, - S
existiert. Wie wir gesehen haben, erhalten wir dann fir =n = 3 als
Regularisierung dieser Fliache einen Ballquotienten. Zur Konstruktion
des Funktionenkérpers der Flache Xn benutzen wir die WEIERSTRASSsche

o-Funktion.

B, Exkurs: Die WETERSTRASSsche o-Funktion, elliptische Funktionen und

n-Teilungspunkte: Fir ein Gitter I ¢ € stellt das unendliche Produkt
a(z) = ar(z) =z ”P*(l - z/v)-exp(z/y + 22/272)
¥E

(mit r* =T \ (0} sowie exp(z) := e% ) eine ganze holomorphe Funk-
tion, die WEIERSTRASSsche o-Funktion, dar. Diese Funktion hat genau in
den Gitterpunkten einfache Nullstellen, sie ist ungerade (d.h. es gilt
o(-z) = —g(z) ), und bei der Substitution =z - z+y mit einem Gitter-
vektor +y transformiert sie sich wie folgt: Ist (71,12) eine Gitter-

basis, so gibt es Konstanten LR mit
o(z+y;) = —o(z)-exp(n;(z+y;/2)) (i = 1,2)

(Die ny sind durch das Transformationsgesetz {(z+1i) = ;‘(z)+r,i der
WEIERSTRASSschen ¢-Funktion zum Gitter I definiert; far sie gilt
ny/2 = §(1i/2) und die LEGENDREsche Relation nYy < MYy - 2x1i.)
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Dieses Transformationsverhalten erkldrt die Rolle der o-Funktion in

der Theorie der elliptischen Funktionen: Zu gegebenen komplexen Zahlen
ay,-.-,8y, bl”"’bk (die nicht notwendig paarweise verschieden sind)
existiert bekanntlich eine elliptische Funktion mit Nullstellen in den

a; und Polstellen in den bj genau dann, wenn
k
Y. a; = jzlbj (mod TI)
gilt. Durch Addition von Gittervektoren kdénnen wir sogar stets
k k
% T jzlbj
annehmen, und mit dieser Normierung ist dann jede solche elliptische
Funktion ein konstantes Vielfaches von

k k b
l-1a(z-ai) / .Hla(z— j)

J-
Wir betrachten nun fir n > 2 die meromorphe Funktion

2
o (2) F, (z) = o(n-2z)/o(z)?

Im Fundamentalparallelogramm 1 :~ (t111+t212;05ti<1] hat die Zihler-
funktion genau n? einfache Nullstellen, und zwar genau in den Punkten
zell , fir die n-z ein Gitterpunkt ist. Als Bildpunkte auf dem Torus
erhalten wir daher genau die Elemente der Ordnung n in der induzierten
Gruppenstruktur, d.h. die Untergruppe U“(T) der n-Teilungspunkte; es
folgt, daR die Nullstellensumme ein Gitterpunkt ist. Die Nennerfunktion
hat einen n2 -fachen Pol in z = 0 ; also ist auch die Polstellensumme
ein Gitterpunkt. Somit gibt es (bis auf Multiplikation mit Konstanten)
genau eine elliptische Funktion mit diesen Null- und Polstellen, und
tatsichlich zeigt die Betrachtung des Transformationsverhaltens, daR
F, eine solche elliptische Funktion ist. Der zugehérige Divisor auf
der elliptischen Kurve T besteht aus allen n-Teilungspunkten z = 0
mit Vielfachheit 1 und aus dem Nullpunkt mit der VielfachheitA—(nz—l).

C. Die Verzweigungskonfiguration: Wir kehren nun zur Betrachtung der
Flache S = S(p) = T(p) X T(p) von oben (mit T(p) = C/(Z @ Zp) )
zurtick. Den Kérper C€(S) der meromorphen Funktionen auf S identifi-

zieren wir kanonisch mit dem Kérper derjenigen meromorphen Funktionen
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f(u,v) auf Cz , die in beiden Variablen u und v elliptisch be-
zliglich des Gitters T sind. Wir kénnen nun in die elliptische Funk-
tion Fn(z) aus (2) die definierenden Linearformen BL(u,v) der vier
Kurven TL der Grundkonfiguration (1) einsetzen und erhalten so die

meromorphen Funktionen

*(3) £o,n(w:v) = F (), fo n(wVv) = F(w),

fl’n(u,v) e Fn(v—u) ) fp,n(u,v)

Fn(v—pu)

auf S . Um die Null- und Polstellendivisoren dieser Funktionen zu be-
stimmen, betrachten wir die Untergruppe Un(S) der n -Teilungspunkte
von S . Diese Gruppe hat n* Elemente und operiert durch Translation
(wParallelverschiebung”) auf S . Wir bilden nun fir jede der vier

Kurven TL aus (1) die Gesamtheit

T",n L Un(S) + TL (mit ¢ = 0,,1,p)

aller Bildkurven von T, unter diesen Parallelverschiebungen. Die
Ausgangskurve TL selbst ist eine zu T isomorphe Untergruppe von
S, und ihr Durchschnitt mit Un(S) ist genau die Untergruppe Un(TL)
ihrer eigenen =n -Teilungspunkte. Da nun diese Gruppe (der Ordnung
n? ) nattrlich jede zu T, parallele Kurve nur in sich verschiebt,

besteht T‘ n 8us genau n? disjunkten glatten elliptischen Kurven.
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Mit diesen Kurven kénnen wir dann die Null- und Polstellendivisoren

der meromorphen Funktionmen £, n ausdricken: es gilt offenbar

(£ ) = T _ -n2T = (T

2
¢,n t,n L n—T‘) - (n _1)'TL (l' - 0,”,1;1’) ’

L,

wobel T‘ n als reduzierter Divisor aufgefaRt wird. Die Konfiguration

Ln = Un+L1 = TO’nUTanTl’nUT

p,n

aller Kurven, die aus der Grundkonfiguration durch Parallelverschie-

2

bung mit den Elementen aus Un(S) hervorgehen, besteht aus 4n“ glat-

ten elliptischen Kurven, die sich in jedem der o’ Teilungspunkte der
Ordnung n zu jeweils vier Kurven paarweise transversal schneiden. Es

gibt offensichtlich keine weiteren Schnittpunkte, und daher gilt

o4) g (L) =n*, t(L)=-0 fir rws4;
£o(L) = n* . £,(L) = 4n*,

also f1 - 4fo >0 und ty = 0 wie gewinscht.
D. Die singulidre Uberlagerungsfliche:; Wir konstruieren nun zunichst

ein algebraisches Modell einer Uberlagerung von S , die lings dieser

Konfiguration L, lokal n-fach verzweigt ist, indem wir aus jeder der

meromorphen Funktionen fL n die n-te Wurzel ziehen. Wir betrachten
also die KUMMERsche Kérpererweiterung
- n, n n, n, .
K - e)VE, . VE, L VE L LYVE D 2w,

die eine GALOIS-Erweiterung vom Grad N = n4 mit Gruppe (Z/nZ)4 ist.

Da die Radikanden auf S keine Unbestimmtheitsstellen haben, kénnen

wir diese Erweiterung durch die algebraische Varietat

«(5) Xy = (0, V)i (20.2,,2),2,))) € Sx @™ ;

z? - fL,n(u,v) fir ¢ = 0,0,1,p)

mit der Projektion =’ : X, * S als singulares Modell im RIEMANNschen
Sinne geometrisch realisieren. Offembar hat die Projektion =x’ schon
das gewinschte Verzweigungsverhalten; die Fliche Xﬁ ist jedoch nicht
normal: Weil die Polstellendivisoren der fc,n die Vielfachheit n2-1

haben, treten genau in den Urbildern der Kurven TO' Tm, Tl' Tp der
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Ausgangskonfiguration Ly nichtisolierte Singularititen auf. Aus der
lokalen Betrachtung folgt aber, daf die Fliache in diesen Singulariti-

ten tiberall lokal irreduzibel ist, da n wund n2

-1 teilerfremd sind:
Uber einem Punkt aus L, ist Xﬁ in geeigneten lokalen Koordinaten-
systemen (r,s) fir S  und (tl""ta) far (]Pl)4 durch

n=

2
n _ n“-1
€ = 21 , t2

2 837
gegeben, falls der Punkt kein Vierfachpunkt fur L, (also keiner der
n-Teilungspunkte) ist, und anderenfalls durch

2

n n“-1 n n n
b Bl L Bl I B O A

mit m=1 oder m = n2—1 (dabei sind ll(r,s),..,la(r,s) paarweise
linear unabhingige Linearformen). Wir kémnen daher ohne Anderung des
Verzweigungsverhaltens zur Normalisierung X, ubergehen und haben so
eine singular konstant n-fach verzweigte Uberlagerung zu (S,Ln) wie

in 1.2 konstruiert.

E. Berechnung der CHERNschen Zahlen der regularisierten Flidche: Wir
kénnen nun die Invarianten der regularisierten Uberlagerungsfliche in
mit den Formeln 1.3(8) berechnen. Wenn wir dort die Konfigurationsdaten

fo - n4 , fl - 4n4 , t2 = 0 aus (4) einsetzen, ergeben sich die Werte

o(6) c,®) = nb(3n2-6n+4) ,
c12 &) - n®(8n2-12n+3) ,

Prop(ﬁn) - n6(n2—6n+9) - n6(n—3)2 .
2 _ 3¢, =39-729 als
1 2

81-blattrige verzweigte Uberlagerung der in den 81 Teilungspunkten der

Damit erhalten wir fir n = 3 eine Fliche mit ¢

Ordnung 3 aufgeblasenen abelschen Flache S . Da cf > 9 gilt, ist
ﬁ3 vom allgemeinen Typ (s. A.1,Q) und damit nach der in der Einfihrung

bzw. im Anhang B.2,F zitierten Charakterisierung ein Ballquotient.

Beispiel IT): Die Fldche S(i) wund die Grundkonfiguration mit
Sechsfachpunkt: Wir gehen diesmal von der elliptischen Kurve

T = T(1) := C/(Z®1Z)
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mit komplexer Multiplikation mit dem Ring Z[i] =Z @ i-Z der ganzen
GAUSSschen Zahlen aus. Die Multiplikation mit i definiert einen Auto-
morphismus der Ordnung 4 . In der abelschen Produktfléache

S = §(i) := T(i) x T(i)

(mit globalen Koordinaten (u,v) , die modulo Gittervektoren definiert

sind) betrachten wir die Konfiguration der sechs elliptischen Kurven

T, @ (£,(u,v)=0) ,

die durch die Linearformen
(7)) lc(u,v) = u, v—iu, v—-€u, u-€v, u-v, v (mit £ := 1+i)

gegeben sind. Offenbar schneiden sich alle Kurven im Nullpunkt paar-
weise transversal; der Nullpunkt ist also ein gewShnlicher sechsfacher
Punkt der Konfiguration. Daneben muR es aber noch weitere Schnittpunk-

te geben, wie wir durch Anwendung der folgenden Formel sehen.

G. Eine Schnittzahlformel fir elliptische Kurven in abelschen Produkt-
flichen mit komplexer Multiplikation: Es sei T = €/I' eine elliptische
Kurve mit komplexer Multiplikation. In der abelschen Produktfliche

S =TxT (mit Koordinaten (u,v) modulo I' X ' ) betrachten wir die

elliptischen Kurven

Ta,ﬂ : (xru + gov=0) ,

die durch Linearformen definiert werden, deren Koeffizienten a, 8 im

Ring R der komplexen Multiplikation liegen und primitiv sind. Fir die
Schnittzahl solcher Kurven gilt

*(8) To, 8 Ty,s = N mit A= ab-py .

Dabei bezeichnet N(A) := AA’ die Norm und ' die Konjugation in dem
zugehérigen imagindr-quadratischen Zahlkérper der komplexen Multiplika-
tion (vgl. [Har:IV.4.19, p. 330]).

Der Beweis der Formel ist fir A = 0 trivial, weil dann T

=T
7,8 a,p
gilt und die elliptische Kurve T, 8 in S die Selbstschnittzahl 0
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hat. Im Fall A = 0 ist sofort zu sehen, daR die Schnittzahl gleich
der Anzahl der Lésungen der Gleichung A:u = 0 modulo I' ist. Diese
Zahl ist gleich dem Index [T : Al'}] des Untergitters A-T' im Gitter
r j Nun koénnen wir den Index auch geometrisch interpretieren, nimlich
als Anzahl der TI' -Gitterpunkte in einem Fundamentalparallelogramm II
des Untergitters ArI' , oder auch als das Verhiltnis der Fliacheninhalte
vol(ﬁ)/vol(ﬂ) , wobei II ein Fundamentalparallelogramm fir das Gitter
I' ist. Offenbar koénnen wir Il = A-Il = {A-u; ue I } wihlen. Wenn wir
die komplexe Homothetie € - € , u » A-u als reellen Isomorphismus

A der GAUSSschen Ebene auffassen, so gilt det]yﬁ = AA = |A|2 und
weiter |A|2 = N(A) , denn die Konjugationen A’ und A stimmen uber-

ein. Damit folgt die Behauptung aus der Transformationsformel
vol(A-M) = detBA - vol(II) = N-vol(ll)

(Zu dieser Schnittzahlformel vgl. auch HOLZAPFEL [1986a:(I1.5)])

H. Die Doppelpunkte der Konfiguration: Mit dieser Formel erhalten wir

die Schnittzahlen der sechs Kurven TL wie folgt:

(u=0)  (v=iu) (v=£u) (u=gv) (u=v) (v=0)

(u=0)
(v=iu)
(v=£u)
(u=Egv)
(u=v)

(v=0)

L T =)
L I e -
N = O P
- )
O = N e
I S

Wir sehen also, daB jede Kurve auRerhalb des sechsfachen Punktes noch
genau eine zweite Kurve schneidet, und zwar in genau einem Punkt. Die
Konfiguration hat damit noch genau drei gewdhnliche Doppelpunkte, und
zwar den Punkt (£/2,0) - dieser liegt offembar auf (v=0) und wegen
€:6/2 = i = 0 mod T auch auf (v=fu) - sowie die beiden Punkte
(0,6/2) auf (u=0,u~fv) bzw. (£/2,€/2) auf (u=v,v=iu) ; die
zusatzlichen Schnittpunkte sind also spezielle 2-Teilungspunkte.
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u=¢v \ u=0

v=u

Damit sind die Punkt- und Kurvenbedingungen fir n = 2 erfullt; far
die Anzahl der Mehrfachpunkte der Konfiguration ergeben sich die Werte

ty = 3, te = 1 und t, - 0 sonst,
Setzen wir zugehorigen GréRen
fg =4, f1 -12, ¢t =3

wie beim ersten Beispiel wieder in die rechte Seite der Formel 1.3(8)
fur die Proportionalitatsabweichung ein, so erhalten wir diesmal das

quadratische Polynom
2 % 2 2
(n“/N) -Prop(X) = 4n° - 16n + 16 = 4(n-2)° .

Falls wir also zu dieser Konfiguration - oder zu einer anderen Konfi-

guration von elliptischen Kurven auf einer abelschen Fliche mit
fl - 3£, - 4ty >0

- eine passende Uberlagerung mit n = 2 konstruieren kénnten, so wir-

den wir damit eine Fliche mit cf - 3c2 - (9t2)-N erhalten; eine sol-
>

2

che Fliche wire also wegen ¢4

9 wiederum ein Ballquotient.
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1. Die Verzweigungskonfiguration: Ausgehend von der Grundkonfiguration
L; aus den sechs elliptischen Kurven T, konstruieren wir jetzt fiur

jedes n = 2 eine Konfiguration L  von 6n2

elliptischen Kurven auf
der abelschen Fliche S mit £; = 3f, = 4t, > 0 , die Verzweigungsort
einer singularen konstant n-fach verzweigten Uberlagerung X, ~Ss ist.
Dazu folgen wir genau dem ersten Beispiel; wir benutzen also wiederum

die WEIERSTRASSsche o-Funktion (zum Gitter ' =Z ® i-Z) und die ellip-

tische Funktion

n2
F (2) :=a(n-z)/(o(2))" ,

deren Eigenschaften wir bereits diskutiert haben. Durch Einsetzen der

Linearformen Zl(u,v) aus (7) erhalten wir die sechs Funktionen
*(9) £, (u,v) = F (2,(4,V))

Jede dieser Funktionen ist meromorph auf S ; ihr Divisor ergibt sich
wie oben: Durch Translation mit der Gruppe U, der =n -Teilungspunkte
von S entsteht aus jeder der elliptischen Kurven TL : (lL(u,v)-O)
die reduzible Kurve

T"n L- Un + TL

mit n2 glatten disjunkten Komponenten (£L(u,v)==t) (wobei t die

n-Teilungspunkte der elliptischen Kurve T durchliuft), und damit gilt

2 2
(£, ) = T, . —-n%T, = (T, -T)- (n°-1)T,

Aus der Grundkonfiguration L entsteht so durch Verschiebung mit u,

die Kurvenkonfiguration

die aus 6n2 glatten elliptische Kurven besteht . In jedem der n’

Teilungspunkte der Ordnung n liegt ein gewshnlicher sechsfacher
Punkt. Daneben gibt es noch gewshnliche Doppelpunkte: Ist (tl'tZ)
ein n-Teilungspunkt, so liegt der Punkt (tl,tz) + (£/2n,0) auf den
Kurven (v—tz) und (v-fu = tz—ftl—i/n) . Analog erhalten wir durch
Addition von (0,£/2n) bzw. (£/2n,£/2n) zu (tl,tz) Punkte auf

den entsprechenden Kurven; die Doppelpunkte der Konfiguration sind
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also spezielle Teilungspunkte der Ordnung 2n . Insgesamt ergeben

sich fur die Konfiguration L, die numerischen Daten

4

(10) t2-3n“,c6-n,fo-zm“,f-lzn“;

1

wie gesucht gilt also fl = 3f; - 4t2 >0 .

J. Die Invarianten der Uberlagerungsfliche: Wie im ersten Beispiel

betrachten wir jetzt fir jede lokale Verzweigungsordnung n = 2 die

KUMMERsche Koérpererweiterung K:€(S) vom Grad N = n6 , die durch

Adjunktion der sechs Radikale Wf; n 2um Kérper €(S) der meromor-
phen Funktionen auf S entsteht, als algebraisches Modell der Uber-
lagerung. Durch Normalisieren des zugehorigen RIEMANNschen Gebildes
X, = (), (z,)) €5 x (BDE ;20
n PR 1 ’

D - £, (W)

erhalten wir eine singulire konstant n-fach verzweigte Uberlagerung
X, zu (S,Ln) . Mit der in 1.2,E beschriebene Regularisierung wird
X in die Flache ﬁn uberfihrt. Mit den Formeln 1.3(8) ergeben

sich aus den Konfigurationsdaten (10) die Werte

o(11) e, X)) - n8(8n2-16n+9) ,
c12 &y - n8(20n2-32n+11) ,
Prop(ﬁn) - lms(n—Z)2 .

Damit erhalten wir fiir n = 2 die Fliche i2 mit cf - 3c2 = 27:256,
also eine Ballquotientenfliche, als 64-blattrige Uberlagerung der in
den 16 Teilungspunkten der Ordnung 2 aufgeblasenen abelschen Fliche S.

Die Methode, die wir bei diesen beiden Beispielen benutzt haben, 148t
sich natirlich auch bei beliebigen elliptischen Kurvenkonfigurationen
L = L1 durch den Nullpunkt einer abelschen Produktfliche S anwen-

den: Man erhalt zu jeder lokalen Verzweigungsordnung n 2 2 eine neue
elliptische Konfiguration Ln , zu der eine konstant n -fach verzweig-
te Uberlagerung Xn existiert. Wir werden diesen Ansatz jedoch nicht
weiter verfolgen, sondern uns vor allem mit Geradenkonfigurationen in

der projektiven Ebene und den zugehdrigen Uberlagerungen befassen.
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1.5 BEISPIEL: GERADENKONFIGURATIONEN UND DIE ZUGEHORIGEN
K UMM E R SCHEN GBERLAGERUNGEN DER PROJEKTIVEN EBENE

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, daR zu jeder Konfiguration L
von Geraden in der komplex-projektiven Ebene, die nicht alle durch
einen Punkt gehen, und zu jeder lokalen Verzweigungsordnung n stets
eine Uberlagerungsfliche X = Xn(L) existiert, die ldngs L konstant
n -fach verzweigt ist. Wir nennen diese Fliachen KUMMERsche Uberlage-
rungen (der projektiven Ebene), weil ihr Funktionenkérper eine KUMMER-
sche Erweiterung des Funktionenkérpers der projektiven Ebene ist; wir
erhalten sie, indem wir wie im vorigen Abschnitt das algebraische Mo-
dell - d.h. die KUMMERsche Korpererweiterung K : COPZ) - durch ein
RIEMANNsches Gebilde geometrisch realisieren (und dieses ggf. noch

regularisieren).

A. Konstruktion der Uberlagerungsfliche: Es sei L eine beliebige

Konfiguration von k Geraden in der komplex-projektiven Ebene. Wir
setzen lediglich voraus, daR die Konfiguration kein Bischel ist, d.h.

daR nicht alle Geraden durch einen Punkt gehen; es gilt also

k23 und t, =0 .

k
Wir kénnen jetzt fur jede lokale Verzweigungsordung n > 2 ein alge-
braisches Modell einer lings L konstant (lokal) n-fach verzweigten
Uberlagerung der projektiven Ebene angeben: Die Geraden Ij der Kon-
figuration seien durch Linearformen Ej(zo,zl,zz) =0 (j=1,...,k)
gegeben. Wir adjungieren nun zu dem rationalen Funktionenkérper COPZ)
- C(zl/zo,zz/zo) die n-ten Wurzeln der gebrochen-linearen Funktionen

11/2k,...,2k_1/£k . Der so erhaltene algebraische Funktionenkérper

.(1) K = c(le) (xyll/lk» e ,‘,‘/lk_l/lk)
ist eine KUMMERsche Erweiterung von COPZ) vom Grad
«(2) N = okl

mit GALOIS-Gruppe (Z'Z/nZ)k'1 . Offenbar ist K von der speziellen
Wahl der Nennerfunktion lk unabhingig. Da die Linearformen lj nach

Voraussetzung keine gemeinsame Nullstelle haben, erhalten wir eine geo-
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metrische Realisierung (,Modell") des Funktionenkérpers K : C(]Pz)
durch das RIEMANNsche Gebilde

*(3) Xn - Xn(L) = {(u,w) GPZ xI’k_l H

w'i‘-zj(u) -w?-li(u) fir l<i<j<k)

im doppelt-projektiven Raum mit der Projektion « auf den ersten
Faktor.

B. Darstellung als vollstédndiger Durchschnitt: Durch die zweite Projek-
tion kénnen wir Xn mit einer Untervarietit von Pk—-l identifizieren,
die vollstiandiger Durchschnitt von k-3 Hyperflichen vom Grad n ist.
Offenbar ist namlich X, das Faserprodukt

Pr,|X

n T By

" | R

Py T P

mit den Abbildungen
¢ :]P2+]Pk1 , u - (ll(u):...:lk(u))

und o
®n Pk—l -']Pk__l , (w1 ..... wk) - (wl ..... wk)

Die projektiv-lineare Abbildung ¢ ist die Einbettung der Ebene in
]Pk—l als projektiv-linearer Teilraum. Dieser Teilraum L(PZ) kann
in B 4 durch k-3 homogene lineare Gleichungen (Linearformen)
'\j (wl, N ,wk) -0, 3j=1,...,k-3 beschrieben werden. Nun ist Xn
isomorph zum vollen Urbild zp;'ll(:.(]Pz))' , und dieses ist durch die
k-3 homogenen Gleichungen Aj .. ,wi:) definiert.

ausgezeichnet ist: Die Koordinatenhyperebenen (wj = 0) sind genau
die irreduziblen Komponenten des Verzweigungsortes der Abbildung ?y
und ihre Urbilder unter der Einbettung : sind die Verzweigungsgera-
den Lj . Weiter bemerken wir, daR die Fliche Xn nach dem Satz von
LEFSCHETZ Uber die Homotopiegruppen von Hyperfliachenschnitten einfach
zusammenhadngend ist (fir den glatten Fall siehe etwa SHAFAREVICH [Sha:
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IX,84.1,p.401]; die Aussage im singuldren Fall folgt z.B. aus einem
allgemeineren Resultat von L. KAUP [1976: 3.6, 3.7]). Im singuliren
Fall ist jedoch die regularisierte Flache ﬁn im allgemeinen mnicht

mehr einfach zusammenhingend.

Wie die Beschreibung in lokalen Koordinaten zeigt, ist die Flache X,
genau in den Urbildpunkten Uber den singuliéren Schnittpunkten der Gera-
denkonfiguration singuliar und somit (als zweidimensionaler vollstindi-
ger Durchschnitt mit isolierten Singularitidten) normal (vgl. 1.2,D).
Weiter ist Xn genau dann singularitdtenfrei, wenn die Konfiguration
regular ist, also wenn die Geraden in allgemeiner Lage zueinander sind.
In diesem Abschnitt wollen wir nur noch mit einigen kurzen Bemerkungen
auf den regulidren Fall eingehen. Der singulidre Fall wird erst in Kapi-
tel 3 diskutiert, da wir vorweg im folgenden Kapitel 2 einige grundle-
gende kombinatorische Eigenschaften von Geradenkonfigurationen und

eine Reihe von Beispielen betrachten wollen.

C. Geradenkonfigurationen in allgemeiner lLage: Die kleinste mégliche
Geradenkonfiguration, die kein Bischel ist, erhalten wir fir k = 3 ,
nidmlich ein Dreiseit. Dieses koénnen wir als Koordinatendreiseit wihlen;
die Uberlagerungsfliche X ist dann fir jedes n > 2 die projek-

tive Ebene mit der Uberlagerungsabbildung
By + P, , (24:zy:2y) ~ (zgzz?:zg)

2

Die Formeln 1.1(11) liefern die bekannten Werte e =3 , K = 9 und

Prop = 0 .

Im Fall k =~ 4 beachten wir, daR die Automorphismengruppe der projek-
tiven Ebene auf Quadrupeln von Punkten bzw. von Geraden in allgemeiner
Lage transitiv operiert. Daher kénnen wir als Verzweigungskonfiguration
das Koordinatendreiseit uyugcu, = 0 mit der zusdtzlichen vierten
Geraden uy + u; + u, = 0 wahlen. Fir die Uberlagerungsfliche X,
ergibt sich so die Darstellung als FERMAT-Fliche n-ten Grades

n n n n -
(z0 + Zp v 2y + Zy = 0) in P3
mit der Einschriankung der Projektion

By o B, , (25:2129:24) (zgzz?:zg)
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auf X, als Uberlagerungsabbildung. Die klassischen Formeln fir die
CHERNschen Zahlen einer glatten Fliache vom Grad n im projektiven Raum
Pq ergeben die Werte
cl2 - n(n—l;)2 » €5 = n(n2—4n+6)
in Ubereinstimmung mit 1.1(11). Daher gilt fir n > 5 stets die Un-
gleichung
2
0 <cf (X)) < cy(X)
2

!

wie sofort aus 1.1(4) mit der rationalen Darstellung
3,
Ke = -4 ZLj

fir den kanonischen Divisor der projektiven Ebene folgt.

Fir n = 4 erhalten wir = 0 , und tatsichlich gilt sogar Ky = 0,

Fir k = 5 erhalten wir einen glatten vollstiandigen Durchschnitt von
k-3 (verallgemeinerten) FERMAT-Hyperflichen mit Multigrad (n,...,n).
Nun lassen sich die Invarianten dieser Flichen (fir beliebigen Multi-
grad) durch explizite Formeln angeben (siehe [Hir: App. I, § 22.1, p.
159-161]), wobei in unserem Fall die Werte fur cl2 und <,y natir-
lich mit 1.1(11) dbereinstimmen. Insbesondere erhalten wir stets die

Ungleichung

2 .
0 < cq (Xn) < 2c2 ;

die Gleichheit cl2 =0 gilt genau fir n=2, k=6. Die Darstellung
1
K = =31l
liefert auch in diesem Fall Ky = 0. - Da die Gruppe Aut(]PZ) auf
Konfigurationen von k > 5 Geraden in allgemeiner Lage nicht mehr

transitiv operiert, hingen die zugehérigen Uberlagerungsflichen von

Parametern (,Moduli") ab.

Wir werden bei der Klassifikation der KUMMERschen Uberlagerungen in

Abschnitt 3.2 erneut auf diese Flichen zurtickkommen.



Kapitel 2
Geradenkonfigurationen: Kombinatorik und Beispiele

In diesem Kapitel diskutieren wir Konfigurationen von Geraden (englisch
"arrangements of lines") in der Ebene. Wir behandeln in Abschnitt 2.1

zuniichst die Aspekte, die in beliebigen projektiven Ebenen gelten. Ins-
besondere betrachten wir dort neben den grundlegenden kombinatorischen

Invarianten auch die speziellen Typen von singuliren Konfigurationen,

die bei der Klassifikation der KUMMER-Uberlagerungen in Abschnitt 3.2

eine Ausnahmerolle spielen.

Geradenkonfigurationen in der reell-projektiven Ebene sind natdrlich
fir unsere geometrische Anschauung besonders interessant; sie werden
in Abschnitt 2.2 behandelt. Die Geraden definieren eine Zerlegung der
Ebene in Zellen, aus der wir durch einfache Anwendung der EULERschen
Polyederformel Ungleichungen fir die kombinatorischen Invarianten der
Konfiguration erhalten; so ergibt sich beispielsweise die Aussage, daf
bei einer solchen reellen Konfiguration stets Doppelpunkte auftreten,
sofern nicht alle Geraden durch einen Punkt laufen. Die Konfiguratio-
nen, bei denen alle Zellen der Zerlegung Dreiecke sind, heiRen simpli-
zial; besonders schéne und fir unsere Untersuchungen interessante sim-

pliziale Konfigurationen ergeben sich aus den platonischen Kérpern.

Im nichsten Abschnitt 2.3 betrachten wir Beispiele von komplexen Kon-
figurationen, die nicht durch reelle Geraden darstellbar sind, nimlich
die HESSE- und die CEVA-Konfigurationen. Beide gehéren zu der Klasse
der Konfigurationen, die durch Spiegelungsgruppen definiert sind und
die wir im letzten Abschnitt 2.4 diskutieren. Hier treten auch neben
den schon bekannten reellen ,platonischen" Konfigurationen noch zwei
weitere interessante komplexe Konfigurationen auf, die zu den berihm-

ten ebenen Kollineationsgruppen Gi68 und G360 gehoren.
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2.1 GERADENKONFIGURATIONEN IN PROJEKTIVEN EBENEN

A. Elementare kombinatorisch-geometrische Daten und Formeln: Wir be-
trachten in einer projektiven Ebene endlich viele (paarweise verschie-

dene) Geraden Lj (j =1,..,k) und samtliche Schnittpunkte. Dieses
System nennen wir eine Konfiguration (englisch/franzésisch "arrange-
ment") von Geraden. (Den Bezug zu dem strengeren Konfigurationsbegriff
der klassischen projektiven Geometrie diskutieren wir im Absatz H am
SchluR dieses Abschnittes). Wie in 1,3(1l) bezeichnen wir mit tr (fur
> 2) die Anzahl der r -fachen Punkte der Konfiguration, d.h. der
Punkte, durch die genau r Geraden gehen. Fir r Geraden, die sich
in allgemeiner Lage schneiden, gibt es genau (;) = r(r-1)/2 Schnitt-
punkte; zdhlen wir also jeden r-fachen Punkt mit dieser Vielfachheit,

so erhalten wir als Gesamtzahl

(1) LG e - & - k1)/2)

r>2
Fir jede Gerade Lj bezeichen wir die Anzahl der r-fachen Punkte der
Konfiguration, die auf L.j liegen, mit i Nun gilt offensichtlich

einerseits fir jeden festen Index j die Gleichheit

(2 k~1 = r-1 ,
2 LDy
da Lj von jeder anderen Gerade in genau einem Punkt geschnitten wird,

und andererseits auch fir jede feste Vielfachheit r die Gleichheit

*(3) -t

21 j.r = r’
Summieren wir daher beide Seiten der Gleichung (2) dber alle j , so

erhalten wir - bis auf den Faktor 1/2 - wieder die Formel (1).

Wie in Abschnitt 1.2 nennen wir einen Schnittpunkt p, von mindestens
drei Geraden - d.h. mit Vielfachheit r = r, = 3 - singuldr. Weiter
bezeichnen wir mit

S = t
r§3 r

die Gesamtzahl aller singuldren Schnittpunkte p, der Konfiguration,
mit

aj . r§31j'r
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die Anzahl aller singuliren Schnittpunkte, die auf der Geraden L.
liegen, und mit

T e T T2t
die Gesamtzahl aller (reguldren und singuldren) Schnittpunkte auf Ij’
Es ist bei spiteren Anwendungen zweckmifig, auch die Inzidenzrelation
zwischen den singuliren Schnittpunkten P, und den Geraden L. durch

ein Symbol anzudeuten; wir benutzen dafar
*(4) v~j 1= j~v e p €L
Weiter erinnern wir an die in 1.3(2) eingefihrten gewichteten Summen

f. = t. £, = r-t_,
0 r§2 r 1 r§2 r

(vgl. auch 2.2,A). Aus der Formel (3) folgt unmittelbar die Beziehung

K
*(5) T, r., = f. .
j§1 2y i j§1 i 1

B. Reguldre und singuldre Konfigurationen: Wir nennen eine Konfigura-
tion singuldr, wenn singuldre Schnittpunkte auftreten; anderenfalls
heiRt sie reguldr (oder auch Konfiguration von Geraden in allgemeiner

Lage). Fir eine regulire Konfiguration gilt offenbar

*(6) ty = k(k-1)/2 = fo » £y = 2f5 = k(k-1)

r = k-1 , aj =0 far alle j =1,...,k .

j.2

C. Eine Ungleichung fiir singuldre Konfigurationen: Wir wollen die
folgende kombinatorische Aussage beweisen:

Zwischen den Vielfachheiten r, der singulidren Schnittpunkte P,
einer Geradenkonfiguration, ihrer Anzahl s und der Anzahl k der
Geraden besteht die Ungleichung

«(7) Lr s ke

und die Gleichheit gilt genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfallt sind:
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i) Die Punkte p, sind in allgemeiner Lage;
ii) Je zwei der Punkte sind durch eine Konfigurationsgerade
verbunden;
iii) Jede Konfigurationsgerade enthilt mindestens einen der

Punkte P, -

Der Beweis ist nicht schwierig: Wir bezeichnen mit ka die Gesamtzahl
der o-fachen Geraden (d.h. der Geraden, auf denen genau o singulare
Schnittpunkte liegen), und mit K, & die Anzahl der o-fachen Geraden
durch p, - Damn gelten offenbar (mit den Abkirzungen k22 1= 2022 ka

bzw. Ky, 22 T 2022 L ) die folgenden Beziehungen:

e (8) k = ko + kl + k22 ,
r, - Kv,l + KV,ZZ ’
S
v=1 5,1 =~ ki -

Weiter erhalten wir aus (5) durch Dualisieren sofort die Gleichung

s
*(9) K - ok,
uzl v,z2 a§2 g

mit der wir aus (8) durch Aufsummieren zunichst einmal die Beziehung
‘ s s
*(10) uzl r, = ygl ("v,l + KV,Z2) - k1 + UZZ ok
- k1 + k22 + a§2(0~1)-ka
folgern konnen. Nun gilt offenbar fir o = 2 die Abschitzung

o(11) o-1 < (9 ,

wobei die Gleichheit genau fir o = 2 .eintritt. Wemn wir jetzt noch
die Gleichung (1) dualisieren, liefert uns das die Abschiatzung

*(12) 22<§>'ka <=3,

o=
und dabei gilt die Gleichheit genau dann, wenn die Konfiguration samt-
liche Verbindungsgeraden dieser Punkte enthalt. Aus der Gleichung (10)
folgt mit den Abschitzungen (11,12) sofort die Ungleichung
g s
*(13) Vzlry = k—-ky+ ()

mit den Aussagen i) und ii) Gber die Gleichheit, und daraus ergibt sich
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dann unmittelbar die Behauptung (7) sowie die Aussage iii) (ko = 0)
dber die Gleichheit.

Im Abschnitt 3.3 werden wir aus Ungleichungen fir die CHERNschen Zahlen
mit Hilfe der Formeln 1.3(7) weitere Ungleichungen fir die kombinatori-
schen Invarianten von Geradenkonfigurationen herleiten, die teilweise

auch in beliebigen projektiven Ebenen gelten (siehe 3.3(2,3,7)).

D. Spezielle singulire Konfigurationen: Biischel und Fast-Biischel: Wir
wollen unter den singuliren Konfigurationen einige spezielle Fialle, in
in denen Punkte mit hoher Vielfachheit auftreten, besonders erwihnen.
Zunichst nemnen wir den Extremfall, daf alle Geraden durch einen Punkt
laufen: hier gibt es einen k -fachen Punkt (mit k = 3 ) als einzigen

Schnittpunkt.

Eine solche Konfiguration heift Bischel (engl. pencil); fiur sie gilt

*(14) t, = f, =1

k- fo=1. £

1= k , tr =0 fir r = k ;

'j,k =1 sowie 'j,r =0 fir r=k (G =1,...,k)
Offenbar sind Biischel durch die Bedingung t, # 0 mit k=3 charak-

terisiert.

Die Konfiguration mit einem (k-1)-fachen Punkt (mit k > 4 ) bestehen
aus einem Bischel von k-1 Geraden und einer Transversalen (d.h. einer
Geraden, die nicht durch das Bischelzentrum lauft). Solche Konfigura-
tionen heiRen Fast-Buschel (engl. "near-pencil"), die Transversale in

einem Fast-Bischel nennen wir auch die Basisgerade.
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Die kombinatorischen Daten sind wieder sofort anzugeben: es gilt

*(15) t,=k-1, tp 1= 1, ¢ -0 far r » 2, k-1 ;
fo =k, £ =3(k1) ;
Tj,2 = Tj,k—l =1 fir j =1,...,k-1;
1k,2 = k-1, fj,r = 0 sonst .

Fast-Baschel werden offensichtlich durch die Ungleichung ¢, , # 0

(mit k = 4 ) charakterisiert.

E. Einfach erweiterte Fast-Biischel: Bei der Klassifikation der KUMMER-
schen Uberlagerungen der komplex-projektiven Ebene (siehe Abschnitt
3.2) spielen noch drei weitere Typen von speziellen singuliren Kon-

figurationen eine Ausnahmerolle.

Der erste Typ sind die Konfigurationen mit einem (k~2) -fachen Punkt
(mit k = 5 ) als einzigem singuladren Schnittpunkt. Diese erhalten wir,
indem wir ein Fast-Bischel aus k-1 Geraden durch eine zusitzliche
Transversale so erweitern, daR der Schnittpunkt der beiden Transversa-
len nicht auf einer Buschelgerade liegt. (Wenn sich die Transversalen
und eine Bischelgerade in einem Tripelpunkt schneiden, ergibt das ein

spezielles ,verbundenes Doppelbischel", siehe Absatz G unten).

1 \ \
Die kombinatorischen Daten der Konfiguration haben die folgenden Werte:

e(16) t2 = 2k-3 , tk—2 =1, tr =0 fir r » 2, k-2 ;

fo - 2k-2 , fl = 5k-8 .

Dieser Fall wird durch die Bedingungen tpep = 1 (mit k=5 ) und
t3 =0 far k > 5 charakterisiert.
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F. Doppelt erweiterte Fast-Biischel: Der zweite Typ sind die Konfigura-

tionen mit k = 6, die einen (k-3) -fachen Punkt und sonst nur noch
héchstens Tripelpunkte haben. Eine Konfiguration dieses Typs entsteht,
ind;m wir zu einem Fast-Bischel aus k-2 Geraden zwei weitere Transver-
salen hinzufiigen. Sofern sich alle drei Transversalen in einem gemein-
samen Punkt schneiden, darf dieser nicht auf einer der Bischelgeraden
liegen, da es keine Vierfachpunkte (bis auf das Bischelzentrum im Fall
k = 7 ) gibt; anderenfalls handelt es sich wieder um ein verbundenes
Doppelbischel). Je nach der Anzahl tg der Tripelpunkte auf den drei
Transversalen sind die vier Fille tg =0, 1, 2, 3 zu unterscheiden,
wobei der Fall t; =1 noch in zwei Unterfille (Tripelpunkt auf oder

auBerhalb der Bischelgeraden) aufgeteilt werden kann.
f * *
t3 =1 t3 =1
*
Lo F ty =2
ty = 0] 3

Die Charakterisierung dieser Konfigurationen sowie die explizite Be-
stimmung der kombinatorischen Daten fir die verschiedenen Falle bleibt

dem Leser uberlassen.
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G. Verbundene Doppelbiischel: Die Konfigurationen dieses dritten Typs
enthalten genau zwei singuldre Punkte py, P, , und zwar mit ,komple-
mentiren” Vielfachheiten (r1+r2 = k+1), so daB jede Gerade durch
einen der beiden Punkte liuft und P und Py durch eine Gerade der
Konfiguration (die ,Achse") verbunden sind. Die gesamte Konfiguration
besteht also aus zwei Buscheln von r;-1 bzw. r2—1 Geraden zusammen
mit der Verbindungsgerade der beiden Bischelzentren p; und p, .
(Ohne die Achse bilden die Geraden durch P, natirlich nur im Fall

r,z4 ein Bischel im genauen Sinn unserer Definition aus Abs. D.)

S

ed

Wir geben einige kombinatorische Daten (mit r' :=1r;, r" !=71, )

explizit an:

*(17) t, = (r'-1)(x"-1) , t.

[ — [} - .
bzw. tr 2 (r'=rc") , tr 0 sonst ;

r=t =1 (rf )

fo - (r'-1)(xr"-1) + 2 , £, = 2(r’'-1)(x"~1) + ' + "

1

Diese Konfiguration wird durch die Bedingung charakterisiert, daf

oy =Ty 2 fir einen Index j gilt.

H. Die Beziehung zum klassischen Konfigurationsbegriff der projektiven

Geometrie: In der klassischen ebenen projektiven Geometrie bezeichnet
man ein System von p Punkten und g Geraden als eine ebene Konfigu-
ration, wenn durch jeden der Punkte die gleiche Anzahl +y von Geraden
hindurch geht und wenn auf jeder der Geraden die gleiche Anzahl =« von
Punkten liegt. Diese Inzidenzverhidltnisse werden kurz mit dem Symbol
(pv,g“) (im Fall p =g, ® = ¥ auch nur (py) ) ausgedrickt; offenbar
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gilt p-y = g-n. Neben den Konfigurationspunkten kann es noch weitere
Schnittpunkte der Konfigurationsgeraden geben, die als Diagonalpunkte
bézgichnet werden. Die Konfiguration heift punktvollstandig, wenn alle
Sch&ittpunkte von Konfigurationsgeraden auch Konfigurationspunkte sind.
Entsprechend sind Diagonalen und Geradenvollstdndigkeit durch Dualisie-
ren definiert: Die Verbindungsgeraden von Konfigurationspunkten, die

selbst keine Konfigurationsgeraden sind, heifen Diagonalen; die Konfi-
guration heift geradenvollstindig, wenn alle Verbindungsgeraden der

Konfigurationspunkte selbst Konfigurationsgeraden sind.

Eine regulare Konfiguration im Sinne unserer Definition ( k Geraden in
allgemeiner Lage) ist im klassischen Sinn eine Konfiguration vom Typ
(py,g“) mit p = (g) , Y=2, g=k, n=k-1,; sie ist punktvoll-
standig, aber fiir k > 4 nicht geradenvollstindig. In den folgenden
Abschnitten werden wir einigen weiteren Beispielen von klassischen Kon-
figurationen begegnen. - Da aus dem Zusammenhang stets hervorgeht, ob
wKonfiguration" im Sinne der allgemeinen Definition aus Absatz A oder
in dem strengen klassischen Sinn gemeint ist, sind (hoffentlich) keine

MiRverstindnisse zu befirchten.

2.2 REELLE UND SIMPLIZIALE KONFIGURATIONEN UND PLATONISCHE KORPER

A. Die Zellenzerlegung der reellen Ebene: Wir betrachten in diesem
Abschnitt Geradenkonfigurationen (in dem allgemeinen Sinn aus 2.1,A)
in der reell-projektiven Ebene. Fir eine solche Konfiguration L von
k Geraden haben die in 1.3(2) eingefiihrten gewichteten Summen

fo i rgztr R f1 T rgzr-tr
die folgende geometrische Bedeutung: Sofern L kein Bischel ist, zer-
legen die Geraden der Konfiguration die Ebene in (affin) konvexe poly-
gonale Zellen. Dabei ist fo bzw. fl die Anzahl der 0-Zellen (Ecken)
bzw. der 1-Zellen (Kanten): fir fo ist das offensichtlich; fiur f1
f01gt es sofort mit der Formel 2.1(5). Bezeichnen wir entsprechend mit

£, die Anzahl der 2-Zellen (Flachen), so gilt
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o(1) fo - £+ £, = e(By(R) =1

nach der bekannten Formel fir die EULER-Charakteristik, und wir erhal-
ten somit die Gleichung

f, = ¥ (x-1)-t_+ 1.

2 rz=2 r
Wir bezeichnen nun mit Pg die Anzahl der 2-Zellen mit genau s Sei-

ten (und Ecken). Offenbar gelten die Beziehungen
. 1

*(2) £ - Zps - Z'Zs'ps’

und daraus folgt sofort die Identitat

«(3) g, e + 1G9 -pg =

r>

- 3f, - £ +3f2_2f1 - 3-e(]P2(]R))-3

0 1

(Die Formeln bleiben auch richtig, wenn L ein Bischel ist: In diesem

Fall treten nur ,Zweiseite" auf; es gilt f2 - f1 il k .)

B. Ungleichungen fiir die Anzahl der Zellen und der Schnittpunkte: Wir
setzen jetzt wieder voraus, daR die Konfiguration L kein Buschel ist,
so daR also keine Zweiseite auftreten. Aus den Relationen (2) folgt

dann die Ungleichung

o(4) 2f. 2 3f

1=-""2"

und damit erhalten wir aus (3) sofort die &dquivalente Ungleichung

e(5) £, s 3-(f5 - 1)

Weiter kénnen wir aus (3) leicht folgern, daR in dieser Situation not-
wendig Doppelpunkte, also regulare Schnittpunkte, auftreten missen, da
wir sofort die Ungleichung
*(6) t, =2 3+Y (x-3)-t

2 rgh r

erhalten.

C. Doppelpunkte, einfache Geraden und das Obstgartenproblem: Aus dieser
Ungleichung, deren Beweis von MELCHIOR (1940) stammt, ergibt sich durch
Dualisieren die Antwort auf eine alte Frage dGber die Verbindungsgeraden
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einer ebenen Punktkonfiguration: Sind k Punkte in der reellen Ebene
gegeben, die nicht kollinear sind, so gibt es notwendig ,einfache"
Geraden, d.h. Verbindungsgeraden, auf denen nur genau zwei der Punkte
1ié;en. In dieser Form wurde die Aussage von SYLVESTER vermutet (1893);
eine verwandte Fragestellung wurde bereits 1821 als ,Obstgartenproblem”

("orchard problem") formuliert:

Kénnen die Baume in einem Obstgarten so gepflanzt werden, daf mit je

zwei Biumen mindestens noch ein dritter in einer Reihe steht?

(Zum Obstgartenproblem verweisen wir auf den Artikel von BURR, GRUNBAUM
und SLOANE [1974]).

Die Abschitzung ty = 3, die sich aus der oben bewiesenen Ungleichung
von MELCHIOR ergibt, ist mehrfach verschirft worden. So zeigen KELLY
und MOSER auf drei Seiten die Ungleichung ty = 3k/7 [1958: Thm.3.6];
dagegen erfordert der Bewels der Verschiarfung ty = [k/2] , den HANSEN
(1981) gibt, dber 100 Seiten! Fir gerade Werte k = 2m > 6 1ist HANSENs
Abschatzung die bestmdgliche, wie das Beispiel der Konfiguration A1(2m)
(siehe D) zeigt, die genau m Doppelpunkte hat. Fir ungerade Werte von
k vermutet GRUNBAUM [Grin: Conj. 2.5, p. 18] sogar die untere Schranke
t, = 3-[k/4] far k=3, 5, 13 .

Wie wir im folgenden Abschnitt 2.3 am Beispiel der dualen HESSE-Konfi-

guration sehen werden, gilt die Ungleichung (6) fir komplex-projektive

Geradenkonfigurationen nicht: Doppelpunkte brauchen nicht aufzutreten;

das Obstgartenproblem kann also in der komplexen Ebene geldést werden.

VWir werden aber in 3.4, Abs. G,I zwei andere Ungleichungen herleiten,

die zeigen, daf bei doppelpunktfreien komplexen Konfigurationen zumin-

destens Tripelpunkte auftreten missen. Beide Aussagen sind bei Geraden-
konfigurationen iiber Kérpern endlicher Charakteristik falsch, wie uns

das Beispiel der Konfiguration aller Geraden in :EZ(IH) (mit q 2 3)

Zeigt, die nur (q+l)-fache Punkte hat (vgl. 3.3,J).

D. Simpliziale Konfigurationen: In den oben hergeleiteten Ungleichungen
(4, 5, 6) fur reelle Konfigurationen gilt die Gleichheit nach (2) genau
dann, wenn in der Zellenzerlegung keine 2-Zellen mit s = 4 Ecken vor-

kommen .



64 2. Geradenkonfigurationen

Solche Konfigurationen, bei denen also nur Dreiecke - d.h. zweidimen-
sionale Simplizes - als Zellen auftreten, heiBRen simplizial; die zuge-
horige Zellenzerlegung ist dann eine Triangulierung der reell-projek-
tiven Ebene. Diese besonders interessante Klasse von Konfigurationen
ist von B. GRUNBAUM sehr intensiv untersucht worden. In seinem Artikel
[1971: Appendix] (siehe auch [Grin: 2.1] und GRUNBAUM-SHEPHARD [1984])
hat er alle bekannten simplizialen Konfigurationen ("simplicial arran-
gements") in einem ,Katalog" aufgefiihrt. Dieser enthialt die unendlichen
Serien Ao(k) (k =2 3) und Al(k) (k =2m = 6 oder k = 4m+l > 9) so-
wie 90 ,sporadische" Konfigurationen Ai(k)' Dabei bezeichnet Ao(k)
ein reelles Fast-Bischel (bzw. ein Dreiseit fir k = 3 ), A1(2m) ein
regelmiaRiges m-Seit mit seinen m Symmetrieachsen und A1(4m+1) die

Konfiguration Al(hm) zusammen mit der unendlich fernen Geraden.

&v L

A1(70} A1(72/

(Nach einer Mitteilung von GRUNBAUM sind die Typen A2(17) und A7(17)
aus seinem Katalog isomorph. Der 90. Typ A7(16) findet sich in [Grin:
Fig. 2.3, p.7]. In dem Artikel von GRUNBAUM und SHEPHARD werden die
Konfigurationen mit Ag(k) bezeichnet.)

Viele der sporadischen Konfigurationen hangen mit platonischen Kérpern
und jhren Symmetrieebenen zusammen; wir werden auf die drei ,Grundkon-
figurationen" (zum Tetraeder, Oktaeder/Wirfel und Dodekaeder/Ikosaeder)

gleich genauer eingehen.
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E. Platonische Kdrper und zugehdrige simpliziale Konfigurationen: Wir
erhalten drei schéne simpliziale Konfigurationen, indem wir einen der
funf platonischen Kérper (regelmiRige Polyeder) und die Konfiguration
seiner Symmetrieebenen betrachten. Diesen Ebenen durch den Mittelpunkt
des Polyeders (den wir als Nullpunkt wihlen) im affinen Raum sind Ge-
raden in der projektiven Ebene folgendermafen zugeordnet: Wir proji-
zieren den Kérper vom Mittelpunkt aus auf eine umbeschriebene Sphire.
Dabei gehen die Kanten des Polyeders in Stiicke von Grofkreisbégen uber,
die eine regelmaRige Zellenzerlegung der Sphire liefern. Die Symmetrie-
ebenen schneiden die Sphiare in GroRkreisen, die dann die Zellen bary-
zentrisch unterteilen, so daf wir eine (geodidtische) Triangulierung der
Sphire erhalten. Das Bild dieser GroRkreisbogenkonfiguration unter der
kanonischen Projektion der Sphire auf die reell-projektive Ebene ist
eine simpliziale Geradenkonfiguration. Diese kénnen wir auch unmittel-
bar geometrisch sehen, namlich indem wir die Spur der Konfiguration der
Symmetrieebenen auf (dem projektiven AbschluB) einer affinen Ebene be-
trachten, die nicht durch den Nullpunkt geht. Unter diesen Ebenen sind
natirlich die Seitenebenen des Polyeders sowie die Normalebenen zu den
Verbindungsachsen von antipodischen Eckpunktpaaren (d.h. die Seiten-
ebenen des dualen Polyeders) geometrisch ausgezeichnet; die entstehende
affine Geradenkonfiguration ist dann besonders symmetrisch. Nattirlich
gehéren zu den beiden Paaren von zueinander dualen Polyedern (Wirfel/
Oktaeder, Dodekaeder/Ikosaeder) die gleichen Konfigurationen. Wir dis-

kutieren nun die einzelnen Fille.

F. Die Tetraederkonfiguration A1(6) (vollstéidndiges Viereck): Die

sechs Kanten eines regelmafigen Tetraeders liegen auf sechs Ebenen
durch den Nullpunkt, und diese sind genau sdmtliche Symmetrieebenen.
Auf dem Tetraeder bzw. der umbeschriebenen Sphire schneiden sich die
Ebenen in Paaren von Diametralpunkten, von denen vier Paare auf je

drei Ebenen liegen (Eckpunkte bzw. gegeniiberliegende Flichenmitten)

und drei Paare auf je zwei Ebenen (Kantenmitten). Die zugehérigen

Verbindungsgeraden (Schnittgeraden der Ebenen) sind die dreizahligen
bzw. die zweizahligen Symmetrieachsen des Tetraeders.
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~7 ANS

Die zugehoérige Bildkonfiguration in der Ebene besteht aus einem regel-
miRigen Dreiseit mit seinen Symmetrieachsen; es handelt sich also um

die Konfiguration A1(6) . Die kombinatorischen Daten sind

o(7) k=6, -4 ; f,=7, £, =18 ;

0 1

rp=0 fOr r=4 (G=1,...,6).

Diese Konfiguration besteht aus samtlichen Verbindungsgeraden der vier
Dreifachpunkte, und diese sind in allgemeiner Lage (d.h. keine drei

sind kollinear). Nun operiert die projektiv-lineare Gruppe PGL3 auf

der projektiven Ebene vierfach transitiv, sofern es sich um Punkte in
allgemeiner Lage handelt. Die Tetraederkonfiguration A1(6) ist damit
projektiv-linear aquivalent zu jedem vollstdndigen Viereck, d.h. zur
Konfiguration (43,62) von vier Punkten in allgemeiner Lage und ihren

sechs Verbindungsgeraden.

Diese Konfiguration ist bereits durch die kombinatorischen Daten k=6,
t2-3, t3-a eindeutig bestimmt: Je zwei Tripelpunkte missen durch eine
Gerade verbunden sein, und aus den Formeln 2.1(6, 7) folgt sofort, daf
auf jeder Gerade genau zwei Tripelpunkte liegen. Damit sind diese vier
Punkte in allgemeiner Lage, und die Konfiguration besteht genau aus den

sechs Verbindungsgeraden.

G. Die Oktaederkonfiguratjion A1(9) e rtes vollsténd Viere :
Das Oktaeder (und der dazu duale Wirfel) hat neun Symmetrieebenen. Die
zwdlf Kanten bilden drei Quadrate, die auf drei ,Kantenebenen" liegen.
Diese Ebenen schneiden sich auf dem Oktaeder bzw. der unbeschriebenen
Sphire in den drei Paaren von diametral gegeniberliegenden Eckpunkten;
die Verbindungsgeraden dieser Eckpunktpaare sind genau die vierzahligen

Symmetrieachsen des Oktaeders. Durch jede dieser Achsen gehen noch zwei
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weitere Symmetrieebenen, welche die dritte ,Kantenebene” in den Kanten-
mitten schneiden - die sechs Verbindungsgeraden der Schnittpunkte sind
zwei?ahlige Achsen -; untereinander schneiden sich je drei dieser sechs
zusidtzlichen Ebenen auf dem Oktaeder bzw. der Sphire in den vier Paaren

von Fliachenmitten (mit dreizihligen Verbindungsgeraden).

LAY

A1(9) - A1(8)LJ£m A1(9) - A1(6)tJA0(3)

Die zugehoérige Bildkonfiguration in der Ebene besteht - je nach Wahl
einer vier- oder dreizahligen Achse zum affinen Nullpunkt, d.h. einer
Seitenflache des Wirfels oder des Oktaeders als Bildebene - aus einem
regelma&igen‘Viereck (Quadrat) mit seinen Symmetrieachsen und der un-
endlich fernen Gerade oder aus zwei regelmaRigen Dreiseiten, von denen
eines dem anderen umbeschrieben ist, mit ihren gemeinsamen Symmetrie-
achsen. Die erste Beschreibung zeigt, daR es sich um die Konfiguration

A1(9) - A1(8) U £ handelt; die kombinatorischen Daten sind:

*(8) k=9, ty - 6 , ty - 4 , t, =3 ; f0 -13 , £, = 36 ;

4 1
‘rj,2 =1, 'j.3 -2, fj,h -1 (=-1,...,6) ,

'j,2 -2, rj,3 -0, fj,h -2 (3J=7, 8,9

Wie die zweite Beschreibung sofort zeigt, ist die Oktaederkonfiguration
die Erweiterung des vollstindigen Vierecks A1(6), die sich durch die
Hinzunahme der ,Diagonalen" (im Sinne des klassischen Konfigurations-
begriffes aus 2.1,H) ergibt. Auch diese Konfiguration ist durch ihre
kombinatorischen Daten k, t,, ty, t, projektiv eindeutig bestimmt.
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H. Die Ikosaederkonfiguration A1(15) : Die 30 Kanten eines Ikosaeders
liegen paarweise parallel auf den 15 Symmetrieebenen, und durch diese
15 Ebenen wird auf dem Ikosaeder die erste baryzentrische Unterteilung

definiert.

Die Bildkonfiguration in der Ebene besteht aus 15 Geraden, die sich in
6 Funffachpunkten, 10 Dreifachpunkten und 15 Doppelpunkten schneiden;

auf jeder Gerade liegen je zwei Finffach-, zwei Dreifach- und zwei Dop-
pelpunkte. Diesen Schnittpunkten entsprechen auf dem Ikosaeder 6 Paare
von Eckpunkten, 10 Paare von Flichen- sowie 15 Paare von Kantenmittel-
punkten in antipodaler Lage; die Verbindungsgeraden dieser Punktepaare
sind genau die funfzahligen, dreizihligen bzw. zweizihligen Symmetrie-

achsen. Wir erhalten also die kombinatorischen Daten
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(%) k=15, t, = 15, ty = 10, t. =6 ; f, =31, £, =90 ;

5 0 1

Tj,2 - Tj,3 - Tj,S =2 .
Wihlen wir als affinen Nullpunkt den Bildpunkt (Spurpunkt) einer fanf-
zdhligen Symmetrieachse, so erhalten wir als Bildkonfiguration ein
regelmiaRiges Finfseit mit seinen finf Symmetrieachsen und mit den funf
Diagonalen (die ihrerseits wieder ein regelmifiges Fiinfseit bilden).

In GRUNBAUMs Liste wird die Konfiguration mit A1(15) bezeichnet.

I. Die erweiterten Oktaeder-Wiirfel-Konfigurationen A3(12) und A2(13)
Wenn wir die Oktaederkonfiguration A1(9) als erweiterte Tetraederkonfi-
guration auffassen und den gleichen Erweiterungsschritt nochmals aus-

fihren, so erhalten wir eine neue simpliziale Konfiguration

O\ / L
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mit den kombinatorischen Daten

*(10) k =12, ty = 9, ty = 7, t, - 6 ; fo =22, £, =63 .

1

In GRUNBAUMs Liste ist das die Konfiguration A3(12). Wir kénnen diese
Konfiguration auch folgendermafen beschreiben: Wir betrachten einen
Wirfel mit einem einbeschriebenen oder umbeschriebenen Oktaeder und
dazu samtliche Seitenebenen des Wirfels und des Oktaeders sowie samt-

liche (gemeinsamen) Symmetrieebenen.

Die Schnittgeraden einer beliebigen Seitenebene des Oktaeders mit den
Gbrigen Ebenen dieser Konfiguration bilden dann genau den affinen Teil

der Geradenkonfiguration A3(12).

Wir kénnen zu dieser Konfiguration noch die unendlich ferne Gerade hin-
zunehmen; in der geometrischen Interpretation ist das der Schnitt einer
Seitenebene des Oktaeders mit der dazu parallelen Symmetrieebene. Die
entstehende Geradenkonfiguration ist wieder simplizial; ihre kombina-

torischen Daten sind:

e(11) k =13, t, = 12, ty =10, ¢, = 6 ; fo -28, £; =78 .

Diese Konfiguration wird in GRUNBAUMs Listen als A2(13) verzeichnet.
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2.3 BEISPIELE KOMPLEXER KONFIGURATIONEN: DIE HESSE- UND DIE
CEVA-KONFIGURATIONEN

Als Beispiele fir komplexe Konfigurationen betrachten wir zunichst drei
Konfigurationen, die durch die Wendepunktstruktur der glatten kubischen
Kurven in der komplex-pr;jektiven Ebene bestimmt sind und die mit dem
HESSEschen Biischel zusammenhingen, nidmlich die eigentliche HESSE- (oder
Wendelinien-) Konfiguration, die dazu duale (Fluchtlinien-) Konfigura-

tion und die durch Zusammensetzen aus den beiden entstehende erweiterte

Konfiguration. Anschliefend behandeln wir die CEVA-Konfigurationen.

Far die Diskussion der drei HESSE-Konfigurationen benétigen wir einige
klassische Ergebnisse Uber das HESSEsche Bischel und die Wendepunkte
der glatten kubischen Kurven. Als Referenz verweisen wir auf das Buch

tber algebraische Kurven von BRIESKORN und KNORRER [Bri-Kné: 7.3].

A. Exkurs: Das HESSEsche Biischel und die Wendepunktkonfiguration der

kubischen Kurven: Die (r-fachen) Wendepunkte einer glatten ebenen al-
gebraischen Kurve C sind genau die (r-fachen) Schnittpunkte mit der
zu C gehoérigen HESSEschen Kurve HC (vgl. [Bri-Kné: 7.3, Satz 1,
P.374]). Ist C durch die homogene Gleichung f(zo,zl,zz) = 0 defi-
niert, so ist die HESSEsche durch Hf(z) 1= det(azf/aziazj) =0 gege-
ben; nach dem Satz von BEZOUT hat daher eine Kurve n-ten Grades genau
3n(n-2) Wendepunkte (mit Vielfachheit gezahlt). Ist C eine Kubik, so
auch He ; wir erhalten also neun Wendepunkte. Da die Wendetangente in
einem Wendepunkt ,dreipunktig" schneidet, kann es sich nur um einfache
Wendepunkte mit paarweise verschiedene Wendetangenten handeln. Diese
neun Punkte sind dann die Basispunkte des Biischels, das von der Kurve
und ihrer HESSEschen erzeugt wird. Nun kann die Gleichung einer glatten
ebenen Kubik C durch eine Koordinatentransformation in die HESSEsche

Normalform

3

fx(z) - zg + 2] + zg + Azozlz2 = 0 mit A3

» =27

tberfiohrt werden (vgl. [Bri-Kné: 7.3, Satz 4, p. 379]), und damit ist
C = CA eine Kurve des ,HESSEschen Bischels", das von der FERMAT-Kubik

und der zugehérigen HESSEschen erzeugt wird. Da dann mit der Kurve C
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auch ihre HESSEsche Ho zu diesem Biischel gehért, haben alle glatten
kubischen Kurven des HESSE-Bischels die gleichen Wendepunkte.

Im HESSE-Bischel treten genau vier singuldre Kubiken C, : (f, = 0)
auf, namlich das Koordinatendreiseit C_ : (202122 =0, dh. A=)
und drei weitere Dreiseite CA mit A3 = —27 (,zerfallende Kubiken").
Wir betrachten nun die zwdlf Geraden, aus denen diese vier Dreiseite
bestehen. Da je zwei der Dreiseite sich genau in den neun Basispunkten
des HESSE-Biischels schneiden, 1liegen auf jeder der Geraden drei der
neun Wendepunkte, und durch jeden Wendepunkt geht je eine Gerade aus
einem der vier Dreiseite. Damit sind je zwei Wendepunkte durch eine
Gerade verbunden, und diese schneidet eine beliebige Bischelkurve in
einem dritten Wendepunkt. Die Geraden heiRen auch die Wendelinien und

die Dreiseite entsprechend die Wendedreiseite.

Die geometrische Aussage, daR der dritte Schnittpunkt einer kubischen
KRurve mit der Verbindungsgerade zweier beliebiger Wendepunkte wieder
ein Wendepunkt ist, 14Rt sich auch aus der Gruppenstruktur erkliren,
die durch die Isomorphie mit einem eindimensionalen komplexen Torus
gegeben ist. Diese Isomorphie zu T = €/T wird durch die affine Para-
metrisierung t -+ (x,y) := (p(t),p'(t)) vermittelt, die fur t = 0
durch die WEIERSTRASSsche g-Funktion zum Gitter T gegeben ist und
die durch 0= (0:0:1) = (L:0(0):p'(0)) projektiv fortgesetzt wird.
Mit der so Ubertragenen Gruppenstruktur 148t sich das Additionstheorem
der p-Funktion (vgl. etwa HURWITZ-COURANT [Hu-Cou: II.1.§8, p. 169-
171]) geometrisch so interpretieren: Die Summe der drei Schnittpunkte
mit einer Geraden ist der unendlich ferne Punkt (0:0:1) der Kubik,
d.h. der Bildpunkt fir t =0 und somit das Nullelement. Wie wir schon
erwidhnt haben, sind die Wendepunkte einer Kurve genau die Punkte, in
denen die Tangente ,dreipunktig" schneidet. Daher ist zunichst einmal
der unendlich ferne Punkt der Kubik ein Wendepunkt mit der unendlich
fernen Gerade (w = 0) als Wendetangente (wobei diese geometrische
Aussage sich auch analytisch aus der LAURENT-Entwicklung der g-Funk-
tion ergibt). Weiter sind die Wendepunkte wegen dieses Schnittverhal-
tens genau die Drei-Teilungspunkte, d.h. die Elemente der Ordnung 3

in der Gruppenstruktur. Da diese Punkte eine Untergruppe U3(T) des
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Torus bilden, 1ist unsere geometrische Aussage klar, denn die Summe
von zwei solchen Dreiteilungspunkten ist dann natiirlich ein dritter.
Die\yntergruppe U3(T) ist isomorph zur additiven Gruppe des Vektor-
raumes (IF3)2 , und daher entsprechen die Wendepunkte den Punkten und
ihre Verbindungsgeraden, die Wendelinien, den Geraden der affinen

Ebene tber F3 .

B. Die HESSE-Konfiguration (Wendelinien-Konfiguration): Die Geraden-
konfiguration, die von den zwdlf Wendelinien gebildet wird, nenmen wir
die (eigentliche) HESSE-Konfiguration. Die zwdlf Eckpunkte der Wende-
dreiseite sind Doppelpunkte; die neun Wendepunkte sind Vierfachpunkte;
nach der Formel 2.1(1) gibt es daneben keine weiteren Schnittpunkte.

Damit erhalten wir die kombinatorischen Daten

(1) k=12, t, = 12, ¢, =9, t = 0 sonst;
fo =21, f1 = 60 ;
Tj,2 -2, 'j,4 - 3, Tj,r =0 sonst .

Im Sinne des klassischen kombinatorisch- geometrischen Konfigurations-
begriffs (2.1,H) bilden die neun Wendepunkte mit den zwdlf Wendelinien
eine Konfiguration von Typ (94,123); die Eckpunkte der Wendedreiseite
sind die Diagonalpunkte.

C. Projektive Eindeutigkeit der HESSE-Konfiguration: Wir wollen zeigen,
daR die HESSE-Konfiguration durch ihre kombinatorischen Daten k = 12,

t2 - 12, t, = 9 eindeutig (bis auf projektiv-lineare Aquivalenz) be-
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stimmt ist. Dazu sei L = (Ll""’LIZ) eine Konfiguration mit diesen

Daten und Lj eine der Geraden.

Zunichst folgt aus den Formeln 2.1(2, 3) sofort, daR auf Lj genau
Tj 4" 3 Vierfach- und rj 7 = 2 Doppelpunkte liegen: Da nur die

vier Fille (rj 4,rj 2) = (0,11), (1,8), (2,5) und (3,2) auftreten
konnen, gilt stets Tj,2 =2 ; wegen ) fj,2 - 2-t2 = 24 muf daher

rj 2 = 2 far j =1,..., 12 zutreffen.

Da somit auf jeder Geraden drei Vierfachpunkte liegen, ist jeder Vier-
fachpunkt mit acht weiteren - also mit allen ubrigen - durch eine Kon-

figurationsgerade verbunden. Wir kénnen daraus folgendes schlieRen:

Die zwel Geraden Lj und Lk , die Li in einem Doppelpunkt schnei-
den, treffen sich auch in einem Doppelpunkt. (Wire dieser Schnittpunkt
p nidmlich ein Vierfachpunkt, so miBten die beiden anderen Geraden L.
L, durch p die Gerade Li in Vierfachpunkten schneiden, aber dann
wiren der Punkt p und der dritte Vierfachpunkt auf Li nicht durch

eine Konfigurationsgerade verbunden.)

Die zwdlf Geraden der Konfiguration bilden also vier Dreiseite, deren
Eckpunkte die zwélf Doppelpunkte sind und die sich in den neun Vier-
fachpunkten schneiden. Wihlen wir das Koordinatensystem so, daR eines
der Dreiseite das Koordinatendreiseit ist und daR die Vierfachpunkte
Ai’ Bj' Ck die Koordinaten (lz—ai:O), (Ozlz—ﬂj), (—1k:0:1) mit a;,
ﬂj’ v ™ 0 wund a - ﬂl = 1 haben, so kénnen wir dann den Satz des

MENELAOS von Alexandria anwenden, der besagt:

Drei Punkte (l:-a:0), (0:1:-8), (—:0:1) mit «, B, v = 0 sind

genau dann kollinear, wenn a-8-y = 1 gilt.

(Der Beweis ist elementar, s. Absatz H.) Aus diesem Satz folgt dann
3-
i

neun Punkte A., B.,
1]

sofort, daR a ﬂ? = 7i = 1 gilt; damit sind die Koordinaten der
C, eindeutig bestimmt, und unsere Behauptung

ist bewiesen.

Aus dem Beweis folgt Ubrigens auch, daR die Konfiguration L nicht
in der reell-projektiven Ebene darstellbar ist, da notwendig Schnitt-

punkte mit nicht-reellen Koordinaten auftreten.
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D. Die Perspektiviage der Wendedreiseite: Wir betrachten weiterhin
die vier Wendedreiseite (zerfallende Kubiken) C, bzw. CA (mit
3 = —27) im HESSEschen Bischel. Die Koordinaten der zwdlf Eckpunkte
sind (1:0:0), (0:1:0) und (0:0:1) (far Co ) sowie (1:e§:e2§)
mit ¢3 =1 (for C, mit X = -3 und ¢3 =1 ). Damit ist unmit-
telbar zu sehen, daR auf jeder der drei Verbindungsgeraden 2z = ¢-y
(mit 53 =1 ) des Punktes (1:0:0) mit den Eckpunkten eines der
drei Dreiseite C, auch noch jeweils ein Eckpunkt der beiden ande-
ren Dreiseite liegt. In klassischer Terminologie ausgedrickt, sind
die drei Dreiseite CA in ,perspektiver Lage" mit dem Punkt (1:0:0)
als gemeinsamem Fluchtpunkt (Zentrum der Perspektivlinien). Aus Sym-
metriegrinden gilt das natirlich auch mit den Punkten (0:1:0) bzw.
(0:0:1) . Nun sind nach dem Eindeutigkeitsbeweis alle vier Dreiseite
gleichberechtigt, und damit sehen wir, daR die Gesamtkonfiguration
die bemerkenswerte Eigenschaft hat, daR je drei Dreiseite beziiglich
jedem Eckpunkt des vierten in perspektiver Lage sind: Verbindet man
einen beliebigen Eckpunkt eines Dreiseits mit den drei Eckpunkten
eines zweiten, so liegt auf jeder der drei Verbindungsgeraden auch

noch je ein Eckpunkt des dritten und des vierten Dreiseits.

E. Die duale HESSE-Konfiguration (Fluchtlinien-Konfiguration): Das

System dieser ,Fluchtlinien” der vier Wendedreiseite bildet demnach
eine Konfiguration von neun Geraden, die sich genau in den zwélf Eck-
punkten der Dreiseite zu je dreien schneiden; diese ,Fluchtpunkte"
sind also Tripelpunkte fir die Fluchtlinien. Nach der Formel 2.1(1)
gibt es keine weiteren Schnittpunkte. Wir nennen diese Konfiguration
der Fluchtlinien die duale HESSE-Konfiguration; ihre kombinatorischen

Daten sind:

*(2) k=29, ty = 12, t. = 0 sonst; fo =12, f1 = 36
4 ’

Tj,3 - 5 0 sonst .

Die Fluchtpunkte und -linien bilden auch im klassischen Sinn eine Kon-
figuration, namlich vom Typ (123,94). Da keine Doppelpunkte auftreten
(und da die Konfiguration kein Bischel ist), kann sie (ebenso wie die

Wendelinien-Konfiguration) nicht durch Geraden in der reell-projekti-

Ven Ebene dargestellt werden.
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Wir bemerken noch, daR die beiden Konfigurationen in folgendem Sinne
geometrisch zueinander dual sind: Wir kénnen jedem Eckpunkt eines
Dreiseits die gegentiberliegende Seite zuordnen und umgekehrt. Dabei
entspricht der Verbindungsgerade von zwei Eckpunkten verschiedener
Dreiseite (Fluchtlinie) der Wendepunkt, der der Schnittpunkt der zu-
gehoérigen Gegenseiten ist, und in der Tat schneiden sich die vier
Gegenseiten zu den auf einer Gerade gelegenen Eckpunkten im gleichen
Wendepunkt. Im klassischen kombinatorisch-geometrischen Sinn besteht
die duale HESSE-Konfiguration (123,94) (Fluchtpunkte und -linien)
genau aus den ,Diagonalpunkten® der Ausgangskonfiguration (94,123)
(Wendepunkte und -linien) und aus den Verbindungsgeraden, die keine
Wendelinien sind; umgekehrt wird die Wendelinien-Konfiguration genau

von den Diagonalen der Fluchtlinien-Konfiguration gebildet.

F. Projektive Eindeutigkeit der dualen HESSE-Konfiguration: Wir wollen
zeigen, daR auch die duale HESSE-Konfiguration durch ihre kombinatori-
schen Daten k = 9, ty = 12 bereits bis auf projektiv-lineare Aqui-
valenz eindeutig bestimmt ist. Diese Aussage kénnen wir natirlich mit
dem Dualitatsprinzip der projektiven Geometrie aus der Eindeutigkeit
der HESSE-Konfiguration folgern, sie 1aRt sich aber auch auf direktem

Wege elementar-geometrisch beweisen:

(i) Da jede Gerade die acht anderen schneidet und da nur Tripelpunkte
als Schnittpunkte auftreten, liegen auf jeder Gerade genau 8/2 = 4
der Punkte. Somit ist jeder Tripelpunkt mit 3:3 = 9 weiteren durch
Geraden der Konfiguration verbunden und mit den beiden verbleibenden
nicht. Wir gehen von einem Tripelpunkt - P1 aus und nennen diese zwei
Punkte P2 und P3 .
(ii) Die Verbindungsgerade P,Py gehort nicht zur Konfiguration: Wenn
Pl’ P2, P3 kollinear sind, ist das klar. Sind nun Pl’ P2, P3 nicht
kollinear, so schneiden die drei Konfigurationsgeraden durch P, die
Gerade P2P3 in drei weiteren Punkten; falls also P2P3 eine Konfi-

gurationsgerade wiare, ligen auf ihr mehr als vier Mehrfachpunkte.

(iii) Wir zeigen nun, daR die Punkte Pl’ P2, P3 nicht kollinear sind:

Anderenfalls konnen wir die Koordinaten so wihlen, daR es sich um die
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drei Punkte (0:1:0), (0:1:1) wund (0:0:1) auf der unendlich fernen
Gerade (z0 = 0) handelt. Die Tripel der Konfigurationsgeraden durch
Pl'\?2’ P3 bilden dann in der affinen Ebene (zo-l) Tripel von Ge-
raden, die jeweils zur zy -Achse bzw. zur z, -Achse bzw. zur Diago-
nale parallel sind. Nun ist leicht zu sehen, daR diese mindestens 10

Schnittpunkte haben missen, und damit ergibt sich ein Widerspruch.

(iv) Die zwdlf Punkte bilden also vier Tripel wvon nicht kollinearen
Punkten, deren Verbindungsgeraden nicht zu der Konfiguration gehéren.
Wir erhalten damit vier Dreiseite, deren Eckpunkte die Konfigurations-
punkte sind; je drei dieser Dreiseite sind bezliglich jedem Eckpunkt
des vierten in perspektiver Lage, wobei die drei Konfigurationsgeraden
durch diesen Punkt die Fluchtlinien sind. Wir kénnen nun leicht zeigen,
daR diese vier Dreiseite (bei geeigneter Koordinatenwahl) genau die
Wendedreiseite im HESSEschen Bischel sind, so daR also die Konfigura-
tionspunkte und -geraden als die zugehérigen Fluchtpunkte und -linien
genau die duale HESSE-Konfiguration bilden. Dazu widhlen wir eines als
Koordinatendreiseit ZgZ1Z9 = 0 und betrachten den affinen Teil der
gegebenen Konfiguration (von neun Geraden mit zwdlf Tripelpunkten) in
der Karte (zo = 1) . Dieser Teil besteht aus je drei parallelen Ge-
raden (z1 - ai) bzw. (22 - bj) und den drei Geraden (z2/z1 - ck)
(mit ag, bj’ e * 0 ); die zehn affinen Schnittpunkte liegen dann im
Koordinatenursprung sowie in den neun Punkten (ai’bj)’ die die Eck-
punkte der drei anderen Dreiseite sind. Wir kénnen ohne Einschriankung
a = b1 i 1 setzen. Es ist nun leicht zu sehen, daf ag - b; =1
gelten muB; wir erhalten also genau die Koordinaten der Eckpunkte der

drei Wendedreiseite C mit A3 = —27 im HESSEschen Bischel.

A

G, Die erweiterte HESSE-Konfiguration: Die dritte Konfiguration erhal-

ten wir, indem wir die Geraden der Ausgangskonfiguration (Wendelinien)
und die der dualen Konfiguration (Fluchtlinien der Wendedreiseite) zu
einer Konfiguration von 21 Geraden zusammenfassen. Dabei werden die
Eckpunkte der Wendedreiseite zu Finffachpunkten; die Wendepunkte blei-
ben Vierfachpunkte; zusitzlich kommen noch fir jede der zwslf Wende-
linien die Schnittpunkte mit den drei Fluchtlinien, die durch den ge-
geniberliegenden Eckpunkt des Wendedreiseits laufen, hinzu. Wir erhal-
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ten damit 12-3 = 36 neue Doppelpunkte; weitere Schnittpunkte gibt es
nicht. Die kombinatorischen Daten fir dieser erweiterte HESSE-Konfigu-

ration sind:

e(3) k=21, - 12, tr = 0 sonst ;

t2 4 5
fo =57, £ = 168 ;
fj’2 -3, TJ,h = 3, fj,S = 2 (Wendelinien) ;
Tj,2 4, fj,4 -0, 1j,5 = 4 (Fluchtlinien) ;
'j,r = 0 sonst

H. Exkurs: Die Sdtze von CEVA und MENELAOS: Wir gehen von vier Punkten
Pl’ P2, P3, Q in allgemeiner Lage in der Ebene aus. Die Geraden durch
Pj (j=1,2,3) bilden jeweils ein Bischel L,

J.r’
gerade einem Punkt einer projektiven Gerade Py =CU (=) entspricht.

wobel jede Baschel-

Wir koénnen die Parametrisierung fir die drei Bischel L , SO wihlen,
daf (bei zyklischer Indizierung) der Punkt P,

j+
Lj,O , der Punkt Pj+2 auf Lj,m und der Punkt Q auf Lj,l liegt.

1 auf der Bischelgeraden

L
®, \ §
L}lf Ll,‘
L‘,- L 2,0

Dadurch ist die Parametrisierung eindeutig festgelegt, und der Satz
von CEVA besagt dann:

Drei Geraden Ll,a , LZ,ﬂ und L3 (mit a,B,7y » 0,=) sind genau

» Y
dann konkurrent (d.h. sie schneiden sich in einem Punkt), wenn afy = 1

gile.
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Der Beweis ist elementar: Durch geeignete Wahl der Koordinaten kénnen
wir annehmen, daR die Biischelzentren Pl' P2, P3 die Eckpunkte des
Koordinatendreiseits sind und daB der feste Punkt Q die Koordinaten
(1:1:1) hat. Die Behauptung ergibt.sich unmittelbar, weil in diesen
Koordinaten die Gerade Lj,r durch die Linearform 'Zj+1 -z, =0
gegeben ist.

Die duale Situation beschreibt der Satz des MENELAOS von Alexandria,
den wir bereits beim Beweis der projektiven Eindeutigkeit der HESSE-
Konfiguration benutzt haben: Wir gehen von vier Geraden G, Ll’ L2, L3
in allgemeiner Lage aus. Jede der drei Geraden Lj (=1, 2, 3) wird
durch rj € Pl = CU (=} so parametrisiert, daR (bei zyklischer Indi-
zierung) der Schnittpunkt mit Lj+l durch Tj =0 , mit 1ﬁ+2 durch
Tj =~ o und mit G durch rj =1 gegeben ist. Die Parametrisierung

ist dadurch eindeutig bestimmt. Ist dann je ein Punkt auf L., L,, L

1!
durch seinen Parameterwert a,B8,y (# 0,«) gegeben, so gilt:

2 73

Die drei Punkte sind genau dann kollinear (d.h. sie liegen auf einer

Geraden), wenn afy = 1 gilt.

Der Satz des MENELAOS ist eine singuldre Variante des Satzes, daR in
der additiven Gruppenstruktur einer glatten kubischen Kurve mit einem
Wendepunkt als Nullpunkt die Summe von drei Punkten genau dann Null

ist, wenn die Punkte kollinear sind (Absatz A): Durch die Parametri-
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2.4 SPIEGELUNGSGRUPPEN UND GERADENKONFIGURATIONEN

A. Spiegelungen, Spiegelungsgruppen und Geradenkonfigurationen: Eine
oSpiegelung” ist eine orthogonale bzw. unitire Transformation g auf

einem euklidischen bzw. unitdren Vektorraum V der (reellen bzw. kom-
plexen) Dimension d, die endliche Ordnung hat und far die 1 ein
Eigenwert der Vielfachheit d-1 ist. Der zugehérige Eigenraum ist
eine lineare (reelle bzw. komplexe) Hyperebene in V; diese heift
Spiegelungshyperebene oder kurz Spiegel. Eine endliche Untergruppe G
von O(V) bzw. U(V) heift Spiegelungsgruppe, wenn sie von den Ele-
menten erzeugt wird, die Spiegelungen sind. - Wir konnen reelle Spie-
gelungen bzw. Spiegelungsgruppen auf einem euklidischen Vektorraum V
natirlich auch als komplexe Spiegelungen bzw. Spiegelungsgruppen auf
der Komplexifizierung V ® € auffassen. Da reelle Spiegelungen stets
die Ordnung 2 haben, kénnen Spiegelungen héherer Ordnung nur im Kom-

plexen auftreten.

Zu einer Spiegelungsgruppe auf einem dreidimensionalen Vektorraum V
gehort eine Geradenkonfiguration: Die Spiegel sind Ebenen durch den
Nullpunkt von V , und diesen entsprechen projektive Geraden in der

(reell- bzw. komplex-) projektiven Ebene P(V).

B. Reduzible Spiegelungsgruppen und zugehdrige Geradenkonfigurationen:
Eine Spiegelungsgruppe G auf dem Raum V heift reduzibel, wenn es

einen nichttrivialen G-invarianten Teilraum U (d.h. mit O » U = V )
gibt, anderenfalls irreduzibel. Im reduziblen Fall ist mit U auch das
orthogonale Komplement invariant, und eine Spiegelung g induziert auf
einem der beiden Teilridume wieder eine Spiegelung, auf dem anderen die
Identitat. Ist V dreidimensional, so koénnen bei -geeignet gewsdhlten
j(zl,z2) = 0 bzw. zy = 0

auftreten, wobei die Linearformen lj(zl,zz) genau die Spiegel der in-

Koordinaten nur die Spiegelungshyperebenen £

duzierten Operation auf der (zl,zz)-Ebene (z3 = 0) definieren. Damit
erhalten wir als zugehérige Geradenkonfigurationen nur die funf Typen

Gerade, Achsenkreuz, Dreiseit, Biischel oder Fast-Biischel.
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C. Platonische Koérper und reelle dreidimensionale Spiegelungsgruppen:

Die Spiegelungen an den Symmetrieebenen der platonischen Kérper Tetra-
eder, Oktaeder/Wirfel und Ikosaeder/Dodekaeder erzeugen drei irreduzi-
ble reelle dreidimensionale Spiegelungsgruppen, deren zugehérigen Gera-

denkonfigurationen wir bereits im Abschnitt 2.2 kennengelernt haben.

Nun ist das Produkt zweier Spiegelungen im euklidischen Raum eine Dre-
hung um die Schnittgerade der beiden Symmetrieebenen, und das Produkt
von d Spiegelungen an paarweise aufeinander senkrecht stehenden Ebe-
nen des d -dimensionalen Raumes ist die antipodische Abbildung. Damit
ist klar, daR die genannten Spiegelungsgruppen die vollen Symmetrie-
gruppen der platonischen Kérper sind; sie heifen dementsprechend die
volle Tetraeder-, Oktaeder- bzw. Ikosaedergruppe und werden hier mit
T, 0, I bezeichnet. Die jeweiligen Untergruppen der orientierungs-
treuen Symmetrien (reine Symmetriegruppen) , die in der vollen Gruppe
den Index 2 haben, bezeichnen wir mit T+, 0+, 1* . Die Ordnung der
Gruppen ist in allen Fillen leicht anzugeben, indem wir die induzier-
ten Operationen auf der Menge der Kanten der jeweiligen platonischen
Kérper betrachten: Diese Operationen sind stets transitiv, und weiter
bleibt eine Kante bei der Drehung um die zweizihlige Achse durch die
Kantenmitte invariant und bei der Spiegelung an der durch die Kante
verlaufenden Symmetrieebene punktweise fest. Daraus folgt nun sofort,
daf die Ordnung der reinen bzw. vollen Symmetriegruppen jeweils das
Doppelte bzw. Vierfache der Kantenzahl ist, und wir erhalten so fir
die Gruppen TY, o, 1 bzw. T, 0, I die Ordnungen 12, 24, 60
bzw. 24, 48, 120.
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D. Die Tetraedergruppe: Die Operation der Tetraedergruppe auf den vier
Eckpunkten des Tetraeders zeigt sofort, daR die volle Gruppe T zur
vollen symmetrischen Gruppe S4 und die reine Gruppe TV zur alter-
nierenden Gruppe A, isomorph ist; dabei entsprechen die Spiegelungen
den Transpositionen und die Drehungen um dreizihlige Achsen den Dreier-

zyklen.

E. Die Oktaedergruppe: Einem Oktaeder (bzw. Wirfel) kann ein Tetraeder
auf zwei verschiedene Arten so einbeschrieben werden, daR jede Symme-
trie des Tetraeders auch eine Symmetrie des Oktaeders bzw. Wirfels ist.
Damit ist die (reine bzw. volle) Tetraedergruppe eine Untergruppe vom

Index 2 der entsprechenden Oktaedergruppe.

Wie die Operation der reinen Oktaedergruppe auf den vier dreizahligen
Symmetrieachsen des Oktaeders bzw. Wirfels zeigt, ist auch ot zur
symmetrischen Gruppe 5, isomorph. Die volle Oktaedergruppe O wird
von 0% und der antipodischen Abbildung (Zentralsymmetrie) erzeugt.
Somit ist O das direkte Produkt von 07 mit 22 , der zyklischen
Gruppe der Ordnung 2 .

F. Die Tkosaedergruppe: Dem Dodekaeder kann ein Wirfel (auf fuanf ver-

schiedene Arten) so einbeschrieben werden, daR jede der zwbdlf Warfel-
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kante eine Diagonale in einer der zwdlf Seitenflachen des Dodekaeders
ist. Die gemeinsame reine Symmetriegruppe besteht dann genau aus den
reinen Symmetrien eines Tetraeders, das dem Wirfel einbeschrieben ist,

d.h. T' ist auch Untergruppe von 1t .

Mit der induzierten Operation der reinen Ikosaedergruppe auf den funf
einbeschriebenen Wirfeln ist es nicht schwer zu sehen, daR 1t iso-
morph zu der alternierenden Gruppe A5 ist (vgl. etwa [DVal: 2.11,
P. 29]; fir einen etwas anderen Beweis siehe z.B. [Cox: §3.6, p. 50]).
Ahnlich wie oben sieht man sofort, daR die volle Ikosaedergruppe I
das direkte Produkt von 1T mit zZ, (Zentralsymmetrie) ist.

G, Die induzierte Operation der reinen Gruppen auf Pl(C) : Die reinen
Symmetriegruppen ¢t = 1, ot una 1t operieren (effektiv) auf der
Sphare s? als Gruppen von (strikt) konformen Abbildungen. Mit der
Identifikation 82 -IEl(C) (RIEMANNsche Zahlenspdre) kénnen wir sie
auch als Untergruppen der Gruppe Aut(Pl) - PGLZ(C) der gebrochen-
linearen Transformationen auffassen. Der Quotientenraum ]Pl/G+ ist
natirlich wieder rational; die Abbildung Py - ]Pl/G+ ~TP, ist genau
langs der Bahnen der Kantenmitten, der Flichenmitten und der Eckpunkte
verzweigt; die jeweiligen Verzweigungsordnungen sind 2,3,3 fur die

Gruppe T* bzw. 2,3,4 far OY bzw. 2,3,5 far 1% .
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AuRer diesen Gruppen gibt es nur noch zwei unendliche Serien von end-
lichen Untergruppen von Aut(Pl), namlich die zyklischen Gruppen Z,
die bei geeigneter Koordinatenwahl durch Multiplikation mit den m-ten
Einheitswurzeln auf Pl = CU {o} operieren, und die ,Diedergruppen”,
die daraus durch Erweiterung mit z = 1/z entstehen. (Die zugehdrigen
Urbilder in der Gruppe SU(2) unter der zweiblattrigen Uberlagerungs-
abbildung SU(2) - PSU(2) = Aut(Pl) sind die ,biniaren Polyedergrup-

pen”, die uns im Anhang B2,G erneut begegnen.)

H. Irreduzible komplexe Spiegelungsgruppen und die Klassifikation wvon

SHEPHARD und TODD: Die irreduziblen komplexen Spiegelungsgruppen wur-
den von SHEPHARD und TODD [1954] klassifiziert. Ihre Liste [:Table VII,
p-301] umfaft 37 Klassen, darunter drei unendliche Serien (Nr. 1-3),
19 zweidimensionale Spiegelungsgruppen (Nr. 4-22), je funf drei- und
vierdimensionale (Nr. 23-27 bzw. 28-32) sowie noch funf weitere in den

Dimensionen d =5, 6, 6, 7, 8 (Nr. 33-37).

Die Serie Nr. 1 besteht aus den symmetrischen Gruppen Sd+1 (d=1),
die auf RY als Symmetriegruppen des d-dimensionalen Standardsimplex
operieren. Fir d = 3 erhalten wir die volle Tetraedergruppe T wund
damit die Konfiguration A1(6) . Die Serie Nr. 2, die wir anschlieRend
noch genauer diskutieren, besteht aus den Gruppen G(m,p,d), die auf
Cd (bzw. auf ]Rd im Fall m = 2 ) operieren. In dieser Serie treten
nochmals die volle Tetraedergruppe T und zusitzlich die Oktaeder-
gruppe O auf; auch die anderen dreidimensionalen Gruppen G(m,p,3)
mit m 2 3 1liefern nur uns bereits bekannte Geradenkonfigurationen,
nimlich die reinen sowie die erweiterten CEVA-Konfigurationen CEVA(m)

bzw. CEVA(m,3)

Die Serie Nr. 3, die aus den zyklischen Gruppen Z, der m-ten Ein-
heitswurzeln mit der eindimensionalen Standardoperation besteht, und
auch die eigentlichen zweidimensionalen Spiegelungsgruppen (Nr. 4-22)
sind fir die Untersuchung von Geradenkonfigurationen nicht weiter von
Interesse. Wir merken zu den zweidimensionalen Gruppen lediglich an,
daR als die induzierten Gruppen von projektiven Transformationen auf
der RIEMANNschen Sphire ZPl(C) nur die reinen Tetraeder-, Oktaeder-

bzw. Ikosaedergruppen auftreten.
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I. Die Gruppen G(m,p,d) : Die Serie Nr. 2 besteht aus den Gruppen
G(m,p,d) mit m=2, plm, d= 2, die von den folgenden zwei Typen
von Spiegelungen x -+ X’ auf cd erzeugt werden: Der erste Typ ist

die fir jedes Paar i, j mit i » j durch
_1 . o s
- . ' = . [ -
xi ] xj , xj 9 Xy, X = X (mit k = i,j )
gegebene Spiegelung; der zweite Typ, der nur im Fall p < m auftritt,
ist fur jedes j < d durch xj - ¢~xj s Xp = Xp (mit k = j ) ge-
geben. Dabei ist © eine m-te und ¢ eine m/p -te Einheitswurzel;

das allgemeine Element der Gruppe hat daher die Gestalt x -+ x' mit
x) - ﬂuj-xa(j) , E:"j =0 modp und o €S, .

Die Spiegelungen des ersten Typs haben die Ordnung 2; die Spiegel sind
die Hyperebenen X5 = ﬂ-xj ; die Spiegelungen des zweiten Typs haben
die Ordnung m/p und als Spiegel die Koordinatenhyperebenen xj = 0.
Somit gibt es m-(g) Spiegel des ersten Typs sowie d Spiegel des

zweiten, falls p < m gilt; die Ordnung der Gruppe ist md-d!/p .

Wir betrachten nun im Fall d = 3 die zugehorige projektive Geraden-
konfiguration. Diese enthilt stets die 3m Geraden xj = 9-x; des
ersten Typs sowie im Fall p < m noch zusatzlich die drei Geraden

xj = 0 des Koordinatendreiseits, und somit handelt es sich genau um

die bereits bekannten Konfigurationen CEVA(m) bzw. CEVA(m,3)

Die Gruppen G(m,p,d) sind genau dann reelle Spiegelungsgruppen, wenn
m=2 gilt. Die dreidimensionale Gruppe G(2,2,3) der Ordnung 24
kann sofort mit der vollen Tetraedergruppe T identifiziert werden,
indem man etwa den Punkt (1,1,1) wund seine Bilder unter der Gruppen-
operation betrachtet. Wie wir bereits wissen, ist die Konfiguration
CEVA(2) das vollstindige Viereck A1(6), d.h. die Tetraederkonfigu-
ration. Analog erweist sich G(2,1,3) als die volle Oktaedergruppe O,
und CEVA(2,3) 1ist das erweiterte vollstdndige Viereck A1(9), d.h.
die Oktaederkonfiguration.

J. Die dreidimensionalen Spiegelungsgruppen (Nr. 23-27): Um die irre-
duziblen Spiegelungsgruppen auf einen dreidimensionalen Vektorraum zu

bestimmen, die nicht zu den Serien Nr. 1 und 2 gehoren, gehen SHEPHARD
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und TODD von den induzierten Gruppen G’ = PG von ,Kollineationen"
(d.h. projektiv-lineare Transformationen) auf der projektiven Ebene
(nebene Kollineationsgruppen”) aus. Den Spiegelungen entsprechen Kol-
lineationen endlicher Ordnung, die eine projektive Gerade punktweise
fest lassen und die noch einen Fixpunkt auBerhalb dieser Gerade haben;
solche Abbildungen werden klassisch ,Homologien"” oder auch ,Perspekti-
vitdten" genannt. Die so entstehenden ebenen Kollineationsgruppen sind
seit langem bekannt; sie werden klassisch durch ihre Ordnung indiziert

und mit G60’ G168’ G216 und G360 bezeichnet.

K. Die Gruppe Gy, : Diese Gruppe ist die Kollineationmsgruppe I’ =WP(I),
die zur vollen Ikosaedergruppe 1 gehért; sie ist die einzige reelle
Gruppe unter den oben genannten. Aus unserer Beschreibung in Absatz F
ist klar, daR I’ zur reinen Gruppe 1t~ Ag isomorph ist. Umgekehrt
gehért zu G60 nur genau eine euklidische Spiegelungsgruppe, niamlich die
volle Gruppe I (Nr. 23 in der SHEPHARD-TODD-Liste).

L. Exkurs: Die Gruppe G168 : Die ebene Kollineationsgruppe G168 ist
zuerst von Felix KLEIN im Rahmen seiner Untersuchungen von elliptischen
Modulfunktionen (im Anschluf an seine Arbeiten liber das Ikosaeder wund
die Auflésung der Gleichung 5. Grades) betrachtet worden. Fir die fol-
genden Ergebnisse verweisen wir insbesondere auf KLEINs Originalartikel
«Uber die Transformationen siebenter Ordnung der elliptischen Funktio-
nen" [1878]. Eine sehr detaillierte Darstellung gibt R. FRICKE in sei-
ner Ausarbeitung [K1-Fr] wvon KLEINs Vorlesungen tiber Modulfunktionen;
weiter erwadhnen wir die Lehrbicher der Algebra von H. WEBER [We] und
R. FRICKE [Fr].

M. Die Modulgruppe: Ausgangspunkt unserer Diskussion der Gruppe G168
ist die ,Modulgruppe"

T = BSLy@) = SL,@)/(%1) ,
die durch gebrochen-lineare Transformationen

ab az+b
(¢ @2 = cz+d
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auf der oberen Halbebene H := {z € € ; Im(z) > 0} effektiv operiert.
Der Bahnenraum H/I', der die Isomorphieklassen von elliptischen Kurven
pargpetrisiert, ist zu ¢ -iPl\(w) isomorph, wobei der Isomorphismus
durch die elliptische Modulfunktion J vermittelt wird. Diese Funktion
ist T -invariant und holomorph auf H it einem einfachen Pol in =
und definiert daher auch einen Isomorphismus H/T + P, . Die unendlich-
blattrige Uberlagerung H - H/T 1ist langs der Bahnen T':i und T-p

(mit p = e27i/3

) mit der Ordnung 2 bzw. 3 verzweigt und sonst
unverzweigt:

Far s=(J 73 bazw. =G 1) gilt s(z)=-1/z , also s(i)-1 und
s2=id , bzw. T(z)=2z+l und damit ST(p)=p sowie (ST)>=id. Die

beiden Transformationen S und T erzeugen die Modulgruppe.

N. Hauptkongruenzuntergruppen, Modulargruppen und Modularkurven: Far
jede naturliche Zahl N > 1 ist die ,Hauptkongruenzuntergruppe zur
Stufe N "

rY) = ((25) € PSL,@); a=d=1 (mod N), b=c=0 (mod N))

ein Normalteiler der Modulgruppe. Die zugehdrige Restklassengruppe
PN := ['/T(N) , die wir die ,Modulargruppe" zur Stufe N nennen, hat
fir N2 3 die Ordnung

s = 381 A - 1/p9)

pIN

(Produkt tber die Primteiler). Ist N = p eine Primzahl, so ist Fp
die Gruppe ZPSLZCFP) , die fir p 2 5 einfach ist. Die Ordnung dieser
Gruppe (far p = 3 ) ist u(p) = (p-l)p(p+l)/2 ; wir erhalten so far
P=5 bzw. p =7 (nicht-zyklische) einfache Gruppen der Ordnung 60
bzw, 168 .

Der Bahnenraum H/T'(N) ist eine offene Kurve (nichtkompakte RIEMANN-
sche Fliche), und die natirliche Abbildung H/T'(N) - H/T = € ist eine
#(N) -blattrige verzweigte Uberlagerung mit der Modulargruppe [y als
GALOIS-Gruppe. Diese offene Kurve H/T'(N) kann durch endlich viele
Punkte (.Spitzen") kompaktifiziert werden. Wir erhalten damit eine
(glatte kompakte) Kurve C , die ,Modularkurve" zur Stufe N , mit

(N)
einer effektiven FN -Operation, und eine Fortsetzung der natirlichen
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Abbildung von oben zu einer verzweigten GALOIS-Uberlagerung

c P, = C U (=)

(N) 1

Da § wund ST==(? _%) nicht in der Hauptkongruenzuntergruppe liegen,

tritt langs T-i und T.p (als T, - Bahnen der Punkte I'(N):i und

L'(N)-p in H/T(N) aufgefalt) wied:rum Verzweigung der Ordnung 2 bzw.
3 auf. Mit Hilfe der Abbildungen 2z -+ exp(2riz) bzw. w - exp(2xiw/N)
kann man H/<T> bzw. H/<TN> mit der punktierten Einheitskreisscheibe
identifizieren und damit sofort sehen, daR Gber « Verzweigungspunkte

der Ordnung N liegen. Die HURWITZ-Formel liefert dann die EULER-Zahl

der Modularkurve C = C(N) ; far eine Primzahl p ergibt sich
e = u-lri+isd - —ePDe-6/12 .

Fair p = 5 ergibt sich e = 2 ; die Kurve ist somit rational. Dagegen

erhalten wir far p = 7 Kurven mit e < 0 , also vom allgemeinen Typ.

0. Die Normalkurve und die Kollineationsdarstellun er Modulargruppe:
Wir betrachten nun den Fall p = 7. Die Modularkurve C = C(” hat die
EULER-Zahl e = —4 und somit das Geschlecht g = 3. Zu der Operation
der Modulargruppe F7 auf der Kurve gehdrt eine lineare Operation auf
dem dreidimensionalen Vektorraum Hl’o - HO(C,Oé) der holomorphen

1-Formen und somit auch auf der projektiven Ebene P(Hl’o).

Wie KLEIN in [-:§3] zeigt, ist C nicht hyperelliptisch, und daher de-
finiert die kanonische Abbildung O eine Einbettung der Modularkurve
in diese projektive Ebene (als Kurve vierten Grades). Diese Kurve wird
bei KLEIN als ,Normalkurve" bezeichnet. Beziiglich der Operationen von
P7 auf der Kurve C bzw. auf P(Hl’o) ist die Einbettung ¢ natir-
lich &quivariant, so daf die Gruppe auch auf der ganzen Ebene effektiv
operiert. Damit ist die einfache Gruppe F7 -IPSLZCF7) als ebene Kol-

lineationsgruppe 6168 dargestellt,

(Wendet man diese Konstruktion auf p =5 und C ~P; an und er-

(5
setzt dabei die Garbe @l = 0(=2) durch (al)* = 0(2), so ist der Raum
der globalen Schnitte (holomorphe Vektorfelder) wieder dreidimensional;

jJetzt definieren die globalen Schnitte die ,antikanonische” Einbettung
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g PP, als ebene Quadrik, und wir erhalten die Darstellung
der einfachen Gruppe P5 als ebene Kollineationsgruppe G60.)

P. Zur Struktur der Gruppe 6168 : Die Gruppenstruktur untersucht KLEIN
in [-:§1] anhand der Beschreibung als Modulargruppe F7 = TI'/T(7). Die
Modulgruppe I wird natirlich auch von den beiden Elementen S und

ST mit der Relation 52 - (S'l‘)3 = 1 erzeugt; in F7 gilt noch zu-
sadtzlich fur T = S(ST) die Relation 1/ = 1 . Die Zerlegung in Kon-
jugationsklassen ergibt folgendes Bild: Neben der Identitit gibt es
drei Klassen [S], [_% %] und [% —%] aus je 21 Elementen der Ord-
nungen 2, 4, 4 , weiter die Klasse [ST] aus 56 Elementen der Ordnung
3 sowie die beiden Klassen [T] wund [% g] aus je 24 Elementen der
Ordnung 7. Um einzusehen, daR die Gruppe von den 21 Elementen der Ord-
nung 2 erzeugt wird, benutzen wir zundchst, daf sie Untergruppen ent-
halt, die zur reinen Oktaedergruppe isomorph sind. (KLEIN gibt eine
solche Gruppe G§4 explizit an). Da eine Untergruppe vom Oktaedertyp
zur symmetrischen Gruppe S4 isomorph ist, wird sie natirlich von den
in ihr enthaltenen Elementen der Ordnung 2 erzeugt; weiter enthilt sie
Elemente der Ordnung 3. Da diese in F7 zu ST konjugiert sind, gibt
es eine solche Gruppe, die ST enthilt. Somit ist auch ST ein Produkt
von Elementen der Ordnung 2, und da S und ST die Gruppe F7 erzeu-

gen, folgt die Behauptung.

Q. Geometrie der kanonischen Quartik und die G168 -Operation: Aus der

projektiven Geometrie ist bekannt, daf eine ebene Kurve vierten Grades
genau 24 (= 168/7) Wendepunkte, 56 (= 168/3) Beridhrpunkte ihrer 28
Doppeltangenten sowie 84 (= 168/2) sextaktische Punkte (Punkte, in de-
nen ein Kegelschnitt die Quartik mit Vielfachheit 6 schneidet) besitzt.
Ist die Quartik unter einer endlichen Kollineationsgruppe invariant,
so muR die Operation solche speziellen Punkte jeweils ineinander iber-
fihren. Daher werden die Verzweigungspunkte der Ordnung 7, 3, 2 der
Modularkurve C(n unter & genau auf diese speziellen Punkte der
Normalkurve abgebildet, und diese bilden jeweils eine Bahn unter der
6168 -Operation. (Die Bahnen der ,allgemeinen" Punkte bestehen natir-

lich aus 168 Elementen.) Da die zu den Wendepunkten gehérigen Wendetan-
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genten ebenfalls transitiv ineinander Gberfihrt werden, gilt das auch
far die 24 einfachen Schnittpunkte der Wendetangenten mit der Normal-
kurve; sie bilden ebenfalls eine Bahn unter der G168-0peration und koén-
nen daher wiederum nur Wendepunkte sein. Nun muf die zyklische Gruppe
der Ordnung 7, die einen Wendepunkt festh#lt, dann auch die zugehérige
Wendetangente invariant lassen und somit den Schnittpunkt mit der Kurve
ebenfalls als Fixpunkt haben. Das System aller Wendepunkte mit fester
Fixgruppe und der zugehdrigen Wendetangenten besteht somit aus einem

oder mehreren Zykeln gleicher Linge.

Um die Linge dieser Zykel zu bestimmen, betrachten wir nun die schéne
Darstellung der Modularkurve durch ein symmetrisches Kreisbogenpolygon
aus 14 Kreisbogendreiecken mit den Winkeln «/7, x/7, x/7 in der Ein-
heitskreisscheibe, wobei die orientierten freien Randkomponenten Yj
gemil 72j+1 ~ 7£}+6 (j=0,..,7) miteinander verheftet werden. In den
Eckpunkten stofen jeweils 7 Spitzen aneinander, die nach dem angegebe-
nen Schema identifiziert werden. Die Zeichnung haben wir Felix KLEINs

Originalarbeit [1878] entnommen.

Die Drehung um 2x/7 um den Mittelpunkt reprisentiert ein Gruppenelement
der Ordnung 7, das aufer dem Bild des Mittelpunktes noch zwei weitere
Fixpunkte hat, nidmlich genau die beiden Punkte, die durch die Identifi-
kation der Ecken mit geradem bzw. ungeradem Index entstehen. Daraus
folgt, daR jeder Wendepunkt- Wendetangenten- Zyklus in der Normalkurve
aus genau drei Gliedern besteht, die ein Dreieck bzw. Dreiseit bilden.
(In der Beschreibung als Modularkurve C(” bilden die durch =, 2/7,
3/7 reprasentierten Punkte das zu T gehérige Fixpunkttripel, und
diese drei Punkte werden durch eine Transformation der Ordnung 3 ver-
tauscht: Die Transformation U = (% 2) (mod 7) hat in der Modular-
gruppe P7 die Ordnung 3; fur die Reprisentanten U1 - (% 2;) von U
bzw. U, = (; _IZ) von U2 in T gilt offensichtlich U;-= = 2/7
bzw. U2-w = 3/7).

Das Kreisbogenpolygon tritt bei der Darstellung der Gruppe G168 als
Quotient T/N der hyperbolischen Dreiecksgruppe T := T(2,3,7) nach
dem einzigen Normalteiler N vom Index 168 auf. Die Dreiecksgruppe T

operiert auf der Einheitskreisscheibe B, . Das Polygon ist ein Funda-
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mentalbereich fir N, und der Bahnenraum fBl/N ist wieder die Modular-
kurve C(” . Fir eine Diskussion dieser Gesichtspunkte verweisen wir
auf das Buch von W. MAGNUS [:II.5-7, insbes. p. 94] und natirlich auf

[K1-Fr I: II,6,§8, p.369 ff].

R. Die KLEINsche Quartik und die Matrixdarstellung der Gruppe Gl68 :

Wihlen wir nun eines dieser Wendedreiseite als Koordinatendreiseit, so

folgt leicht, daR die Normalkurve die Gleichung

x3y+ y3z + 2z + axyz(x+y+z) = 0

haben muB. Die von T induzierte Kollineation der Ordnung 7 kann nur

von der Form

(x:y:2) =+ ((angbyzgcz) nit ¢ = e2%/7

sein. Aus der Invarianz der Gleichung folgt a = k, b = 4k, ¢ = 2k mit

k # 0 mod 7 sowie a = 0 , also die Gleichung

f(x,y,z) = x3y + y3z +23% = 0

(KLEINsche Quartik). Aus der Forderung, daf die Gleichung f(x,y,z) = 0
auch unter einer Kollineation der Ordnung 2 (Involution) invariant ist,
leitet KLEIN in [-:§5] fir eine spezielle Involution S die explizite
Matrixdarstellung
¢ _56 g.2_;.5 3
s = /D | 625 g4 ¢ 8
e S
her (vgl. die detaillierte Diskussion in [K1-Fr I: III,6,§85, p.704]).
Die Gruppe G168 wird damit als die Untergruppe von U(3) darge-

stellt, die von den Matrizen S ,

¢ 0 001
T - o ¢* o und U - |1 00
0 o ¢? 010

(mit der Determinante +1 ) erzeugt wird. Als Involution kann S nur

die Eigenwerte -1, -1, 1 haben; somit ist S zwar keine Spiegelung,
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aber die induzierte Kollineation ist eine Homologie (,harmonische Per-
spektivitat"). Da diese Aussage sinngemaR fir alle 21 Transformationen
deg\Ordnung 2 gilt, ist die Gruppe Gigg Von Homologien erzeugt. Die
zugehérige unitdre Spiegelungsgruppe auf €~ erhalten wir, indem wir
die Matrixgruppe noch durch die Zentralsymmetrie —-I3 erweitern. Diese

Gruppe der Ordnung 336 ist die Nr. 24 der Liste von SHEPHARD und TODD.

S. Die G168 -Konfiguration (der 21 Perspektivitdtsachsen): Aufer den

21 Involutionen enthilt die Gruppe Gigg keine weiteren Homologien: Da

ein Schnittpunkt der Fixgerade (,Achse") einer Homologie mit der Kurve
ein Fixpunkt der entsprechenden Ordnung ist, kdmen nur noch die Ordnun-
gen 3 oder 7 in Frage. Die Elemente der Ordnung 3 unserer Matrixgruppe
eZwi/3’ e4ni/3, 1

haben die Eigenwerte ; die der Ordnung 7 sind zu

T oder T ! konjugiert und haben die Eigenwerte §k, §2k, §4k mit
¢ = e2/7 ynd k=1 oder k= -1 . Damit besteht die zur Gruppe
G168 gehorige Geradenkonfiguration in der projektiven Ebene genau aus
den Fixgeraden (,Perspektivitdtsachsen") der 21 Involutionen. Die
Bildpunkte der Verzweigungspunkte der Ordnung 2 auf der Kurve C kénnen
nur die Schnittpunkte mit den Perspektivitidtsachsen sein. Da es genau
84 derartige Verzweigungspunkte gibt, sind die 21 Achsen paarweise ver-

schieden; sie schneiden die Kurve transversal, und die Schnittpunkte

sind genau die 84 sextaktischen Punkte.

Das Schnittverhalten der Perspektivitidtsachsen untereinander kann man
an der Gruppenstruktur ablesen. Die Untergrupe der Transformationen,
die den Schnittpunkt von zwei Achsen festlassen, kann kein Element der
Ordnung 7 enthalten, da ein solches Element und eine beliebige Involu-
tion schon die gesamte Gruppe erzeugen; sie liegt daher in einer Unter-
gruppe der G168’ die zur reinen Oktaedergruppe isomorph ist. Damit kann
diese Fixgruppe nur die Ordnung 24, 12, 8, 6 oder 4 haben. Wie die
genauere Untersuchung zeigt, kommen nur die Ordnungen 8 oder 6 vor;
der Schnittpunkt liegt dann auf den Achsen von 4 bzw. 3 Involutio-
nen. Damit erhalten wir 21 Vierfach- und 28 Dreifachpunkte; wegen der
Gleichheit 21-20 = 21:4-3 + 28-3-2 kann es keine weiteren Schnitt-
Punkte geben. Da auf allen Achsen jeweils die gleiche Zahl T, von

Vierfach- bzw. T4 von Dreifachpunkten liegt, erhalten wir also die
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kombinatorischen Daten

=21, t =0 far r# 3,4 ; 71, = -4 .

k - 21, 4 r 377

ty - 28, t

Far die Details verweisen wir auf die sorgfaltige Diskussion im Buch
von H. WEBER [We:§134-136, p. 508-517]. Im kombinatorischen Sinne ist
die Konfiguration der 21 Vierfachpunkte und der Geraden vom Typ (21,)
und die der 28 Dreifachpunkte und der Geraden vom Typ (283,214). Wir
bemerken noch, daf durch jeden Vierfachpunkt auch vier der 28 Doppel-
tangenten der Quartik verlaufen.

Da die Gies -Konfiguration keine Doppelpunkte hat, kann sie natirlich
nur in der komplexen Ebene dargestellt werden. Interessanterweise laft
sich aber die Teilkonfiguration (214) reell darstellen, wie B. GRONBAUM
[1987] gezeigt hat; dabei treten natirlich noch Doppelpunkte (und auch
Tripelpunkte auf der unendlich fernen Geraden) auf.

T. Die HESSEsche Gruppe Go16 und die HESSE-Konfigurationen: Die ebene
Kollineationsgruppe Go1g steht in enger Beziehung 2zu der HESSEschen
Konfiguration (94,123) der zwolf Wendedreiseite einer glatten ebenen
Kubik (vgl. Abschnitt 2.3,A-B) und auch wieder zur Modulgruppe I'. Dazu
diskutieren wir zunichst die Konstruktion der elliptischen Modulflache

zur Stufe N .

Jeder Zahl r € H koénnen wir die elliptische Kurve €/T' zum Gitter
= I‘f =L, 1> = (nlf +n2; n;, n, €Z) € € zuordnen. Nun fassen wir
r € H als Modulparameter und z € € als Punkt der elliptischen Kurve

C/I‘T zu r auf und identifizieren im Produkt H x € die Punkte

.. ar+b N
(r,z) und (r',z’') (mit »': er+d und z’ : =rsa (z+n11+n2))

fur (: g) € I'(N) (mit N=z3) und n;,n, € Z. Der Identifikations-
raum ist eine nichtkompakte glatte Fliache X = X(m , die dber der of-
fenen Kurve H/T'(N) elliptisch gefasert ist. Dabei werden zwei N-Tei-
lungspunkte 2z = (rlr + r2)/N bzw., z' = (slr' + s2)/N in den Fasern
dber r bzw. 7' (mit ri,sj €Z ) genau dann identifiziert, wemn

(sl,sz)(g g) = (ry,r,) (mod N) gilt. Da wir nur mit Transformationen

aus der Hauptkongruenzuntergruppe operieren, folgt daraus r) =s; und
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r, = s, (mod N). Somit erhalten wir in natiirlicher Weise N2 globale

Schnitte, die in jeder Faser genau die N-Teilungspunkte ausschneiden.

Diese offene Flache X (die ,universelle Familie der elliptischen Kur-.
ven mit Teilungspunktstruktur zur Stufe N") kann nun (glatt) kompakti-
fiziert werden, indem tUbet jeder der u(N)/N Spitzen der Modularkurve
C(m jeweils ein Zyklus aus N glatten rationalen (-2)-Kurven (d.h.
eine Ausnahmefaser vom Typ Iy ) eingesetzt wird; die kompaktifizierte
Fliache X = X(N) ist die elliptische Modulfliche zur Hauptkongruenz-
untergruppe der Stufe N. Wir kénnen die Situation durch folgendes Dia-
gramm darstellen:

X —_— X
H ¢ N) ¢ (N)

| | |

H —— H/T(N) cC C(N)
Jede der u(N)/N Ausnahmefasern der elliptischen Faserung tber den
Spitzen hat die EULER-Zahl N. Mit dem Additivititsprinzip ist sofort
zu sehen, daR die Fliche X die EULER-Zahl e = ¢, = p(N) hat.

Die N2 globalen Schnitte der offenen Fliche X bilden beziglich der
Addition in den Fasern eine zu Z/N xXxZ/N isomorphe Gruppe. Die Menge
der reguldren Punkte jeder Ausnahmefaser kann mit dem Produkt c* x Z/N
identifiziert werden und trigt somit ebenfalls eine Gruppenstruktur.

Die globalen Schnitte kénnen nun so in die Ausnahmefasern hinein fort-
gesetzt werden, daR jede Komponente von genau N Schnitten jeweils in

den N-ten Einheitswurzeln getroffen wird.
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Nun ist das semidirekte Produkt G’ <von SL2(Z/N-Z) und (%-Z/Z)2
eine Gruppe der Ordnung 2N2-p(N), die durch fasertreue Automorphismen
auf der offenen elliptischen Modulflache operiert. Diese Gruppe enthilt
einen Normalteiler A’ der Ordnung 2N2, der aus den N2 Translatio-
nen und den Spiegelungen an den Schnitten gebildet wird. Die zugehérige
Restklassengruppe G’/A’' 1ist zur Modulargruppe FN - mit der kanoni-
schen induzierte Operation auf der offenen Basiskurve H/T'(N) - iso-
morph. Die Operation der Gruppe G’ auf der offenen Modulfliche kann

auf die Kompaktifizierung fortgesetzt werden.

Betrachten wir nun den Fall N = 3, so erhalten wir N2 = 9 Schnitte
in X = 2(3); die Basiskurve C(3) = H/T(3) der elliptischen Modul-
flache ist rational; es gibt u(3)/3 = 4 Ausnahmefasern aus je drei
rationalen (-2)-Kurven; die EULER-Zahl ist u(3) = 12. Wir kennen be-
reits eine elliptische Fliache mit diesen Eigenschaften, nimlich die in
den neun Basispunkten des HESSEschen Bischels aufgeblasene Ebene ﬁz
mit der Abbildung auf den Bischelparameter A (vgl. 2.3,A). Man kann
nun zeigen, daR die neun Schnitte in X rationale (-1)-Kurven sind
und daR die beiden Flichen fasertreu isomorph sind. Damit operiert die
Gruppe G’ der Ordnung 216 natirlich auch auf 'ﬁz , und da die neun
Schnitte bei dieser Operation invariant sind, erhalten wir nach deren
Kontraktion eine induzierte Operation von G’ als ebene Kollineations-

gruppe 0216'

Es ist klar, daR die Wendelinien- und die Fluchtlinienkonfiguration bei
der Gruppenoperation invariant sind. Wir betrachten nun den Normaltei-
ler A’ der Gruppe G’ als Untergruppe G18 . Diese Gruppe enthilt

neun Involutionen, die jeweils der Spiegelung an einem Schnitt entspre-
chen und die somit den Wendepunkt, der bel der Kontraktion aus diesem
Schnitt entsteht, als isolierten Fixpunkt haben. Die zugehdrige Fixge-
rade ist dann genau die Fluchtlinie, die unter der geometrischen Duali-
tidt der Wendelinien- und der Fluchtlinien-Konfiguration (siehe 2.3,E)
diesem Wendepunkt entspricht. Diese neun Involutionen erzeugen den Nor-
malteiler Gig ; die Restklassengruppe G216/G18 ist die Modulargruppe
F3 -ZPSLZ(F3), und diese ist zur reinen Tetraedergruppe T+ = A4 iso-

morph. Der von einem Dreierzyklus erzeugten zyklischen Untergruppe ent-
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spricht in der Gruppe G216 eine Untergruppe der Ordnung 54, die genau
ein Wendedreiseit invariant 148t, und in dieser Untergruppe gibt es ein
Element der Ordnung 3, das die drei Wendepunkte auf einer Gerade fest-
haiz. (Man kann dazu die Identifikation der Wendepunkte- Wendelinien-
Konfiguration mit der affinen Ebene dber dem Koérper F; aus 2.3,A be-
nutzen, unter der die Gruppe G’ mit der Gruppe der Affinititen iden-
tifiziert wird.) Diese Kollineation hilt dann die gesamte Wendelinie
fest und ist somit eine Homologie. Zu jeder Wendelinie gibt es ein Paar
aus zwei solchen Homologien; es ist klar, daR diese zusammen mit den

neun Involutionen die Gruppe G216 erzeugen.

Nun erzeugt aber bereits das System der Homologien der Ordnung 3 die

Kollineationsgruppe. Wenn man diese Erzeugenden durch Spiegelungen auf

¢ reprasentiert, so hat die davon erzeugte unitidre Spiegelungsgruppe

die Ordnung 3-216 = 648, und diese Gruppe ist die Nr. 25 der Liste von

SHEPHARD und TODD. (Die Gruppe G216 erhalten wir als Quotienten nach

der Untergruppe der Skalarmatrizen.) Will man nun auch die Involutionen
durch Spiegelungen darstellen, so muf wie im Fall der G168 noch die

Zentralsymmetrie -1 hinzugenommen werden. Die dann entstehende uni-

tire Spiegelungsgruppe der Ordnung 1296 ist die Nr. 26 der Liste von

SHEPHARD und TODD. Die zugehdrigen Geradenkonfigurationen sind also die
eigentliche HESSE- (Wendelinien-) Konfiguration (bei Nr. 25) und die

erweiterte HESSE-Konfiguration (bei Nr. 26), die wir in Abschnitt 2.3

bereits eingehend diskutiert haben.

U. Die VALENTINER-Gruppe 6360 und die zugehdérige Geradenkonfiguration:
Die ebene Kollineationsgruppe G360 wurde 1889 von H. VALENTINER ge-
funden; ihre Theorie zeigt starke Analogien zu der KLEINschen Gruppe
G168' Wir wollen hier einige Aspekte skizzieren; flr eine eingehende
Diskussion verweisen wir auf das ,Lehrbuch der Algebra", Bd. 2 von

R. FRICKE [Fr: Abschn. II, Kap. 3, p. 241-294].

Man betrachtet gebrochen-lineare Transformationen der Form

A C Az + C
- — |2 = =
-C A -Cz + A
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mit A, A=a* 8-/ und C, C= % §-/7 , wobei j = (-1+/5)/2 gilt
und a,B8,7v,5 ganze Zahlen des reell-quadratischen Zahlkérpers Q(j) =
Q(/5) sind (d.h. von der Form k + 1-j mit k,1 €Z) . Die Transfor-

mationen, deren Determinante

det[-g ;] - a2+ 42 5.8 + 5%
einen der Werte 1 (unimodular), 1 oder 4 (quadrimodular) bzw. 1, 4 oder
2 (dimodular) hat, bilden jeweils Gruppen, die auf der oberen Halbebene
operieren. Die Elemente endlicher Ordnung haben die Ordnungen 2, 4 oder
5; es folgt daraus, daR die groRte der drei Gruppen G mit der hyper-

bolischen Dreiecksgruppe T(2,4,5) identifiziert werden kann und somit

durch zwei Erzeugende S und T mit den Relationen SS- T2- (ST)A- 1

darstellbar ist.

In dieser Gruppe G liegt die ,Hauptkongruenzuntergruppe dritter Stufe".
d.h. die Transformationen mit B, v, § = 0 (mod 3), als Normalteiler
vom Index 360. Die Untersuchung der Struktur der Restklassengruppe G
der Ordnung 360 zeigt, daf diese einfach ist und 45 Elemente der Ord-
nung 2 enthalt. Weiter enthslt G zwei Klassen von je sechs zueinan-
der konjugierten Untergruppen vom Ikosaedertyp, und jede dieser Unter-
gruppen ist ihr eigener Normalisator. Nun operiert die Gruppe auf der
Menge der sechs Untergruppen einer Konjugationsklasse, und aus dieser
Darstellung als Permutationsgruppe folgt, daR G zu der alternieren-

den Gruppe A6 isomorph ist.

Der Bahnenraum H/G °-='B]_/T(2,l;,5) der grofen Gruppe ist die projektive
Gerade; die Abbildung H — H/G -'Pl ist unendlichblattrig mit drei
Verzweigungspunkten der Ordnung 2, 4, 5. Faktorisieren wir die obere
Halbebene nach der Hauptkongruenzuntergruppe, so erhalten wir eine
kompakte Kurve C, die eine 360-blattrige Uberlagerung der rationalen
Kurve H/G mit dem gleichen Verzweigungsverhalten darstellt; die Rest-
klassengruppe G operiert auf C als Decktransformationsgruppe. Nach
der HURWITZ-Formel hat C die EULER-Zahl

e(C) - 360-(2 -2 -3 _4%4y o 18
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also das Geschlecht 10, Die induzierte Operation der Gruppe G auf
H1:0 1jefert damit eine zehndimensionale lineare Darstellung sowie

davon induziert eine neundimensionale Kollineationsdarstellung der

Gruﬁﬁe, wobei die kanonische Einbettung Py € CZP(Hl’o) =Py 4&qui-
variant ist. Man kann nun aber zeigen, daR die Kurve G sogar eine
Einbettung in die projektive Ebene (als glatte Kurve vom Grad d = 6)
hat; die kanonische Einbettung ist dann die Komposition mit der VERO-
NESE-Abbildung ZP2 C PRy der Ebene zum Grad 3. Damit wird die Gruppe

als ebene Kollineationsgruppe G,., dargestellt.

Die alternierende Gruppe Ag wird von den 45 Elementen der Ordnung 2
(Produkte (ij)(kl) von je zwei vertauschbaren Transpositionen) er-
zeugt; diesen entsprechen in der Kollineationsgruppe G360 genau 45
Involutionen. Repridsentieren wir diese Involutionen durch Spiegelungen,
so hat die davon erzeugte Gruppe die Ordnung 6-360 = 2160, und diese
Gruppe ist die Nr. 27 der Liste von SHEPHARD und TODD. Die Spiegelungs-
gruppe enthilt eine Untergruppe der Ordnung 1080, die aus unimodularen
Matrizen besteht und die surjektiv auf die G360 abgebildet wird, aber
keine zur G360 isomorphe Untergruppe. In seinem Buch [-:II,3,§8, p.
263-268] gibt FRICKE Erzeugende fiir diese Matrixgruppe explizit an;
dort findet sich (in [-:...,89, p. 269]) auch die Gleichung

x® + y6 +2% + %(q—3)-(x4y2 + x22 + y4x2 + yaz2 + 282 + z4y2)

+ 6(n+2) -x2y%2z2 = 0
(mit n = %-(1-1/T§ ) fir die Kurve.

AuRer den 45 Involutionen enthalt die Gruppe G360 keine zusitzlichen
Homologien; die zugehérige Geradenkonfiguration besteht somit aus den
45 Perspektivitatsachsen. Fir neun Achsen, die eine Oktaeder-Konfigu-
ration A1(9) bilden, sowie fir zwei weitere gibt FRICKE in [-:..,b§11,
P. 277] Gleichungen an; die anderen Achsen entstehen aus diesen beiden
durch die Transformationen einer Oktaedergruppe. Insgesamt ergeben sich

die kombinatorischen Daten

ty =120 , t, =45, tg = 36
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Kapitel 3
Geradenkonfigurationen und Kummersche
Uberlagerungen der projektiven Ebene

Nach der Diskussion von Geradenkonfigurationen in der projektiven Ebe-
ne kehren wir zur Betrachtung von algebraischen Flichen zurick. Dazu
greifen wir die Konstruktion der KUMMERschen Uberlagerungen der kom-
plex-projektiven Ebene aus Abschnitt 1.5 auf. Dort haben wir fir jede
Konfiguration L aus k Geraden Lj (j=1,...,k) 1in der Ebene,
die kein Bischel ist, und fir jede lokale Verzweigungsordnung n eine
konstant n-fach lings L verzweigte Uberlagerungsfliche X = X (L)
angegeben, die wie folgt konstruiert wird: Wir betrachten zunichst als

algebraisches Modell die KUMMERsche Erweiterung
n n
K = COPZ)(Jll/Ik,...,Jlk_l/lk)

des rationalen Funktionenkérpers COPZ) - G(zl/zo, 22/20) durch die
n-ten Wurzeln der gebrochen-linearen Funktionen Bj/lk, wobei die
Linearform lj(zo,zl,zz) = 0 die Gerade L.j definiert. Dieses alge-

braische Modell wird dann durch das RIEMANNsche Gebilde

X“ - Xn(L) = { (u,w) € Pz X Pk—l ;

n n . : .
wi-lj(u) = wj-li(u) fir 1<1i<j=<k)

geometrisch realisiert, das iliber die zweite Projektion mit einem voll-
stindigen Durchschnitt von k-3 verallgemeinerten FERMAT-Hyperflichen
n-ten Grades in Pk—l identifiziert werden kann. Die Betrachtung in
lokalen Koordinaten zeigt, daR die erste Projektion =: X (L)~ P,
das geforderte lokale Verzweigungsverhalten hat; der globale Uberlage-
Tungsgrad ist N = nk"1 ; genau tber den singulidren Schnittpunkten der

Konfiguration liegen normale Singularitaten.
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Fir die regularisierte Uberlagerungsfliche ﬁn(L) haben wir in 1.3(7)
drei quadratische Polynome in der Variablen n angegeben, mit denen

wir die CHERNschen Zahlen €y = e und c% - k2 sowie die Proportio-

nalitatsabweichung Prop = 3c2 - c% - bis auf den Faktor N/n2 = k3
- in Abhingigkeit von den kombinatorischen Daten k, ty, fo, fl der

Geradenkonfiguration ausdricken. In diesem Kapitel wollen wir die Be-
trachtungen aus Abschnitt 1.5 weiterfihren und insbesondere den singu-

laren Fall systematischer untersuchen.

3.1 DREI BEISPIELE VON BALLQUOTIENTENFLACHEN

Wir wollen in @iesem Abschnitt die Fille diskutieren, in denen KUMMER-
sche Uberlagerungen einer Geradenkonfiguration zu Ballquotientenflichen
fahren. Wir erinnern daran, daR die Uberlagerungsflache vom allgemeinen
Typ sein muf und daR dann die Bedingung Prop = 0 notwendig und auch
hinreichend ist. Mit den Ergebnissen aus 1.1,H bzw. 1.5,C scheiden da-
her reguldre Geradenkonfigurationen (d.h. allgemeine Lage) aus. Die
Méglichkeiten fir singulare Schnittpunkte und fir die lokale Verzwei-
gungsordnung n sind durch die Punktbedingung eingeschrankt, die wir
in Abschnitt 1.3,F aus dem relativen Proportionalititssatz gefolgert
hatten: Alle singuldren Schnittpunkte der Verzweigungskonfiguration L
haben die gleiche Vielfachheit r ; nur die Werte r = 3, 4, 6 sind zu-

liassig; die zugehérigen Verzweigungsordnungen sind dann n = 5, 3, 2.

A. Die Geradenbedingung prop ij = 0 : Wir gehen von einer singularen
Geradenkonfiguration L aus, die der Punktbedingung prop EV =0 in
allen singularen Schnittpunkten geniigt (s. oben). Die Geradenbedingung
prop tj = 0 far die Urbildkurven der Geradenkonfigurationsgeraden ist

nach 1.3(12) gleichbedeutend mit der Gleichung

(n—l)(fj _2) - 20j ,

wobei 73 bzw. aj die Gesamtzahl aller (reguliren oder singuliren)
bzw. aller singuliren Schnittpunkte auf Lj bezeichnet. Da die Punkt-
bedingung erfullt ist, gibt es nur Doppel- und r-fache Punkte (d.h. es
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gilt o, = ), und es gilt die Beziehung 1.3(14): (n-1)(x-2) = 4.
3 g g

T,
J’r
Damit kann die Geradenbedingung in die Form

(r-h)rj,r - er'2 +4 =0
gebracht werden, aus der wir mit der Relation (r—l)-rj st Tj 9 = k-1
aus 2.1(2) die einfachere dquivalente Bedingung
o(1) Tj,2 + ’j,r = (k+3)/3

erhalten. Durch Summation tber alle Geraden ergibt sich dann mit der

Formel T =r-t (s. 2.1(3)) schlieflich die Relation
j J.r r

*(2) £, = k(k+3)/3,

in der nur noch ,globale" Konfigurationsdaten auftreten. Mit diesen
nlokalen" und ,globalen® Formen der Geradenbedingung haben wir weitere
notwendige Bedingungen dafir gefunden, daR eine lings einer singuliren
Geradenkonfiguration konstant verzweigte Uberlagerung der projektiven

Ebene eine Ballquotientenfliche sein kann.

B. Ein kombinatorisches Kriterium fiir Ballquotienten: Die eben herge-
leitete ,globale" Form (2) der Geradenbedingung ist auch hinreichend
daftir, daR die KUMMERsche Uberlagerungsfliache ﬁn(L) ein Ballquotient
ist, sofern sie nur vom allgemeinen Typ ist. Aus den Formeln 1.3(7,10,
12) 1aRt sich namlich durch Umformung mit Hilfe der kombinatorischen
Identititen 2.1(2,3,5) fur eine beliebige singulare Geradenkonfigura-

tion leicht die Relation
°(3) Prop X = %(n—l)-§ prop ij - %(n+1)-z prop Eu
v

herleiten. Wenn alle Punktbedingungen prop Ev = 0 erfullt sind, ist
damit die globale Proportionalitat Prop X=0 dquivalent dazu, dal

Zj prop ij - 0

gilt. Diese Gleichung kénnen wir wie oben umformen und in die Form
25 ((r—lo)rj'r - ZTj,Z +4) =0

bringen, die wieder zu der ,globalen"” Version (2): f1 = k(k+3)/3
dquivalent ist.
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C. Geradenkonfigurationen mit Dreifachpunkten: Wir betrachten zunichst
den Fall einer Geradenkonfiguration, die nur Dreifachpunkte als singu-

lare Schnittpunkte hat. Die Bedingung (2) wird zu
*(4) 2ty + 3tq = k(k+3)/3.

Nach der Formel 2.1(l) fuar die (gewichtete) Anzahl der Schnittpunkte

einer Geradenkonfiguration gilt weiter
t, + 3t3 = k(k-1)/2 ;
durch Subtraktion erhalten wir daher

t, = ~k(k-9)/6.
Da trivialerweise ty, 2 0 gelten muR, sind nur zwei Fialle mit ty 2 1

méglich:

k=6, -3, ty = 4 (Fall 1) ;

2
k=09, ty = 0, tg=- 12 (Fall III).

(Die Bezeichnung I und III ist so gewahlt, daR sie mit der bei HIRZE-

BRUCH [1983] und ISHIDA [1983 a,b] ubereinstimmt; Fall II ist eine Kon-

figuration mit Vierfachpunkten.) In jedem der beiden Falle gibt es bis

auf projektiv-lineare Aquivalenz genau eine Geradenkonfiguration mit

diesen kombinatorischen Daten:

Im Fall I handelt es sich um die Tetraederkonfiguration A1(6), d.h.
das vollstdndige Viereck (vgl. 2.2,F), im Fall III um die duale HESSE-
Konfiguration (Fluchtlinien der Wendedreiseite im HESSEschen Biischel),
die auch die Konfiguration CEVA(3) ist (vgl. Absiatze E und I in 2.3).

D. Zwei Ballquotientenflachen (Beispiele und III): Setzen wir die
zulissige lokale Verzweigungsordnung n = 5 in das quadratische Poly-
nom 1.3(7) far (nz/N)-Prop 4 ein, so koénnen wir bei einer Konfigura-

tion mit Dreifachpunkten die rechte Seite umformen:
e(5) (25/N)-Prop X = 36£, - 8f; — 16k - 4t,
- 4(4t2 + 3t3 - 4k).

Demnach ist bei beiden Konfigurationen I und III far die zugehérige
KUMMERsche Uberlagerungsfliche X - ﬁS(L) die Bedingung Prop £=0
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erfillt. Die Berechnung der CHERNschen Zahlen mit den quadratischen
Polynomen 1.3(7) far e(®)/n*> bzw. Kp%/nk3 1iefert

e = 15-125, K2 = 45-125 far %

e-sb.1m1, K2 -56.333 far Ry
damit sind beide Flachen vom allgemeinen Typ (wegen K2 >9, s. A.1,Q
und somit Ballquotienten. Die Fliche ﬁI ist eine SS—bléttrige ver-
zweigte Uberlagerung der in vier Punkten in allgemeiner Lage aufgebla-
senen Ebene; die Flache iIII ist eine 58—bléttrige verzweigte Uber-
lagerung der Ebene, die in den zwolf Eckpunkten der Wendedreiseite im

HESSEschen Blschel aufgeblasen ist.

E. Geradenkonfigurationen mit Vierfachpunkten: Wir betrachten jetzt

den Fall einer Geradenkonfiguration, deren singulire Schnittpunkte

stets die Vielfachheit r = 4 haben. Mit den beiden Bedingungen

2t2 + 4t4 = k(k+3)/3,

ty, + 6t4 = k(k-1)/2
aus (2) bzw. 2.1(1) erhalten wir die Gleichheit

t, = k, t, = k(k-3)/12.

2
Die letzte Bedingung liefert damn k = 12 sowie k = 0 oder k = 3
mod 12. Far k = 12 erhalten wir die kleinste Lésung:

k =12, t, = 12, t, = 9 (Fall II).

2

Zu diesen kombinatorischen Daten gibt es wiederum - bis auf kombina-
torische Aquivalenz - genau eine Geradenkonfiguration, namlich die

HESSE-Konfiguration (der zwolf Wendelinien, vgl. 2.3,I).

E. Die Beispielfliche IT : Die Flache X;; := X;(L) zu dieser Konfi-
guration gentigt der Proportionalitatsbedingung Prop X = 0 ; die Be-
Technung der CHERNschen Zahlen liefert e = 310,16 und k? = 310.48.
Damit ist auch diese KUMMERsche Uberlagerungsflache iII eine Ball-
quotientenflache, und zwar'eine 311 (=177147) -blattrige verzweigte
ﬁberlagerung der in den neun Wendepunkten einer glatten kubischen Kur-

Ve aufgeblasenen projektiven Ebene.
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G. Die Einzigkeit des Beispiels II: Wir wollen zeigen, daR es keine
weitere singulire Geradenkonfiguration L gibt, bei der nur Doppel-
und Vierfachpunkte auftreten und die der Bedingung fl = k(k+3)/3 ge-
nigt. Dazu wollen wir aus der Annahme, daf eine solche Konfiguration

L = (Ll’ v ,Lk) mit k = 15 existiert, einen Widerspruch herleiten.

(i) Da die zugehdrige KUMMERsche Uberlagerung vom allgemeinen Typ und
somit eine Ballquotientenflidche sein miBte, folgt aus (1) mit 2.1(2)

(siehe A) sofort
Tj,2 -2, Tj,l; = (k=-3)/3.

(ii) Wir blasen nun die Ebene in allen Vierfachpunkten auf und betrach-
ten in ]f’z i= a_l(]Pz) die strikte Transformierte L' = Xj Lj des
Divisors L = Zj L.. Da auf jeder Gerade Lj genau zwei Doppelpunkte
von L liegen, besteht L’ aus (evtl. mehreren) Zykeln von glatten

rationalen Kurven. Offenmbar gilt fir die EULER-Zahl

e(L') = k = t,

sowie fir die Schnittzahlen

o (6) R (LJ()2 +2 (=2 -Kk/3).

(iii) Zu dem Paar (]ﬁz,L') bzw. zu der offenen Flache 11[32 \ L’ geho-
ren logarithmische CHERNsche Zahlen, die nach A.2(4) durch

c, = cz(ﬁz,y) - e(f»z) -el) = 3+¢, -t,

=2 . 2 - 72
c] ¢ cl(]Pz,L') K
gegeben sind; dabei bezeichnet
K := K+ L' mit K;-l(i*,2
den logarithmisch kanonischen Divisor des Paares. Um dessen Selbst-
schnittzahl auszurechnen, wenden wir die Adjunktionsformel auf eine

Komponente Lj an: Aus ﬁLi + (Lj)2 = -2 folgt mit (6) die Relation

R-Lt = -L'-L!,
J J

die zu E-Lj = 0 &quivalent ist, und daraus durch Summation

K-L' =o0.
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Daher kénnen wir die Selbstschnittzahl wie folgt ausdriicken:
(7 R - RR+KL = KR-KL
- RR-1v) = R2 - @w)?.

Die Berechnung von (L')2 ist einfach: es gilt

’ 2 ’ 2 "L —_ —- _ —_
*(8) (L") = Z (LJ.) + _):. Li LJ. = k-4t + 2t2 - 4t, + 3t2.
J 1]
Mit ﬁ2 = 9 - €, erhalten wir aus (7) und (8) sofort
=2 - . -
K- = 9 + 3t4 - 3t2 = 3.(3 + t, t2).

Also gilt fir die logarithmischen CHERNschen Zahlen des Paares (fz,L’)
bzw. der offenen Fliche ﬁz \ L' die Proportionalitit

ez -3c,.

(iv) Nach diesen Vorarbeiten kann die Einzigkeit bewiesen werden, indem
wir zeigen: Falls es eine solche Konfiguration mit k = 15 gabe, so

wiare das Paar (fz,L') vom logarithmisch allgemeinen Typ (siehe An-

hang A.2,B). Aus der Proportionalitit E% = 332 folgt dann, daf G§2,L')
die Kompaktifizierung eines offenen Ballquotienten wire (vgl. Absatz L
der Einleitung bzw. Anhang B.3,B). Nach den Resultaten von J. HEMPERLY
[1972] und R.-P. HOLZAPFEL (siehe etwa [1981b: 2.3] und die dort erwahn-
te Literatur) besteht aber der Kompaktifizierungsdivisor eines offenen
Ballquotienten aus glatten elliptischen Kurven oder gewissen (,ellip-
tischen") Biumen rationaler Kurven, also niemals aus Zykeln rationaler

Kurven.

(v) Wir zeigen zunichst, daR der logarithmisch kanonische Divisor K
numerisch effektiv ist, d.h. daR fir jede (ohne Einschrankung irredu-
zible und reduzierte) Kurve C in der aufgeblasenen Ebene ﬁz die
Abschatzung K-C = 0 gilt.
Far die Ausnahmekurven Ey, die beim Aufblasen der Vierfachpunkte P,
entstehen, ist das klar: es gilt

K-E, = K-E + L'-E, = -1+ 4 = 3>0.

Nun sei C eine irreduzible Kurve in fz , die nicht vom Aufblasen der
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Vierfachpunkte herkommt. Fir die Bildkurve C := o(C) in der Ebene sei
d der Grad und s, = E-Ev die Vielfachheit in einem Vierfachpunkt
P, der Konfiguration. Da C die eigentliche Transformierte der Bild-
kurve C unter o ist, gilt in der Divisorenklassengruppe Pic(Pz)
die Gleichung

C=0"(C) -~ ) s, E, = o'(dH) -] s, E,
14 v

wobei H € Pic(Pz) die Hyperebenenklasse (d.h. eine Gerade) bezeich-

net. Fir den Divisor L’ folgt aus Lj - a*(H) - ¥ E, durch Auf-
summieren v

L' = o"(kH) - 4T E, ,
v
A * * N
und mit K = ¢ (KPZ) + § E, = ¢ (-3H) + E E, ergibt sich

K = R+L = o"(-3)-B) -3-TE, .
1 4
Damit erhalten wir die Schnittzahl
K-C = d(k-3) - 3.} s, -

1 4
Um zu zeigen, daR K numerisch effektiv ist, muR also die Ungleichung
*(9) d-(k-3) = 3.} s,

v

bewiesen werden. Dazu betrachten wir die (k)<t4)-Inzidenzmatrix

0 PV$LJ’1

s, P,€ Lj'

A = (a 'y) mit aj,v i- {

Offenbar gilt fir die Zeilen- bzw. Spaitensummen dieser Matrix
§ ay , =< Lj.C = d bzw. § ay - 4s ,

und daraus folgt fir die Doppelsumme

j?va v - 4-§ s, s dk,

also

L s, < d-k/s.
v

Fir k = 12 gilt aber k/4 < (k-3)/3, und damit ist die Ungleichung
(9) gezeigt,
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(vi) Wie sofort zu sehen ist, hat dieser numerisch effektive Divisor X
far k = 15 (strikt) positive Selbstschnittzahl, denn mit den Werten

aus Absatz E erhalten wir far - R2/3 den Wert

©2
t, -ty +3 = (k-3)(k-12)/12.

(vii) Wir benutzen nun noch einige Ergebnisse einer Arbeit von SAKAI
[1980], in der die ENRIQUES-Klassifikation der glatten algebraischen
Flachen auf Paare tUbertragen wird (vgl. Anhang A.2,C). Wie sofort zu
sehen ist, ist das Paar (]ﬁz,L') minimal, und der Divisor L' ist

semi-stabil. Da K numerisch effektiv ist und 22

>0 fir k=15
gilt, ist das Paar (]§2,L') vom logarithmisch allgemeinen Typ. (Fur
k =12, d.h. wenn L die HESSEsche (Wendelinien-) Konfiguration ist,

gilt x = 1; vgl. SARAI [-:3.15].)
(viii) Nach (iv) ist damit die Einzigkeit wie behauptet gezeigt.
Die drei eben beschriebenen Ballquotientenfldchen sind unter mehreren

Gesichtspunkten weiter untersucht worden. Wir wollen hier nur kurz auf

einige Ansitze und Ergebnisse hinweisen.

H. Gefaserte Struktur: Die Flachen X haben in naheliegender Weise
gefaserte Strukturen tber Kurven: Zunichst ist die in den singulidren
Schnittpunkten aufgeblasene Ebene ]f’z dber jeder der Ausnahmekurven
Ey =‘I1 gefasert, wobei die allgemeinen Fasern genau die (strikten
Transformierten der) Geraden L =]P1 durch P, sind, die sonst kei-
nen singuldren Schnittpunkt treffen. Die Komponenten der zugehdrigen
Urbildkurven in X sind dann KUMMERsche Uberlagerungen dieser Geraden.
Durch die STEIN-Faktorisierung (siehe z.B. [Gr-Re: 10, §6] oder [Har:
I11,11.5]) der zusammengesetzten Abbildung X - f‘z - P, erhalten wir

eine Darstellung der Uberlagerungsflache % als Faserraum

£
|
Py
|

R — ]Pl-Ey
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dber einer glatten Kurve R, wobei die oben erwihnten Komponenten die
allgemeinen Fasern bilden. Die Basiskurve R ist ihrerseits wieder

eine KUMMERsche Uberlagerung der Geraden P; ~E .

Weitere Faserungen erhidlt man z.B. fir je vier singuldre Schnittpunkte
in allgemeiner Lage: Das Biischel der Kegelschnitte durch diese Punkte

definiert wieder eine Projektion ﬁz *‘Pl.

Fir die KUMMER-Uberlagerungen zum vollstindigen Viereck kénnen wir
somit fanf verschiedene Faserungen angeben. Mit Hilfe dieser Faserun-
gen der Ballquotientenfliche 21 hat A. SOMMESE gezeigt, daR es Fla-
chen vom allgemeinen Typ gibt, deren CHERN-Quotient =« = c%/c2 eine

beliebig vorgegebene rationale Zahl im Intervall ([2,3] ist (3.4,0).

Auch fiar ﬁII findet man noch eine weitere Faserung: Die singuliren
Schnittpunkte der HESSE-Konfiguration sind ja genau die Basispunkte
des HESSEschen Biischels; die aufgeblasene Ebene ﬁz ist durch die
Abbildung auf den Bischelparameter A uber Pl in die elliptischen
Kurven dieses Buschels gefasert; die Wendedreiseite sind die Ausnahme-
fasern (vgl. 2.3,A und 2.4,T). Durch die STEIN-Faktorisierung der Kom-
position p' ﬁz - By erhdlt man wieder eine Faserung % + G dber

einer glatten Kurve C mit zusammenhidngenden Fasern.

I. Weitere Ballquotientenflichen als freie Quotienten: Die GALOIS-Grup-
pe G einer KUMMERschen Uberlagerung X - ]§2 ist zu (Z/n-Z)k'_1 iso-

morph (siehe 1.5,A). Wenn nun X ein Ballquotient ist, auf dem eine
Untergruppe H der GALOIS-Gruppe frei operiert, so ist die Quotienten-
fliche ﬁ/H selbst wiederum ein Ballquotient und auch eine verzweigte
Uberlagerung von iﬁz mit dem richtigen lokalen Verzweigungsverhalten,
aber jetzt mit kleinerem Grad N = nk'l/ord(H). Far ﬁI hat M.-N.

ISHIDA [1983a: §6, Bsp. 1-5] mehrere Beispiele solcher Untergruppen an-
gegeben. Vier von diesen Gruppen (Beispiel 1-4) haben die Ordnung 25,
so daR sich fur die zugehdrigen ,freien Quotienten" der Uberlagerungs-
grad N = 125 ergibt; insbesondere kénnen so die von M. INOUE [1981],
R. LIVNE [1981] und E. HORIKAWA sowie von HIRZEBRUCH {1982] konstruier-
ten Beispiele von Ballquotientenflichen einheitlich dargestellt werden.
In Beispiel Nr. 5 hat H die Ordnung 125, damit gilt N = 25 ; hier
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liegt Gber jedem Doppelpunkt von f also nur noch ein Punkt in iI/H!

J. Berechnung der Irregularitidt: In der Arbeit [1983a] hat ISHIDA fiur
die drei Beispielfliachen und fir die oben erwdhnten freien Quotienten

von ﬁI die Irregularitit q = hl’o berechnet; er erhidlt die Werte
a®p) = 30, aq&ypp) - 96, a&yp - 154

sowie q = 10, 6, 4, 2 und 0 fur die freien Quotienten. Der Fall q=0

tritt bei Beispiel 4 ein; dort hat H die Ordnung 25, und somit gilt

e =75 und K2 = 225. Fir sein Beispiel Nr. 5 mit Ord(H) = 125, d.h.
mit EULER-Zahl e = 15, erhilt er die Irregularitit q = 2.

Die von ISHIDA dargestellte Methode ist generell zur Berechnung der
Irregularitat der KUMMERschen Uberlagerung ﬁn(L) zu einer singuliren
Geradenkonfiguration anwendbar. Fir das vollstidndige Viereck (Konfigu-
ration I) gilt q = 5-(“;1), wie M. GLASER [1983] (s. ZUO [....])
gezeigt hat. Die in Absatz H angegebenen finf Faserungen von X ha-
ben alle dieselbe Basiskurve R, nidmlich die FERMAT-Kurve n-ten Grades.
Die Basis hat die EULER-Zahl e = n(3-n) und damit das Geschlecht

g = (nal), und man kann zeigen, daR die auf pd zurickgeholten globa-
len 1-Formen von R unter den verschiedenen Projektionen unabhingig
sind und simtliche l-Formen auf der Flache liefern. Allgemeiner erhilt
Kang ZUO im Rahmen seiner Dissertation [in Vorbereitung] das Resultat,
daf q(ﬁn(L)) wie nr_1 wachst, wobeli r die grofte auftretende
Vielfachheit eines singuldren Schnittpunktes ist. Falls samtliche

Primfaktoren von n genigend grof sind, gilt
aX (L) ~ q;(n)

far ein Polynom q; vom Grad r-1. Die 1-Formen auf X erhalt man

auch im allgemeinen Fall im wesentlichen durch Projektionen auf Kurven.

K. Der Fall r=6, n=2 (Konfigurationen mit Sechsfachpunkten): Zum
AbschluR unserer Diskussion bleibt der Fall einer singuldren Geraden-
konfiguration L, die nur Sechsfachpunkte als singuldre Schnittpunkte

hat, zu erdrtern. Aus der ,globalen" Form der Geradenbedingung (2):

fl - 21:2 + 6t6 = k(k+3)/3
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folgt mit der Formel 2.1(1) fiur die Gesamtzahl der Schnittpunkte
( ty + 15t6 = k(k-1)/2 ), daR diese ,globale" Bedingung genau dann

erfillt ist, wenn
ty = k(k+9) /12, te = k(k-3)/36

gilt. Fir die Anzahl der Schnittpunkte auf den einzelnen Geraden Lj
ergeben sich aus Tj,2 + 'j,6 = (k+3)/3 und 'j,2 + STj,6 = k-1
(Geradenbedingung (1) sowie 2.1(2)) die Werte

1, = (k+9)/6, e = (k=3)/6.

75,2 - 75,6 -
Damit muR notwendig k = 3 mod 12 gelten. Setzen wir k = 12m+3 ein,
so erhalten wir

t2-12m2+15m+3, t6-4m2+m;

12-2m+2, 76—2m.

Beispiele fiir solche Konfigurationen sind uns nicht bekannt. Wenn sie
existieren, muR m > 3 gelten, die Anzahl der Geraden ist dann min-
destens 39, Das Argument dazu ist einfach: Wir wihlen die Gerade L,
als unendlich ferne Gerade und betrachten die Restkonfiguration in der
affinen Ebene 1’2 \Lk. Aus den Geraden durch die Sechsfachpunkte auf

L erhalten wir dann e Scharen von je funf parallelen Geraden. Auf
jeder Geraden einer Schar liegen (im Endlichen) Te ~ 1 Sechsfach-
punkte; somit muf die Gesamtzahl te — L der affinen Sechsfachpunkte
mindestens gleich 5(16—1) sein. Fir die Werte m =1 (d.h. k = 15)
bzw. m = 2 (d.h. k = 27) ergibt das offensichtlich einen Widerspruch;
solche Konfigurationen kénnen nicht existieren. Dieses elementare Argu-
ment versagt fir m > 3; die Frage, ob es dann solche Konfigurationen

gibt, bleibt offen.

3.2 ZUR KLASSIFIKATION DER UBERLAGERUNGSFLACHEN

Wir wollen in diesem Abschnitt diskutieren, wie sich die KUMMERschen
Oberlagerungsflachen zu Geradenkonfigurationen der projektiven Ebene
in die ENRIQUES-KODAIRA-Klassifikation der algebraischen Flachen (vgl.
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Anhang A.1) einordnen. Zunichst betrachten wir den Fall einer reguls-
ren Verzweigungskonfiguration. Wie wir wissen (vgl. 1.5,B), ist dann
die Uberlagerungsflache X ein glatter vollstindiger Durchschnitt von
k-3 Hyperflichen n-ten Grades in P, ; ; fur k = 3 erhalten wir die
Ebene ®,.

A. Regulire Geradenkonfigurationen und (pluri-)kanonische Divisoren:
Wir betrachten zunichst den Fall k > 6. Der kanonische Divisor der
projektiven Ebene hat die rationale Darstellung Kg = - %'Z§=1 Lj

Mit der Formel 1.1(4) erhalten wir daher fir den kanonischen Divisor

der Uberlagerungsflache X die rationale Darstellung

(1 *(e2)/2m) - L+ (b5 L]

L4 - " n— n)- : + n— n)- s .
*x j=1 3 j=7 J

Daraus folgt sofort, daR X fir k=27 oder k=6 und n 2> 3 einen
effektiven 2-kanonischen Divisor hat und daR K§ >0 gilt; fur k = 6
und n =2 gilt Ky = 0 (vgl. 1.5,C). Fir k = 5 bzw. 4 erhalten

wir analog mit KS - - %-z Lj die rationalen Darstellungen

5
*(2) Kx-x*((zn-S)/Sn):zle) (x=5), bzw.
J-

A
*

=x ((n-4)/4n).) L.) (k=b),
K= jzl J

aus denen folgt: Fir k=5, n23 bzw. k=4, n=5 hat X einen
effektiven 5- bzw. 4-fach kanonischen Divisor; fir k = 4, n = 4 gilt
Kx =0 ; far k=5, n=3 bzw. k=4, n=2, 3 hat X einen ef-
fektiven 5- bzw. &4-fach antikanonischen Divisor. Bis auf den Sonder-

fall k=n =4 gilt stets k2 > 0.

Nun ist die Uberlagerungsfliche X als vollstidndiger Durchschnitt ein-
fach zusammenhingend ngl. 1.5,B), und somit verschwindet die Irregula-
ritac q = b1/2. Nach der Klassifikationstabelle in A.1 liegt daher ein

minimales Modell von X in einer der folgenden Klassen:

rationale Flichen,

K3-Fliachen,

eigentliche elliptische Flachen,
Flachen vom allgemeinen Typ.
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B. Reguldre Geradenkonfigurationen und Minimalitédt: Die irreduziblen
Komponenten der Urbildkurven iﬁ = x-l(lj) sind jeweils isomorphe

Kurven. Aus der Formel 1.1(17):
e(Ly) = = ((n-1) (-3)-2)

fir die EULER-Zahl erhalten wir fir die Fille k> 7 bzw. k = 5,
n=>3 bzw. k=4, n=>5 sofort, daf e(ij) < 0 gilt; daher kénnen
keine rationalen Komponenten in den oben angegebenen effektiven pluri-
kanonischen Divisoren auftreten. Nach dem Minimalitidtskriterium (siehe
Anhang A.1,R) sind damit die Uberlagerungsflachen in diesen Fillen so-
wie auch in den beiden Fillen k=6, n=2 und k=4, n =4 mnit

trivialem kanonischen Divisor (Kx = 0) minimal.

C. Reguldre Geradenkonfigurationen und Klassifikation: Wir haben damit
das folgende Klassifikationsergebnis erhalten: Die Uberlagerungsfliche

X ist
i) minimal vom allgemeinen Typ far k27, k=5 und n 2 3,

sowie k=24 und n =5,

ii) eine K3-Flache (und somit minimal) fGr k =6, n = 2

sowie k=n =4 ;

iii) rational fir k =5, n =2 bzw. k=4, n=2, 3.

In den beiden Fiallen mit k = 4 handelt es sich um die glatte Quadrik
(n=2) bzw. um die FERMAT-Kubik (n = 3) in 1P3. Durch die Darstel-
lung dieser speziellen Kubik als verzweigte Uberlagerung der Ebene mit
Verzweigung tber dem Vierseit 14Bt sich die Geometrie dieser Fliche -

die 27 Geraden, ihre 18 ECKHARDT-Punkte (Schnittpunkte von je drei Ge-
raden), die restlichen 135-54 = 81 Schnittpunkte von je zwei Geraden -

sehr schén untersuchen.

D. Gewdhnliche und spezielle singulédre Geradenkonfigurationen: Bei der

Diskussion von reguldren und singuldren Geradenkonfigurationen haben
wir in Abschnitt 2.1,D-G einige spezielle singuldre Beispiele explizit
erwidhnt, die fir die Klassifikation eine Ausnahmerolle spielen. Dabei

handelt es sich um die folgenden Typen:
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die Biischel (k = 3, tk = 1), die Fast-Biischel (k = 4, tk—l =1),
die einfach bzw. doppelt erweiterten Fast-Biischel (k = 5, ty 5 = 1,
ty = 2k-3 bzw. k = 6, ty 3= 1 und t, * 0 fiir k=7 ) sowie die
verbundenen Doppelbtischel (k = 5, e = teq = 0 und oj = Tj =2 fur

eine der Geraden).

Wir nennen diese singulidren Konfigurationen (mangels besserer Termino-
logie) .speziell” und die Gbrigen ,gewdhnlich”; gewéhnliche singulire
Konfigurationen sind also durch die Bedingungen k > 7, t. = 0 fur

r = k-3, Tj > 3 fir samtliche Geraden und fo >t charakterisiert.

E. Die Klassifikationsschritte fiir gewShnliche singulire Geradenkon-
figurationen und doppelt erweiterte Fast-Biischel: Wir kénmnen nun die
Klassifikation der KUMMERschen Uberlagerungsflichen zu den gewdhnlichen

singuldren Geradenkonfigurationen bzw. zu den doppelt erweiterten Fast-

Bischeln mit den gleichen Schritten wie im reguliren Fall ausfihren:

Wir zeigen zunichst, daf es effektive plurikanonische Divisoren gibt,
weisen dann nach, daR die Fliachen minimal sind, und ordnen sie schlielR-
lich in die Klassifikationsliste ein. - Wie friher bezeichnen wir mit
o: fz -~ P, die o-Transformation (Aufblasen) in den singuldren Schnitt-

punkten P, der Konfiguration und mit E :=§ Ev den Ausnahmedivisor.

F. Beschreibung eines effektiven bikanonischen Divisors: Wie aus der
Voraussetzung an die Konfiguration L sofort folgt, kémnen wir sechs
Geraden Ll""LG in der Konfiguration so auswihlen, daR diese Teil-
konfiguration (Ij)3=L.s nur Doppel- und Tripelpunkte hat, das heift
also, daR keine vier dieser Geraden durch einen Punkt gehen. Damit er-
halten wir auf P2 bzw. auf der o-transformierten Ebene ﬁz bikanoni -
sche Divisoren D := — 2531 Lj bzw. D := o™D + 2E. Der Divisor oD
enthilt eine Ausnahmekurve E, genau mit der Vielfachheit -v , wobei
v, die Vielfachheit des Punktes P, in dem Divisor -D = Z§=1 Ij

ist und somit nur die Werte v, = 3,2,1,0 annehmen kann; damit ergibt

sich also die Darstellung

R 6
D= - L! + 2= ‘E .
jzl J g 2=v,)E,



120 3. Geradenkonfigurationen und KUMMER-Uberlagerungen

Nach 1.1(4) erhalten wir durch
B = T¥(D) + 2.3,
=

einen bikanonischen Divisor der Uberlagerungsfliche X. Da der Verzwei-
gungsort der reguliren Uberlagerung *n: % — 8§ = fz die reduzierte
totale Transformierte 1 := a—l(L) = L' +E von L in fz ist (vgl.
1.2,E und 1.3(5)), hat D die explizite Darstellung

«(3) b - ) +2.3, = OB+ 2 (@-DHy/mi) -
n
6 _ k. -
= (n-2)-YL. 4+ (2n~2)-) L., + (4n—-v 'n—-2)-E
jzl J j§7 ] g v v

Daraus folgt sofort, daR D ein effektiver Divisor ist (d.h. es gilt
D= 0); genauer ist D (strikt) positiv (d.h. es gilt D > 0 ) fur
k=27 oder n=3, und trivial (d.h. b=o0 ) nur fir k = 6 und
n = 2 ; weiter folgt, daR D far n = 3 alle Urbildkurven ij und
Ey mit (strikt) positiver Vielfachheit enthalt.

G. Minimalitdt: Aus dieser Darstellung (3) des bikanonischen Divisors
D kénnen wir nun folgern, daf die Uberlagerungsflache % minimal ist.
Fir eine rationale (-1)-Kurve E gilt K-E = E2 = -1, und daher muf
eine solche Kurve E in einem effektiven plurikanonischen Divisor mit
(strikt) positiver Vielfachheit enthalten sein (vgl. die Minimalitits-
aussagen im Anhang A.1). Somit genligt es zu zeigen, daB E in keiner
der Urbildkurven € = ij bzw. C = EV als Komponente enthalten sein
kann. Wie wir in Abschnitt 1.1,C gesehen haben, ist jede dieser Kurven
[+ glatt; ihre (disjunkten) Komponenten werden unter der Operation der
GALOIS-Gruppe transitiv permutiert, sind daher paarweise isomorph und
haben die gleichen Selbstschnittzahlen. Daher ist entweder jede oder
keine der Komponenten von C eine solche rationale (-1)-Kurve. Wir
brauchen nun nur noch die ,globale" Ungleichung K:C = 0 zu verifizie-
ren, und dazu kénnen wir die Adjunktionsformel K.C = - 52 - e(C) zu-
sammen mit den Formeln 1.3(10,12) fiar die charakteristischen Zahlen

der Kurven benutzen. Bei den Kurven G = Ev liefert das den Ausdruck

=N

.(4) K- o3 2) (1) - 1),

v
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aus dem wir sofort die gewiinschte Abschatzung K-Ey 2z 0 erhalten. Bei
den Kurven C = ij ergibt sich die Formel

«(5) K-ij - nk_3'((n—l)(fj—2) +05-3),

wobei o3 bzw. Tj = aj +’1j,2 die Anzahl der singulidren Schnittpunkte
P, bzw. aller Schnittpunkte auf der Gerade lj bezeichnet. Da natir-
lich 75 > o5 gilt, folgt dann sofort far Geraden mit o5 > 3 die
strikte Ungleichung K-Lj > 0. Fir die Geraden mit 5 < 2 erhalten
wir die folgenden Abschitzungen fir 75 aus unserer Voraussetzung,
daR die Konfiguration L entweder eine gewdéhnliche singuldre Geraden-

konfiguration (a) oder ein doppelt erweitertes Fast-Biischel (b) ist:

. 1

J
a) Tj : >6 25 >3
b) Tj : =5 >4 >3.

Damit ist darnm unmittelbar zu sehen, daf stets K-ij > 0 gilt, so daf

die Minimalitat der Uberlagerungsflichen in allen Fallen gezeigt ist.

Fir die Klassifikation der Flichen missen wir die Fille K-C = 0 bzw.
K-C > 0 noch genauer unterscheiden. Bei C = Ev gilt die Gleichheit
K-Eu = 0 nur genau in dem Fall r = 3, n = 2. In diesem Fall liegen

Uber dem Tripelpunkt P, in der singulidren Uberlagerungsfliache XZ(L)
k-3
2

2

genau

x2+y2+z

normale Singularitaten, die lokal durch die Gleichung
= 0 definiert sind; es handelt sich also um gewshnliche
quadratische Doppelpunkte. Diese Singularititen, in denen die Fliche
lokal isomorph zur Spitze des quadratischen Kegels ist, werden durch
einmaliges Aufblasen aufgeldst; dabei entsteht eine glatte rationale
(=2)-Kurve. (In der Terminologie der Singularitidtentheorie handelt es
sich um den rationalen Doppelpunkt vom Typ Al‘) In allen anderen F4l-
len gilt die strikte Ungleichung K-E, >0 Bei C= ij tritt die
Gleichheit K-ij = 0 nur in genau drei Fdllen ein, nimlich fir o5
=0,1, 2 mit fj - S—aj und n =2 ; in~a11en anderen Fillen erhal-
ten wir wieder die strikte. Ungleichung K-Lj > 0. Wie wir gesehen ha-
ben, kénnen der erste und der zweite Fall nur auftreten, wenn L ein

doppelt erweitertes Fast-Bischel ist (im ersten Fall sogar nur mit

k = 6 Geraden); im dritten Fall ist zusitzlich méglich, daR es sich
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bei L um ein ,erweitertes" verbundenes Doppelbischel handelt und daR

darin Lj wie dargestellt die ,Achse" ist.

H. Klassifikation bei gewShnlichen singuldren Geradenkonfigurationen:
Ist L eine solche Konfiguration, so ist die regularisierte KUMMERsche

Uberlagerungsflache X~ in(L) stets minimal und vom allgemeinen Typ.

Da wir schon einen effektiven bikanonischen Divisor D auf &% gefun-
den haben und die Minimalitit bereits bewiesen ist, brauchen wir zum
Beweis nach dem im Anhang A.1,Q zitierten Kriterium nur noch zu zeigen,
daB ein kanonischer Divisor positive Selbstschnittzahl hat, d.h. daf
k2>o0 gilt. Fir n 2 3 ist das klar: In der Darstellung (3) des bi-
kanonischen Divisors D als Summe der Kurven ij und Eu sind alle
Koeffizienten strikt positiv, und nach (4,5) gilt K-fﬁ>4) und K-Eu>0-
FGr n=2 haben die Kurven LJ. mit j = 7 (sowie die Ey mit VVSZ)
in D strikt positive Vielfachheit, und daher geniigt zu zeigen, daf
fiir (mindestens) eine dieser Kurven K-ij >0 gilt. Nun tritt die
Sleichheit K-L.j = 0 nur im Fall aj =2 und fj = 3 auf, wenn also
Ij wie in der Skizze dargestellt die ,Achse" des erweiterten verbun-
denen Doppelbischels ist. Wir koémnen dann zur Darstellung (3) des Di-
visors D die Teilkonfiguration (L,)

ji=1..8
nAchse” (Verbindungsgerade der Bischelzentren) mit je zwei Geraden aus

benutzen, die von dieser

den beiden Bischeln und der zusdtzlichen Geraden gebildet wird. Offen-

bar enthidlt jedes der beiden Bischel noch mindestens eine weitere Gera-
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de Lj und fir diese gilt entweder oj =1, Tj > 5 oder Uj = 2,

t. =2 4, also jedenfalls K-ij > 0 mnach Formel (5).

J
I. Die Klassifikation bei doppelt erweiterten Fast-Blischeln: 1Ist L
eine solche Konfiguration, so ist die regularisierte KUMMERsche Uber-

lagerungsfliche % - ﬁn(L) minimal und

i) vom allgemeinen Typ fir n = 3 ;
ii) echt elliptisch far n =2 und k=7 ;
iii) eine K3-Fliche fir n=2 und k = 6.

Die elliptische Faserung fir n=2 und eine analoge gefaserte Struktur

fiar n = 3 werden wir weiter unten noch etwas genauer beschreiben.

Die Minimalitit ist bereits gezeigt worden; der Teil 1) wird wie eben
bewiesen. Fir den Beweis von ii) benutzen wir die Darstellung (3) far

D mit einer Teilkonfiguration (Lj) aus drei Biaschelgeraden und

j=1..6
den drei Transversalen, die alle Tripelpunkte der Gesamtkonfiguration

enthidlt. Fir n = 2 ergibt sich damit die explizite Form
-2y T >o0,

aus der natirlich 2mK > 0 fiar beliebige m = 1 folgt; weiter gilt
K~fj =0 fir j =2 7 wund somit K2 = 0. Nach der Klassifikation
(siehe Anhang A.1,P) muR dann % eine echt elliptische Flache (d.h.
mit kanonischer Dimension x = 1 ) sein. Da im Fall iii) der bikanoni-
sche Divisor trivial ist, bleibt nur zu zeigen, daR die Fliche ﬁn(L)
fir n = 2 einfach zusammenhidngend ist. Wir wissen, daf die zu L ge-
hérigen normalen singuliren Uberlagerungsflichen X, einfach zusam-
menhiangend sind. Da in L nur Tripelpunkte als singuldre Schnittpunk-
te auftreten, sind die zugehdrigen Singularititen von X durch die
lokale Gleichung zg - z? + zg (in 3 ) gegeben; die zugehorigen
Auflésungskurven sind FERMAT-Kurven n-ten Grades, die mit der Selbst-
schnittzahl -n eingebettet sind (vgl. 1.2(2,7)). Fir n = 2 erhal-
ten wir somit rationale (-2)-Kurven. Da diese einfach zusammenhingend
sind, andert sich die Fundamentalgruppe bei der Auflésung r7: X-X
nicht, und damit ist die regularisierte Uberlagerungsflache ﬁz eben-
falls einfach zusammenhingend (z.B. BARTHEL-KAUP [1982: 3.B.3, p.110]).
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Wir wollen den Spezialfall, daR L die Konfiguration A1(6) (vollstéan-
diges Viereck) ist, noch explizit erwihnen: In diesem Fall hat die sin-
gulare Uberlagerungsfliche XZ(L) genau 16 gewohnliche Doppelpunkte;
deren Auflésung liefert also eine K3-Fliche mit 16 rationalen (-2)-

Kurven.

J. Bemerkung zu den K3-Flidchen: Die Aussage iii) kann auch durch ein
Deformationsargument bewiesen werden. Dazu betten wir die singulare
Konfiguration L als spezielle Faser L(O) in eine einparametrige
Familie (L(t))tezA (mit A := {|t|<1l} von Geradenkonfigurationen

ein, deren allgemeine Faser L ) (fir t = 0) reguldr ist. Zu dieser

Familie (L(t)) gehért fur jes:s n > 2 die Familie Xt - xn(L(t))
der Uberlagerungsfliachen, deren allgemeine Faser glatt ist. Fir n = 2
hat die singuldre spezielle Faser nur gewdhnliche Doppelpunkte, und da-
her gibt es nach einem Ergebnis von M. ATIYAH [1958] einen holomorphen
.Basiswechsel™ A -+ A, s - t(s) mit t(0) = 0, der nur dber t = 0
verzweigt ist, und eine Familie (Ys)SeA von glatten Fliachen mit einer
holomorphen Abbildung auf die induzierte Familie (Xt(s))’ die faser-
weise die minimale Singularititenauflésung ist. Da nun die allgemeinen
Fasern Ys - Xt(s) (mit s = 0 ) der glatten Familie (Ys) glatte K3-
Fliachen sind, gilt das auch fir die spezielle Faser Y0 - i2,0‘

Dieses Deformationsargument 14Rt sich natirlich allgemeiner bei solchen
Geradenkonfigurationen L anwenden, die nur Tripelpunkte als singulare
Schnittpunkte haben; es zeigt dann, daR die Fliche ﬁz(L) eine glatte
Deformation der glatten KUMMERschen Uberlagerungen X2(L*) ist, die zu
regularen Geradenkonfigurationen L* mit der gleichen Anzahl k von
Geraden gehdren. - Das oben erwihnte Resultat von ATIYAH wurde von E.
BRIESKORN [1966, 1968] auf solche Familien (Xt) von Flichen verall-
gemeinert, deren spezielle Faser X, beliebige rationale Doppelpunkte
als Singularititen haben kann.

. Erweiterte Bischel und gefaserte Uberlagerungen: Wenn in einer
Konfiguration L ein singuldrer Schnittpunkt p mit besonders hoher
Vielfachheit r auftritt, so haben die zugehérigen KUMMERschen Uber-

lagerungsflachen R - ﬁn(L) eine ausgezeichnete holomorphe Faserraum-
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struktur; dabei ist die Basiskurve die Auflésungskurve der Singulari-
titen tuber p, also eine der Komponenten der Urbildkurve Ey. Wir
wollen hier die Fille betrachten, wo L entweder ein Biischel aus r
Geraden oder die durch t = k-r < 3 zusidtzliche transversale Geraden
Lr+i (i=1,..,t) erweitgrte Bischelkonfiguration und p das Bischel-
zentrum ist. Durch das Aufblasen der Ebene in p erhalten wir zunichst
die rationale Regelfliche 21, d.h. das holomorphe Pl -Bindel uber
Pl mit der (-1)-Kurve E als Schnitt. Die (regularisierte) Verzwei-
gungskonfiguration £ in Z besteht aus r Fasern des Bindels (d.h.
Geraden der Regelschar), nimlich den strikten Transformierten L!,...,
Lé der Bischelgeraden, sowie im Fall r < k (d.h. wenn L ein erwei-
tertes Biischel ist) =zusitzlich aus t+l Schnitten des Biandels, nam-
lich der (-1)-Kurve E =: Lo sowie den (strikten Transformierten der)
Transversalen Lr+1""’Lk' (Im Bischelfall r = k gibt es keine Ver-
zweigung liangs E.) Zur Untersuchung der Uberlagerungsflache R be-
trachten wir zunichst die KUMMERsche Uberlagerung R zu Z; mit Ver-
zweigung langs der Fasern Li,...,Lé. Diese Fliche R ist wieder eine
Regelfliche, und zwar mit der Basiskurve B, die sich als KUMMERsche
Uberlagerung der Kurve E = P, mit lokal n-facher zyklischer Verzwei-
gung in den r Schnittpunkten mit den Geraden L',...,Lé
zugehérige Uberlagerungsgrad (von R uber Z, und auch von B dber
E ) ist dann at 1

ergibt. Der
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Die Basiskurve ist in R als Schnitt B, dber Ly mit negativer
Selbstschnittzahl

eingebettet. Die HURWITZ-Formel ergibt die EULER-Zahl
*(6) e(B) = -T2 ((n-1) (r-2)-2)

und somit das Geschlecht g der Basiskurve, nimlich

g=0 fir r =3, n=2;
g=1 fir r=3, n=3 oder =4, n=2;

g = 2 sonst.
Daraus erhalten wir die CHERNschen Zahlen der Regelfliche R : es gilt

e(R) = 2-e(B) = 4-4g ; K2 = 4-e(B) = 8-8g.

Ist L ein Biaschel (d.h. gilt k = r ), so ist diese Regelfliche R
schon die Uberlagerungsfliche %; anderenfalls (d.h. far t = k-r > 0)
missen wir jetzt noch zu der verzweigten Uberlagerung der Regelfliche
R (vom Grad nt ) tbergehen, die lings der t+1 Urbildkurven Bj
der Kurven Lj (mit j = O,r+l,...,k) in R 1lokal n-fach zyklisch

verzweigt ist.

Da die Verzweigungskurven Schnitte des holomorphen Py -Bindels R -+ B
sind, ist die Fliche X ebenfalls holomorph tiber B gefasert. Dabei
ergibt sich als Faser Uber einem allgemeinen Punkt b € B genau die
Kurve, die KUMMERsche Uberlagerung der Gerade der Regelschar iber b
mit lokal n-facher zyklischer Verzweigung in den t+l1 Schnittpunkten
mit den Verzweigungskurven ist. Im Fall t =1 (d.h. wenn L ein
Fast-Buschel ist) sind alle Fasern wieder projektive Geraden, und wir
erhalten als KUMMERsche Uberlagerungsfléache ﬁn(L) erneut eine Regel-
fliche R dber B. Durch die n-fache Verzweigung haben aber die
Schnitte C, duber L, bzw. Cr4p Uber L., andere Selbstschnitt-

zahlen als die entsprechenden Schnitte Bo bzw. Br+1 in R; es er-

gibt sich jetzt

2 _ _p2? 2 - _ar-2 2 2 2
C0 Cr+1 Bo/n n und Cr+1 - -—C0 - Br+1/n.
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In den Fillen eines einfach bzw. doppelt erweiterten Fast-Biischels
(t =2 bzw. t = 3) kdénnen wir die Fliche in wiederum als verzweigte
Uberlagerung (vom Grad at-1 ) dieser neuen Regelflache R mit lokal
n\tfacher zyklischer Verzweigung lings der Urbildkurven Crts der noch

verbleibenden Transversalen L auffassen (siehe Absatz L). Betrach-

ten wir die Fliche aber als ﬁbz:iagerung von R, so sehen wir, daR die
reguldren Fasern KUMMERsche Uberlagerungen der projektiven Gerade mit

3 bzw. 4 Verzweigungspunkten sind; singuldre Fasern treten genau
Gber den Punkten b € B auf, tber denen die Schnittpunkte der Verzwei-

gungskurven B s By liegen. Fiur ein einfach erweitertes Fast-

r+l’*
Bischel L haben die reguliren Fasern die EULER-Zahl e = —n(n—-3) und

damit das Geschlecht

g=0 (rational) flir n= 2,

1

g=1 (elliptisch) fir n 3,
4,

v

g =2 (allgem. Typ) fir n

Wir werden diesen Fall anschliefend genauer betrachten. - Bei einem
doppelt erweiterten Fast-Bischel erhalten wir entsprechend fiur die re-

guldren Fasern die EULER-Zahl e = —2n2(n—2) und somit das Geschlecht

g=1 fir n =2,

g=22 fur n = 3.

Damit haben wir fir n = 2 eine elliptische Faserung gefunden (vgl.
Absatz I); die Basiskurve ist far k = 8 vom Geschlecht g = 2 (also
vom allgemeinen Typ), fur k = 7 elliptisch und fur k = 6 rational.
Bei den singuldren Fasern muR noch unterschieden werden, ob die Aus-
gangskonfiguration L auRerhalb des Bischelzentrums nur Doppelpunkte
oder auch Tripelpunkte hat. Wir verzichten hier aber auf eine detail-
lierte Diskussion und Gberlassen dem Leser die Untersuchung der Einzel-

heiten.

L. Struktur der Uberlagerungen bei einfach erweiterten Fast-Biischeln:

Fir die folgende Diskussion betrachten wir die Uberlagerungsfliche g =
ﬁn(L) als n -blattrige ﬁberlagerung der zum Fast-Bischel Ll""Lk—l
gehérigen Regelfliche R iber der Kurve B, die langs der Urbild-
kurve Cy der Transversale L, lokal n -fach zyklisch verzweigt ist.
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Die Regelfliche R hat zwei ausgezeichnete Schnitte, nimlich die Ur-
bildkurven €, bzw. C, , der Kurven 1, = E bzw. L, , unter der
zusammengesetzten Uberlagerung R+Rr~ 21 ; diese haben die charak-

teristischen Zahlen

e = -n**((n-1)(k—4)-2) und 3 -2 - k4,

Die Verzweigungskurve Ck ist ein ,n-Schnitt" der Faserung R - B,

d.h. jede Faser (Gerade der Regelschar) hat mit Ck die Schnittzahl
n. Genauer liegen auf einer Gerade entweder n einfache oder ein n-
facher Schnittpunkt; der letztere Fall tritt genau in den 3 ein-

fachen Schnittpunkten der Kurven €, ; und €, auf.

/N N

Cy

Diese Kurve Ck hat die EULER-Zahl e(Ck) - —-n _3((n—1)(k—3) - 2) und
die Selbstschnittzahl Ci - ok 2,

Fir die Flache X ergibt sich daraus die folgende Struktur: Die Kom-
position X » R~ B ist eine holomorphe Faserung mit zusammenhingenden
Fasern. Die generischen Fasern sind die Uberlagerungen von Py, die
als RIEMANNsche Fliachen zu den Funktionen %z"-a (fir a e C* ) ge-
héren; sie sind also isomorph zur FERMAT-Kurve u™ = zP — aw" ). Die
nk-3 speziellen Fasern bestehen aus n projektiven Geraden mit einem
gemeinsamen Schnittpunkt (das entspricht in der obigen Darstellung dem
Grenzfall a = 0) und mit der Selbstschnittzahl -(n-1) (da alle Fasern

die Selbstschnittzahl 0 haben); insbesondere ist daher die Fliche ﬁz
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nicht minimal. Diese n-fachen Punkte der speziellen Fasern sind genau
die n*3 Schnittpunkte der Urbildkurven ik—l und tk der beiden
Transversalen; diese Kurven sind n-Schnitte der Faserung X - B ; sie
haben die EULER-Zahl e(Ck) und die Selbstschnittzahl nk_3. Die Ur-
bildkurve Ly besteht aus n disjunkten isomorphen Komponenten mit
den Selbstschnittzahlen —nk_4, die (einfache) Schnitte der Faserung
sind; jede dieser Komponenten schneidet genau eine der n Komponenten

einer speziellen Faser.

M. Die Klassifikation bel einfach erweiterten Fast-Biischeln: Aus den
soeben hergeleiteten Strukturaussagen ergibt sich die Klassifikation

(in Abhangigkeit von n und k ) wie folgt:

n = 2 : Die Fliache iz ist eine in 2¥3 punkten aufgeblasene Regel-
flache; die Basiskurve B hat die EULER-Zahl e(B) = —2X"%(k-6) wund
somit das Geschlecht

g = 0 (rational) fir k =5,
g =1 (elliptisch) fir k=6
g =2 (allgem. Typ) fiur k=7

n =3 : Die Fliche ﬁ3 ist eine minimale, echt elliptische Fl&che;
die Basiskurve B hat die EULER-Zahl e(B) = —3k—4(2k—10) und damit
das Geschlecht

g =1 (elliptisch) fir k=35,
g =2 (allgem. Typ) far k > 6.

n > 4 : Die Flache ﬁn ist eine minimale Fldche vom allgemeinen Typ,
die dber einer Basiskurve B gefasert ist. Die Basis B bzw. die all-
gemeine Faser F haben die EULER-Zahlen

e(B) = —-n*4((n-1) (k—4)-2) < 0,
e(F) = -n(n-3) < 0 ;

damit sind beide Kurven vom allgemeinen Typ.

Der Beweis, daR die Uberlagerungsflachen £ for n=3 minimal sind,
ergibt sich sofort aus der Faserraumstruktur: Die Basiskurve B ist

fir n > 3 stets irrational. Da eine holomorphe Abbildung El -+ B fur
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g(B) = 1 konstant ist, kdénnte eine rationale (-1)-Kurve nur als Kompo-
nente einer Faser eingebettet sein; da die generischen Fasern irreduzi-
bel sind, mifte es sich um eine Komponente einer singulidren Faser han-

deln, aber diese Komponenten haben die Selbstschnittzahl 1-n < -2.

Zum Beweis, daRf die Fliachen ﬁn fir n = 3 echt elliptisch (x = 1)
bzw. fir n = 4 vom allgemeinen Typ sind, komnen wir das Verfahren
fir die doppelt erweiterten Fast-Bischel leicht abgewandelt ubernehmen.
Dazu fassen wir in als reguliar verzweigte Uberlagerung der Flache

S =32 mit Verzweigung liangs L auf. Die Divisorenklassengruppe
Pic(Zl) ist die freie abelsche Gruppe, die von den Klassen f einer
Faser und s eines Schnittes (mit 52 = +1 ) erzeugt wird; die Klasse
[E] = e der (-1)-Kurve ist e = s—f. Fir die Klassen [K] bzw. [lj}
des kanonischen Divisors bzw. der Komponenten des Verzweigungsortes L

erhalten wir in dieser Basis die Darstellungen

[K} = -2s-f, [Lo] = [E] = e = s-f,

[L]_] - .. ™= [Lk—2] - f, [Lk_l] - [Lk] = S.

Daraus ergibt sich sofort, daR der Divisor
D = —6(Ly+Ly_; +L) - 5(L; +L,+Ly)
auf 21 ein 9-fach kanonischer Divisor ist, und so erhalten wir fir

jedes n =3 den 9n -fach kanonischen Divisor
b := o*(ad + 9(n-1)1)

auf ﬁn' Offensichtlich ist dieser Divisor D far n = 3 strikt

positiv.

Zum Fall n = 2 wollen wir noch ergénzend anmerken, daR die Regel-
flache, aus der ﬁz durch 2¥3 -faches Aufblasen entsteht, nur bis
auf jeweils eine elementare Transformation (Aufblasen in einem Punkt
und anschlieRfende Kontraktion der strikten Transformierten der Gerade
der Regelschar durch diesen Punkt) in den 2k-3 Schnittpunkten der
Kurven ik—l und ik bestimmt ist. Unter diesen Flachen, die wir
aus X, durch Kontraktion von jeweils einer der beiden (~1)-Komponen-
ten in den speziellen Fasern erhalten, tritt insbesondere die Produkt-
flache B x Pl auf.
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N. Struktur und Klassifikation der Uberlagerungsflichen bei_ verbundenen
Doppelbiischeln: Die regularisierte Verzweigungskonfiguration L, die
durch Aufblasen in den beiden Bischelzentren P, entsteht, kann durch

die folgende Skizze veranschaulicht werden:

L! L,
v L!
Lz L+1
Ly
y 7 Nl 5
-1 -
E E

Durch das Aufblasen wird L& zu einer (-1)-Kurve. Die Komponenten der
Urbildkurve L, sind wieder rational. Die Berechnung ihrer charakte-
ristischen Zahlen mit den Formeln 1.3(12) ergibt sofort, daR Lk aus
nk-3 disjunkten (-1)-Kurven besteht. Diese kénnen simultan zu glatten
Punkten kontrahiert werden; die so erhaltene Fliche X ist dann eine
regular verzweigte Uberlagerung der Fliche 20 = Iﬁ_x'Pl mit Verzwei-
gung langs der regularen Konfiguration L, die wir aus L durch die
Kontraktion der (-1)-Kurve Lﬁ erhalten.

LQ
~ Lo
E1 ;
Ly
E
T T, .. T
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Daher ist X das kartesische Produkt C; x C, der beiden Kurven C,
die jeweils als KUMMERsche Uberlagerung zu Ev mit Verzweigung in den
r, Schnittpunkten mit E” (v % p) und den dazu parallelen Geraden

L

5 gehdéren. Die HURWITZ-Formel liefert die EULER-Zahl

tv—2
e(C,) = n ¥ - ((n-1)(r,~2)-2)
und damit das Geschlecht
g = 0 (rational) fir n=~2, r =3 ;

g =1 (elliptisch) fir =n = 2, r, - 4

oder n=3, r =3;

g =2 (allgem. Typ) fir n = 2, r =5
oder n = 3, r =4

oder n 2 4,

Daraus ergibt sich sofort die Einordnung der Produktflache X in die
ENRIQUES-Klassifikation; die Diskussion der Einzelfille bleibt dem Le-
ser Uberlassen. Wir geben nur noch die CHERNschen Zahlen explizit an:

e(X) = n '3((n—1)(r1—2)—2)-((n—l)(r2—2)—2),
1%(2 - 2e(X).

3.3 UNGLEICHUNGEN FUR C H E R N SCHE ZAHLEN
UND KOMBINATORIK VON GERADENKONFIGURATIONEN

Nachdem wir die KUMMERschen Uberlagerungen in die Flachenklassifikation
eingeordnet haben, kénnen wir nun die Formeln 1.3(7) zur Berechnung von
c% und c, aus den kombinatorischen Daten benutzen, um aus bekannten
Ungleichungen fiir die CHERNschen Zahlen von algebraischen Flachen (ins-
besondere aus der berihmten Ungleichung c% < 3c2) Ungleichungen far

die kombinatorischen Invarianten von singuldren Geradenkonfigurationen
herzuleiten. Dabei setzen wir stets voraus, dafR die jeweils betrachtete

Konfiguration L kein Biaschel ist, d.h. daf t, =0 gilt,
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A. Das quadratische Polynom: In den Formeln 1.3(7) haben wir fir eine
beliebige Geradenkonfiguration L in der projektiven Ebene drei qua-

dratische Polynome angegeben, mit denen die CHERNschen Zahlen c% - K?

und ¢, = e sowie die Proportionalitdtsabweichung Prop = 3c2 - c%
einer langs L konstant verzweigten Uberlagerungsfliche ﬁn(L) - bis

auf den Faktor N/n2 - als Funktion der lokalen Verzweigungsordnung n
ausgedriickt werden. Nun kénnen wir das Polynom fiir Prop mnoch durch
folgenden Variablentransformation vereinfachen: 1Indem wir u :=n-1

setzen, erhalten wir das quadratische Polynom
o(1) F(u) = u?(f4-k) - 2u(£-2£0) + 4(Eg-t,).

Bei einer Konfiguration in allgemeiner Lage fallen der lineare und der

konstante Term weg (vgl. 1.1(11)), da fo =t und fl = 2t2 gilt.

B. Der Leitkoeffizient des quadratischen Polynoms: Das Verhalten die-
ses Polynoms F(u) fir grofe Werte von u wird durch den Leitkoeffi-
zienten fo—k - und wenn dieser verschwindet, durch den Koeffizienten
-2(f1—2fo) < 0 des linearen Terms - bestimmt. Wie wir wissen, sind
die regularisierten Uberlagerungsflichen X = ﬁn(L) fir n >3 wvom
allgemeinen Typ oder zumindest nicht birational &quivalent zu einer
Regelfliche mit Basiskurve vom Geschlecht 2= 2, wenn L kein Bischel
oder Fast-Bischel ist. Also gilt c% < 3c2 und damit Prop(ﬁn) = 0,
da diese Ungleichung nicht nur fuar Fliachen vom allgemeinen Typ, sondern
fir alle Fliachen mit x > 0 oder c% > 0 oder cy = 0 zutrifft (vgl.
Anhange A.1 und B.2). Fir solche Flachen kann also der Leitkoeffizient

nicht negativ sein, so daR wir damit die Ungleichung

*(2) f, > k,

0

erhalten, die offensichtlich auch fir Fast-Baschel richtig ist. Diese
kombinatorische Aussage gilt sogar ganz allgemein fir Geradenkonfigura-
tionen mit ty = 0 in beliebigen projektiven Ebenen (vgl. Absatz E);
sie 1aRt sich allerdings im komplexen Fall mit einem topologischen Ar-
gument auch ohne Benutzung der MIYAOKA-YAU-Ungleichung besonders leicht
zeigen: Wird niamlich die komplex-projektive Ebene in simtlichen (regu-

laren und singularen) Schnittpunkten der Geraden aufgeblasen, so ist
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die Schnittform auf der mittleren Homologie der entstehenden Fliche zu
der Diagonalform (+1,-1,...,-1) vom Rang f0+1 dquivalent. Da jede
Gerade in mindestens zwei Punkten aufgeblasen wirxrd, bilden die eigent-
lichen Transformierten L; der Konfigurationsgeraden ein System von k
disjunkten glatten rationalen Kurven mit negativer Selbstschnittzahl;

folglich gilt k < bE - £,5.

C. Anwendung: Die Negativitit der linearen Terme bei e und KZ : Wir

kénnen aus der Ungleichung (2) sofort folgern, daf fir k > 4 die Ko-
effizienten der linearen Terme in den quadratischen Polynomen fir e
und K2 aus 1.3(7) strikt negativ sind: Beide Koeffizienten sind nim-
lich negative Vielfache (das (-2)- bzw. (—4)-fache) von fl—fo—k ; die
Abschitzung

o(3) £ > £k

1

far k > 4 ist wegen fo =k und f1 = 2f0 elementar: im singularen
Fall gilt f£; > 2f,, im regularen f, = k(k-1)/2 >k far k = 4.

. Positivitédt des leitkoeffizienten und die Ungleichun c% < 3c2 :
Wir wollen zeigen, daR die Fast-Bischel und das Dreiseit die einzigen
Geradenkonfigurationen in der komplex-projektiven Ebene sind, fir die
der Leitkoeffizient fo — k des Polynoms F(u) verschwindet, d.h. daf

fur Konfigurationen mit ¢, = t; ; =0 und k>4 stets £, >k gilt.

Diese Behauptung leiten wir durch den folgenden indirekten Beweis aus

der Ungleichung c% < 3c2 fiar algebraische Flachen mit c¢f =2 0 ab:

2
1
In einer Konfiguration mit f0 = k = 4 missen notwendig singulare
Schnittpunkte P, auftreten (vgl. 2.1(1)), und daher gilt f1 > 2fo-
In dem quadratischen Polynom F(u) entfiallt nach Voraussetzung der
Leitterm; der Koeffizient —2(f1—2f0) des linearen Terms ist (strikt)
negativ; daher mifte fir alle genigend grofen Werte von n = utl die
Ungleichung Prop(ﬁn) < 0 erfuillt sein. Nach der Flachenklassifika-
tion (vgl. Anhang A.1) kénnte eine solche Fliche dann nur eine (evtl.
noch endlich oft aufgeblasene) Regelfliche tber einer Basiskurve vom

Geschlecht g > 2 sein; insbesondere miRte c%(ﬁ) < 0 gelten. Wir
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zeigen nun mit rein kombinatorischen Mitteln, daf fir eine Geradenkon-

figuration mit f0 =k 2 4, die kein Fast-Bischel ist, die Ungleichung
o (4) £, =z 3£,

gilt. Daraus folgt aber, daR fir solch eine Konfiguration der Leitkoef-
fizient 3f1 - hfo -5k +9 = 3(f1—3fo+3) des quadratischen Polynoms
1.3(7) fur c%-nz/N strikt positiv ist, so daR also c%(ﬁn) > 0 fur
alle genigend grofen Werte von n = utl erfillt widre und sich damit

im komplexen Fall ein Widerspruch ergibt.

Die Ungleichung (4) ist offensichtlich richtig, wenn keine Doppelpunkte
auftreten, d.h. wenn t2 = 0 gilt. Wir wollen nun zeigen, daR eine
Konfiguration mit fo =k > 4, die (mindestens) einen Doppelpunkt ent-
halt, schon ein Fast-Bischel ist. Dazu indizieren wir (nur fir diesen

Beweis) auch die Doppelpunkte mit P, (v = s+l,...,f0), wobei dann
r, = 2 einzusetzen ist. Da L kein Bischel ist, gibt es zu jeder Kon-
figurationsgeraden Lj einen (singularen oder regulidren) Schnittpunkt
P, »
gilt f4r die Anzahl fj aller Schnittpunkte auf Lj offenbar die Ab-

der nicht auf Lj liegt. Hat dieser die Vielfachheit r,, so

schiatzung

*(5) fo > rj zr, .

Daher erhalten wir die folgende (Un-) Gleichungskette:

k
*(6) k = (£ 1)/ (Ep-1.) = 1/(f-1.) = 1/(fr—1r )
Gy Gomry) = LV Gy 5 L1/ G,

£

0
- 1/(k-r ) = (k-r Y/(k-r ) = £ > k.
" jzv /Gex) = ) Ger, v @

Dabei ist in Zj+y tber alle Paare (j,») mit p € Lj zu summieren,
und (V) gilt nach Voraussetzung (f0 = k). Somit muB in (5) stets

die Gleichheit x, - fj gelten, und daraus folgt nun leicht, daf alle
Punkte auf Lj die gleiche Vielfachheit haben missen, so daf die Kon-
figuration bereits beim Auftreten eines einzigen Doppelpunktes auf L.

J
ein Fast-Biaschel (mit Lj als Basisgerade) sein muR.
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E. Erginzende Bemerkungen zum Leitkoeffizienten: Verschwindet der Leit-
koeffizient f0 ~ k far eine Geradenkonfiguration in einer beliebigen

projektiven Ebene und gilt auRerdem ty, = 0, so folgt natirlich, daR
damn samtliche Schnittpunkte P, die gleiche Vielfachheit r,=r2 3
haben und daf auf jeder Gerade genau fj =1 = r Punkte liegen. Solche
Konfigurationen existieren in der projektiven Ebene PZCFq) tUber jedem
endlichen Kérper: Es gibt genau q2 + q + 1 Punkte und ebensoviele Ge-
raden; jeder Punkt liegt auf genau g+l Geraden, und jede Gerade ent-
hadlt genau q+l1 Punkte. Wir kommen auf diese Konfiguration noch weiter
unten (Absatz J) in einem Exkurs zuruck: Wir benutzen sie dort, um an
einem Beispiel zu zeigen, daf die Ungleichung c% =< 3c2 iber Kérpern

positiver Charakteristik falsch ist.

Weiter bemerken wir, daR sich mit einer kleinen Abanderung aus der oben
benutzten Kette (6) ein einfacher indirekter Beweis der Ungleichung (2)
fo > k fir Geradenkonfigurationen mit t =0 in beliebigen projekti-
ven Ebenen ergibt, indem lediglich die zweite Zeile durch die folgende

ersetzt wird:
£ f

k = ) 1/(f5x,) = 5° (kx )/(Eg-r,) > ¥ K/E, = k.
(5) j*v vioo5 viT a0

Dabei folgt das > -Zeichen aus der Annahme k > f0 . { Dieser Beweis,
den wir dem Ubersichtsartikel von GRUNBAUM [Grin: Thm. 2.6, p. 11-12]
entnommen haben, wurde von BASTERFIELD und KELLY [1968: Thm. 2.1} ange-
geben; in deren Arbeit wird ubrigens auch mit rein kombinatorisch-geo-
metrischen Mitteln gezeigt, daR eine Geradenkonfiguration mit fo =k

in der komplex-projektiven Ebene ein Fast-Bischel ist.)

F. Positivitit der Leitkoeffizienten der Polynome fiir e wund K2 :

Wie wir bei der Klassifikation im Abschnitt 3.2 gesehen haben, treten
(evtl. aufgeblasene) Regelflichen tber einer Basiskurve vom allgemeinen
Typ (d.h. mit g = 2) nur in zwei Fillen als KUMMERsche Uberlagerungen
auf: Im ersten Fall ist L ein Fast-Bischel und n beliebig, im zwei-
ten ist L ein einfach erweitertes Fast-Bischel, und es gilt n = 2.
Wir wissen, daR in allen anderen Fillen die Uberlagerungsflichen ent-
weder rationale Flichen sind (vgl. die Diskussion in 3.2,C) oder die

kanonische Dimension x > 0 haben. Fir n > 4 erhalten wir stets
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Flachen vom allgemeinen Typ, und diese Flichen sind minimal, sofern L
kein verbundenes Doppelbischel ist. Daher sind ihre CHERNschen Zahlen

c% - K2 und c, =e strikt positiv; wie man leicht nachrechnet, gilt

das auch noch fir verbundene Doppelbiischel. Wie bei dem eben betrachte-
ten Polynom F(u) folgt,; daR die Leitkoeffizienten der quadratischen

Polynome fir e und K2 in 1.3(7) nicht negativ sein kénnen, sondern
wegen der Negativitiat der linearen Terme (siehe Absatz C) sogar strikt

positiv sein miissen. Damit ergeben sich also die Ungleichungen

o(7) £43 > £+ 2k ;

3f1 +9 = Afo + 5k.

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn L ein Fast-Biischel ist. Offenbar
kann die untere Ungleichung sofort mit der schon bewiesenen Abschitzung
fo 2 k aus der oberen hergeleitet werden; die obere 1liaft sich auf rein
kombinatorische Weise durch Induktion zeigen und gilt daher in beliebi-

gen projektiven Ebenen.

G. Eine Ungleichung fiir die Anzahl der Doppel- und Tripelpunkte einer
komplexen Geradenkonfiguration: Wie wir gesehen haben, gelten die Un-

gleichungen x =2 0 wund damit Prop =2 0 (d.h. < 3c2) fur die Uber-

1
lagerungsfliachen bereits bei n = 3, falls L kein Fast-Bischel ist.
Damit genigt der Wert des quadratischen Polynoms F(u) in u=n-1 =2

der Abschatzung

F(2) = 4-(4fy - £ - t,

Wenn wir darin definitionsgemaf f, = szZ t, ound £, =F o rt,

- k) =2 0.

einsetzen, kénnen wir das wie folgt interpretieren:
Far Geradenkonfigurationen in der komplex-projektiven Ebene mit

Y = 1 = 0 gilt die Ungleichung

*(8) t) +t3 = k+r§5(r—a)-tr ( = k+t5+2t6+3t7+ )

Als unmittelbare Anwendung, die bereits aus der schwicheren Version
t2+t3 > 0
folgt, ergibt sich die folgende Aussage: In einer doppelpunktfreien Ge-

radenkonfiguration in der komplex-projektiven Ebene mit t, = 0 treten
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notwendig Tripelpunkte auf. Die dualisierte Aussage konnen wir auch so

formulieren:

Es gibt keine Konfiguration von k Punkten in der komplex-projektiven
Fbene, die nicht kollinear sind, aber die Eigenschaft der ,Vier-Punkt-
Kollinearitdt" haben, d.h., daR auf jeder Verbindungsgerade von zwei
Punkten noch mindestens zwei weitere Punkte liegen. - Die oben betrach-
tete Konfiguration der Geraden in IPZ(IH) mit q = 3 zeigt, daR die
Ungleichung (8) - auch in der schwicheren Form - in der projektiven

Ebene iber endlichen Kérpern nicht giltig ist.

H. Anwendung: Das Problem der Drei-Punkt-Kollinearitdt im Raum: Wir
betrachten (endliche) Punktkonfigurationen im komplex-projektiven Raum
P3(C) mit der Eigenschaft der ,Drei-Punkt-Kollinearitét”: Auf jeder
Verbindungsgeraden von zwei Punkten liege noch mindestens ein dritter.
J.-P. SERRE hatte [1966] das Problem formuliert, ob eine solche Konfi-
guration notwendig planar ist, d.h. in einer Ebene liegt. Als Anwendung
der obigen Ungleichung (8) hat J.M. KELLY [1986] dieses Problem mit dem
folgenden indirekten Beweis gelést.
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Wir widhlen einen Punkt Q der Konfiguration und eine Ebene ,, die
nicht durch Q geht, und betrachten die Zentralprojektion P3\Q - HO.
Die Konfiguration der Bildpunkte unter der Projektion hat wieder die
Eigenschaft der Drei-Punkt-Kollinearitat. (KELLY nennt Konfigurationen
mit dieser Eigenschaft ,SYLVESTER-GALLAI-Konfiguration"). Wenn nun alle
Bildpunkte kollinear sind, also auf einer Geraden Ay liegen, so liegt
natirlich die Gesamtkonfiguration bereits in der durch Q wund A0 be-
stimmten Ebene. Wir nehmen daher an, daR die Bildpunkte nicht kollinear
sind. Aus der Drei-Punkt-Kollinearitit folgt mit der dualisierten Aus-
sage von oben, daf es mindestens eine Gerade I in Ho gibt, auf der
nur genau drei der Bildpunkte liegen. Jetzt betrachten wir die projek-

tive Ebene NI durch den Punkt Q wund diese Gerade T.

In dieser Ebene liegt dann eine nichttriviale Teilkonfiguration, die
wieder die Eigenschaft der Drei-Punkt-Kollinearitidt hat. Diese gesamte
a’ rb ’ I‘c’
Q schneiden - namlich die von Q ausgehenden Projektionsgeraden durch

Teilkonfiguration liegt auf drei Geraden T die sich in
die drei Bildpunkte -, und auf jeder der Geraden liegen auRer Q mnoch

mindestens zwei Punkte.

Es ist nun leicht zu sehen, daR eine solche Konfiguration in einer pro-
jektiven Ebene iGber einem Kérper der Charakteristik Null nicht existie-
ren kann. Dazu wihlen wir eine der drei Geraden - etwa [ - als die
unendlich ferne und betrachten die Restkonfiguration in der affinen
Ebene I \ FC. Diese besteht aus mindestens vier nicht-kollinearen
Punkten, die auf zwei parallelen affinen Geraden Ga und Gy liegen,
mit der folgenden Eigenschaft: Ist g die Verbindungsgerade zweier

Konfigurationspunkte A € G, und B € G so schneidet die Parallele

b s
zu g durch einen zweiten Konfigurationspunkt A’ auf einer der bei-

den Geraden die andere Gerade ebenfalls in einem Konfigurationspunkt.

R Vi

'
1
1
'
)
'

Op
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Wir kémnen nun affine Koordinaten (x,y) so einfihren, daf Ga die
x-Achse (y=0) und Gb die Parallele y = 1 ist und daR die Punkte
A= (0,0), B=(0,1) und A’' = (1,0) Konfigurationspunkte sind.
Dann ist induktiv sofort zu sehen, daR alle Punkte Aj = (0,j) und
Bj = (1,j) mit ganzahligem j zur Konfiguration gehoéren; eine end-
liche Konfiguration mit dieser Eigenschaft kann also nur Gber einem

Kérper endlicher Charakteristik existieren.

Ubrigens kann auch diese geometrische Aussage algebraisch als eine Aus-
sage Uber Gruppenstrukturen auf (den regulidren Punkten) der singuliren
ebenen kubischen Kurve interpretiert werden, die von drei konkurrenten
Geraden gebildet wird: Wir kénnen das Komplement des Schnittpunktes mit
€ xZ/3 identifizieren, und diese Gruppe hat auBer 0 XZ/3 keine

nicht-trivialen endlichen Untergruppen.

1. Eine verschirfte Ungleichung: Die oben hergeleitete Ungleichung (8)
kann noch verschirft werden, wenn die Ungleichung c% < 3c2 durch die
verfeinerte (,logarithmische”) Version ersetzt wird, die noch den Bei-
trag der rationalen und der elliptischen Kurven mit negativen Selbst-
schnittzahlen berticksichtigt. Wie wir gesehen haben, ist bei einer ge-
wohnlichen singuldren Geradenkonfiguration L bereits die KUMMERsche
Uberlagerung ﬁz(L) zu n = 2 eine minimale Fliche vom allgemeinen
Typ. Uber jedem Tripelpunkt liegen N/8 = gk—4 rationale (-2)-Kurven,
die von der Auflésung der quadratischen Doppelpunkte kommen, und dber
jedem Vierfachpunkt liegen N/16 = 2k=5 elliptische Kurven mit der
Selbstschnittzahl —4. In dieser Situation erhalten wir nach Ergebnis-
sen von Y. MIYAOKA, R.KOBAYASHI und F. SAKAI, die wir im Anhang B.3,B
diskutieren, die verfeinerte Ungleichung

*(9) c% + %-ta = 3(e, - 3%)-t3 :
Nach B.3(3,4,5) gilt far die dort beschriebenen modifizierten CHERN-
schen Zahlen 3% und 32 die Ungleichung O < 3% < 332 , und nach

B.2(11) und A.2(5) sind diese Zahlen in unserer Situation durch
~2 N

- 2 2 _ .2 N oL 3N
°1 1 r}_j_aﬁ,, €] + 416t i S T S~ 7gt

[}
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gegeben. - Setzen wir jetzt far c% und c,y die Werte aus den quadra-
tischen Polynomen 1.3(7) ein, so erhalten wir aus (9) durch Umformung

das folgende Ergebnis:

.

Far Geradenkonfigurationen in der komplex-projektiven Ebene mit

t, =t = L =0

k k-1 k-2

gilt die Ungleichung

3
¢ (10) t, + 5t > k + (2r-9)t_ .
2 7 4 rgs r

Das angegebene Argument gilt nur unter der Voraussetzung tpa = 0 ;
die Abschatzung ist aber auch fir doppelt erweiterte Fast-Blischel und
fir verbundene Doppelbiischel mit te3 > 0 richtig: Die entscheidende

Ungleichung

(0=) c% < 3¢,

gilt allgemein far Fliachen mit & =2 0 und ist somit insbesondere auf
echt elliptische Flachen, K3-Flachen und Produkte von nicht-rationalen
Kurven anwendbar. Dagegen ist (10) fuar Konfigurationen mit t
falsch; das kleinste Beispiel erhalten wir mit k = 8, te
und t, = 10 :

Vir notieren noch explizit die Ungleichungskette

*(11) ty+tg 2 gyt %-c3 >

> k+ ¥V @r-9t. = k+ ¥ (x-6)t_,
r§5 r rgs r

in der wir die beiden Abschidtzungen (8,10) zusammenfassen konnen.
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J. Exkurs: Die Ungiiltigkeit der Ungleichung c% < 3c2 fiir Flédchen in

Charakteristik p : Far Flichen vom allgemeinen Typ Gber einem alge-
braisch abgeschlossenen Kérper positiver Charakteristik gilt die Un-
gleichung c% < 302 im allgemeinen nicht. So hat etwa L. SZPIRO in
dem Artikel [1979: 3.4.1] mit Hilfe von typischen Charakteristik-p-
Methoden eine Serie von Flichen vom allgemeinen Typ mit konstantem
9 > 0, aber c% -+ © beschrieben. Wir wollen nun zeigen, daf die

Ungleichung bereits bei KUMMER-Uberlagerungen von iPz(f;) verletzt

wird:

Das quadratische Polynom F(u) von oben legt es nahe, die bereits in
Absatz E erwdhnte Geradenkonfiguration mit f0 = k in der projektiven
Ebene Uber dem endlichen Kérper I} mit p Elementen zu betrachten:
Man nehme alle Geraden in PZ(I})' Die dadurch gebildete Konfiguration
hat k = p?

Vielfachheit p+1. Uber dem algebraischen Abschluf f} erhalten wir

+p+1 Geraden und ebensoviele Schnittpunkte, alle mit der

also eine Geradenkonfiguration mit dem (linearen!) Polynom

°(12) F(u) = —2u(p2+p+l) (p-1) + 4(pZ+p+l)
= (pZ4p+l) (4-2(p-D)u),

also mit F(u) < 0 fir alle p und alle u 21 bis auf die Fille
P=2,u<2 und p=3, u=1. Nach 1.3(7) ergeben sich fir die
CHERNschen Zahlen die Werte

*(13) c2/(a*3) = 3n?((p-2)k+3) - 4n(p-1)k + (p+D)k,

ep/ 3y = n?((p-2)k+3) - In(p-1)k + (p+l)k.

Beide Werte sind fir samtliche Verzweigungsordnungen n = u+l und fir
alle Primzahlen p positiv. Der CHERN-Quotient c%/c2 nahert sich fir

groRe n von oben dem Wert 3 ; fir n = 2 erhalten wir

o(14) 2/, = 5= 26/((p-3)k+12),

so daR die CHERN-Quotienten unserer Beispiele beliebig nahe an 5 her-
ankommen. Damit ist unser Ergebnis zwar nicht so gut wie das oben zi-
tierte, interessant ist aber, daR die positive Charakteristik hier nur
durch die Existenz einer Geradenkonfiguration mit der angegebenen Kom-

binatorik eingeht.
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K. Anwendbarkeit der komplexen Formeln: Wir miissen uns nun noch tber-

legen, inwiefern die Konstruktionen und Berechnungen aus den vorigen
Kapiteln in der hier betrachteten Situation galtig bleiben. Wir setzen
v;;aus, daR die Verzweigungsordnung n stets prim zur Charakteristik
p ist. In diesem Fall zahmer Verzweigung kann man die lokale Beschrei-
bung in analytischen Koordinaten aus Kapitel 1 mit Hilfe von ABHYANKARs
Lemma (s. z.B. [Popp: p. 22]) auch algebraisch erhalten. Daher kénnen
wir die KUMMER-Uberlagerung wie in 1.5 konstruieren, und da es sich um
eine ,gewdShnliche" singulidre Konfiguration handelt, folgt die Existenz
eines effektiven plurikanonischen Divisors wie in 3.2,H.

Wihrend man zur Berechnung von c% nur die Verzweigungsformel fir den

kanonischen Divisor bendtigt, die in dieser Form allgemein fir zahme
Verzweigungen gilt, haben wir fir die CHERN-Zahl ¢, die Ubereinstim-
mung mit der topologischen EULER-Charakteristik ausgenutzt. DaR dies
nicht nétig ist, zeigen z.B. Ahnliche Rechnungen von B. IVERSEN [1970]
auf rein algebraischem Wege (in Charakteristik 0). Einen anderen, recht
allgemeinen Ansatz liefern die verallgemeinerten HURWITZ-Formeln, die

wir im Anhang A.2,D diskutieren.

3.4 ZUR GEOGRAPHIE DER C H E R N SCHEN ZAHLEN

A. Ungleichungen fiir die CHERNschen Zahlen und den CHERN-Quotienten:
Fir die CHERNschen Zahlen c% und <y einer minimalen Fliche vom

allgemeinen Typ gelten die ,klassischen" Ungleichungen

*(1) c% >0, cy > 0

(vgl. die Klassifikationstabelle im Aphang A.1,P), die NOETHER-Formel
*(2) cfte, = 12x (= 12-(1-g+p,))

(die allgemein fir glatte kompakte komplexe Flichen richtig ist, vgl.
A.1(6)) sowie die Ungleichungen
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A

«(3) c, 5c2 + 36 (¢ gerade),

A

cy SC% + 30 ( c% ungerade),

die mit der NOETHERschen Formel und der Abschitzung pg > x—1 sofort
aus der NOETHERschen Ungleichung
2
2pg < c] + 4

folgen (vgl. [B-P-VdV: VII(3.1),p.210]). Damit erhalten wir far den
~CHERN-Quotienten"”
o(8) = c2/c

LS T

die unteren Abschiatzungen

*(5) v

v

¢2/(5c2+36)  (c? gerade),

v

Y C%/(5C%*'30) ( C% ungerade),

die uns als kleinste mdgliche Werte <y = 1/35, 1/23, 1/15, 1/14, 1/11
usw. liefern. Diese werden auch tatsédchlich angenommen, da es zu jeder
ganzen Zahl n 2 1 Flachen mit c% = n gibt, far die in den Unglei-
chungen (3,5) die Gleichheit gilt. (Diese Flichen auf den ,NOETHER-
Linien" sind insbesondere von HORIKAWA genau untersucht worden und wer-
den daher auch ,HORIKAWA-Fliachen" genannt; far die wichtigsten Ergeb-

nisse verweisen wir auf [B-P-VdV:VII.10, p. 230-233].)
Die obere Schranke v < 3 folgt aus der Ungleichung

. (6) c? < 3¢,

(vgl. Einfihrung und Anhang B.2). Die CHERNschen Zahlen auf der Grenz-
geraden c% - 3c2 gehéren zu den Ballquotienten. Bei unseren Beispiel-
flachen I, II, III aus 3.1 haben wir ziemlich grofe Werte (cy = 3-54,
16-310, 111-56) erhalten; ISHIDAs Betrachtung von ,freien" Quotienten

lieferte als kleinsten Wert cy = 15 (siehe 3.1,J).

Der kleinstmégliche Wert cy = 3, c% = 9 wird fir die ,gefalschte
projektive Ebene" ("fake Pz") angenommen, die D. MUMFORD mittels p-adi-
scher Uniformisierung konstruiert hat [1979]. Zu dieser Flache Y mer-

ken wir erganzend an, daR sie nicht als verzweigte GALOIS-Uberlagerung
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zu einer Kurvenkonfiguration auftreten kann: Die PICARD-Gruppe Pic Y

2

ist isomorph zu Z-H, wobei H ein Hyperebenenschnitt mit H" = 1 ist;

es gilt Ky = 3.H. Daher ist eine beliebige Kurve C vom Grad r zu
2

—

r-H 1linear aquivalent und hat die charakteristischen Zahlen 2 -1

und e(C) = 31‘—1‘2 (nach der Adjunktionsformel). Damit ergibt sich
prop € = 2¢2 - e(C) = 3r(r-1),

und dieser Ausdruck kann nur in trivialer Weise verschwinden. Nach dem
relativen Proportionalitidtssatz enthialt die Fliche Y also keine Kur-

ven, die Verzweigungskurven einer GALOIS-Uberlagerung sein kénnen.

B. Das Problem der . Geographie" der CHERNschen Zahlen: Wir betrachten

nun die Menge

D :={(m,n) €EZXZ ; mmn >0, min = 0 mod 12,

o2 m < 5n + 36, n < 3m).

A
\

—

<2

Das Grundproblem der ,Geographie" der CHERNschen Zahlen ist die Frage:

e Welche Paare (m,n) € D treten als CHERNsche Zahlen n = c%,

m = c, einer minimalen Fliche vom allgemeinen Typ auf?

Als abgeschwiachte Probleme formulieren wir zwei Fragem nach der ,Geo-

graphie der CHERN-Quotienten™:

¢ Auf welchen Geraden n = ym liegen CHERNsche Zahlen (wie oben),
d.h. welche CHERN-Quotienten v treten auf?

* Welche reellen Zahlen v sind Haufungswerte von CHERN-Quotienten?
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Wie das Beispiel der HORIKAWA-Flachen zeigt, ist y=1/5 der kleinste

Haufungswert (mit Approximation von unten).
Bei den Untersuchungen dieser Fragen werden oft die Invarianten c%ml(2
und x (anstelle von e = 12y - K2 ) benutzt. Damit nehmen die Unglei-

chungen (1) und (3) von oben die Form
o(1') 2>0, x>0 ;

1
o(3") 2 = 2x-6

an. Zwischen den Quotienten vy und a := c%/x besteht die Beziehung
T = a/(12-a), a = 127/(y+l) ;

damit entspricht der oberen Schranke +v < 3 die Abschitzung

e(6') a<9.

C. Reguldre Geradenkonfigurationen und CHERNsche Zahlen: Wir haben in
Abschnitt 3.2,C gesehen, daR die KUMMER-ﬁberlagerung Xn(L) zu einer
Geradenkonfiguration in allgemeiner Lage eine minimale Fliche vom all-
gemeinen Typ ist, falls k=7 oder k25, n=23 oder k>4, nz5
gilt. Die zugehérigen CHERNschen Zahlen

c? = o3 (n(k-3)-k)2
¢, = $0¥73 [(k-2) (k-3)n? - 2k(k-3)n + k(k-1)]
(nach 1.1(11), 1.5(3)) nehmen mit wachsenden n bzw. k recht schnell

grofe Werte an. Wir geben die kleinsten auftretenden Zahlen mit dem zu-

gehorigen Quotienten vy in der folgenden Tabelle explizit an.

(k,n)  (4,5) (4,6) (4,7) (5,3) (5,4) (6,3) (7,2) (8,2)
2

cf 5 24 63 9 144 243 16 128
c, 55 108 189 63 288 405 80 256
v 111 8/27 13 17 172 35 175 172

Aus den CHERNschen Zahlen fir Xn(L) ergibt sich als CHERN-Quotient
der Wert

2 ((k-3)n2-k)
(k=2) (k~3)n2 - 2k(k-3)n + k(k-1)

(1) ¥ =k = 2-
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Daraus erhalten wir den ,asymptotischen” CHERN-Quotienten
T, (k) = 1imnd° 1n(k) = 2 - 2/(k-2) (k fest)
(mit monotoner Approximation von unten) sowie den Grenzwert
limk*w 1n(k) = limkaw Tolk) = 2.

Fir k=4, n > 5 gilt sogar stets 7n(4) <1 und 7,(4) =1.

D. Singuldre Geradenkonfigurationen und CHERNsche Zahlen: Wenn eine

singuldre Geradenkonfiguration L kein Bischel und kein Fast-Buschel
ist (d.h. tk - tk—l =0 ), so ist nach 3.2 die regularisierte KUMMER-
sche Uberlagerung ﬁn(L) fir n > 4 stets vom allgemeinen Typ und
zusdtzlich minimal, falls L nicht ein verbundenes Doppelbiischel ist,

Die CHERNschen Zahlen von ﬁn(L) sind durch die Polynome
c% - nk_3-P(n), cy) = nk_3'Q(n)

vom Grad k-1 gegeben, wobei P und Q die quadratischen Polynome

e(8) P(n) = n2(3fl+9-af0—5k) - 4n(f-f,k) + £ + k +t, - £,

2
Q(n) = n (f1+3—fo—2k) - 2n(f1—fo—k) + f1 -t
aus den Formeln 1.3(7) bezeichnen. Damit erhalten wir fir den CHERN-

Quotienten <y die Darstellung als rationale Funktion

*(9) 7 = 7,1 = P(n)/Q(n).
Der ,asymptotische"” CHERN-Quotient ist der Quotient

©(10) 7 (L) = lim o (L)

_ 3f1+9—4f0—5k - g f1+3—2fo—k - s fo—k

f1+3—fo—2k f1+3—fo—2k fl+3—fo—2k

der Leitkoeffizienten von P und Q. Wir erhalten also genau dann fir

genigend groBe Werte von n Flichen mit v > 2, wenn die Ungleichung

*(11) £f.+3 > 2fo + k

1

erfiillt ist; im Fall der Gleichheit gilt v (L) = 2. Aus der Darstel-
lung (9) far v als Quotient P/Q von quadratischen Polynomen kann
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leicht auf das asymptotische Verhalten geschlossen werden: Der asympto-
tische CHERN-Quotient wird fdr 9 (L) > 2 von oben und fir <y < 2
von unten approximiert; dabei ist die Folge der -yn(L) fir genmigend
groBe Werte von n streng monoton fallend bzw. wachsend. Insbesondere
gilt bei einer Geradenkonfiguration mit =y = 2 stets 7n(L) <2:

Im Fall der Gleichheit f1 +3 = 2f0 + k sehen wir sofort, daR far
die quadratischen Polynome in (8) die Ungleichung P(n) < 2-Q(n) gilt,

denn die Differenz
2Q(n) - P(n) = f1 + fo -k ~ 3t2 - 3-(f0—-t2—1)

ist strikt positiv. (Die Abschitzung fo = t2+1 ist klar. Im Fall der
Gleichheit sei r die Vielfachheit des singuldren Punktes. Damit gilt
fl - 2t2+r = 2fy+r-2, und mit der Voraussetzung fl = 2fo+k—-3
von oben ergibt sich dann die Vielfachheit r = k-1, so daR also L

ein Fast-Bischel wire.)

E. Hinreichend singuldre Geradenkonfigurationen: Mit den Relationen

zwischen den Zahlen r,, s und k, die wir im Abschnitt 2.1,C her-

geleitet haben, kénnen wir die Ungleichung (11) von oben umformen. Nach

2.1(10) gilt (mit der dort eingefihrten Bezeichnung ka fir die Anzahl

der Geraden, auf denen genau o singulidre Schnittpunkte liegen)
fl—2t2 - Vilrv - k—k0 + 3 (a—l)-ka ,

022
und daraus folgt

s
f.-2f,—-k+3 = (r-2) —k+3 = (o-1)-k -k, ~— 25 + 3.
1 0 vzl v a§2 (4 0
Damit liefert eine Geradenkonfiguration also genau dann far genigend
groBe Werte von n Flichen mit c% > 2c2 , wenn die (dquivalenten)

Ungleichungen

S
e(12) vzlry +3 > k+ 2s bzw. Y (a—l)-ka +3 > 25 + ko

022
erfallt sind. Solche Geradenkonfigurationen wollen wir ,hinreichend
singuldr” nennen. Mit der Abschitzung
s
- s s
*(13) uzlr" < k ko+(2) = k+(3)

aus 2.1(13,7) ist dann sofort zu sehen, daR fir eine solche hinreichend
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singulidre Geradenkonfiguration L die Ungleichung 2s < (;) + 3 er-
fillt ist, so daR L also mindestens vier singuldre Schnittpunkte ent-
halten muR. Insbesondere folgt damit fir die speziellen singuldren Kon-
fiéurationen aus 2.1, daB nur die doppelt erweiterten Fast-Biuschel mit
t§ = 3 (d.h. drei Tripelpunkte auferhalb des Bischelzentrums) hin-

reichend singulir sind.

F. Das vollstindige Viereck als kleinstmégliche hinreichend singulire

Konfiguration: Im Fall s = 4 folgt aus (13) mit 2.1(10) (s.o.) die
Abschitzung

A

4
Y or, - (k) = Lok, ) = 6.

v=1 o=

Die Ungleichung (12) ist genau dann erfillt, wenn hier das Gleichheits-
zeichen und in (12) zusiatzlich ko = 0 gilt, so daR sich also insgesamt
Zﬁ-l r, = k + 6 ergibt. Nach 2.1(7) ist das genau dann der Fall, wenn
die vier Punkte in allgemeiner Lage sind, ihre sechs Verbindungsgeraden
zu der Konfiguration gehéren und wenn auf jeder Konfigurationsgeraden
13 mindestens einer der Punkte P, liegt. Damit besteht die gesamte
Konfiguration aus einem vollstandigen Viereck und fir k > 6 noch aus
weiteren k-6 Geraden, auf denen jeweils genau einer der vier singu-

liren Punkte liegt.

Wir merken noch an, daR es schon flir s = 5 eine hinreichend singulire
Konfiguration gibt, die kein vollstindiges Viereck enthialt, wie folgen-
des Beispiel zeigt: 1In einem (regelmiaRigen) Finfseit werden die finf

ninneren" Eckpunkte durch drei Diagonalen verbunden.

NN

Fir diese Konfiguration mit k = 8, t, =1, t3=4, t,= 10 gilt
1, = 17/8.
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G. Reelle Konfigurationen: Das vollstdndige Viereck ist die kleinste
reelle simpliziale Konfiguration, die kein Fast-Baschel ist. Die kombi-
natorischen Daten liefern sofort den Wert <y, = 5/2 als asymptotischen
CHERN-Quotienten. Wir wollen jetzt zeigen, daR fir eine beliebige re-
elle Konfiguration L stets die Ungleichung

*(14) 7,(L) < 5/2

gilt und daR Gleichheit genau dann eintritt, wenn die Konfiguration sim-
plizial ist. Wie namlich die explizite Darstellung (10) far <, sofort
zeigt, ist die Behauptung &quivalent zu der Ungleichung 2(f1+3—2f0—k) <
< f1+3—f0—2k, also zu

*(15) £, = 3(f5-D)

mit der entsprechenden Aussage Uber die Gleichheit, die wir bereits in
2.2(5) bewiesen haben. Als Anwendung erhalten wir, daR fur eine hinrei-
chend singulire Konfiguration mit genau vier singulidren Punkten (die
also wie oben beschrieben ein vollstandiges Viereck als Teilkonfigura-
tion enthalt) ebenfalls < 5/2 gilt und daf die Gleichheit nur beim
vollstandigen Viereck eintritt. Offenbar ist namlich eine solche Konfi-
guration zu einer reellen Konfiguration kombinatorisch aquivalent, so
daR sich die Ungleichung (14) dbertrigt. In der dazu Aquivalenten Ab-
schatzung
t, = % (r,-3) +3

v=1
aus 2.2(2) gilt beim vollstidndigen Viereck die Gleichheit, da die Kon-
figuration simplizial ist. Wenn man nun zusitzliche Geraden hinzufigt
(wobei ja keine neuen singuldren Schnittpunkte entstehen dirfen), so
nimmt bei jedem Schritt die rechte Seite um héchstens 1 und die linke
um mindestens 3 zu; die so entstehenden erweiterten Konfigurationen

sind also nicht mehr simplizial.

H. Komplexe Konfigurationen: Wie wir bereits im Abschnitt 2.2,D bei der
Diskussion der Doppelpunkte von reellen Konfigurationen gesehen haben,
gilt die zu f1 < 3(fo—1) dquivalente Ungleichung 2.2(2) und somit
auch die Abschatzung vy < 5/2 nicht fir komplexe Konfigurationen.

Betrachten wir die Beispiele fir Konfigurationen ohne Doppelpunkte, die
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wir in den Abschnitten 2.3, E und I, sowie 2.4 diskutiert haben, so er-

halten wir die folgenden Werte:

bei

k t3 ¢ tg £ £ Yoo Tmax n =

CEVA(3) 9 12 - - 12 36 % ~ 2,66 3 5

CEVA(4) 12 16 3 - 19 60 %% -2,65 2,96.. 5

CEVA(5) 15 25 - 3 28 90 %% ~ 2,62 2,90.. &4
53 _

(Grgg) 21 28 21 - 49 168 33 -2,65 2,95.. 4
285 _ .

(Gyq) 45 120 45 36 201 720 283964 2,92.. 4

Wir erinnern daran, daR wir die Konfiguration CEVA(3) in 2.3,I mit der
dualen (Fluchtlinien-) Konfiguration zur HESSE-(Wendelinien-) Konfigu-
ration identifiziert haben; in der Bezeichnung aus 3.1,D ist das die
Konfiguration IIX. Mit (6168) bzw. (G360) bezeichnen wir natiirlich die
Geradenkonfiguration, die zu der entsprechenden Spiegelungsgruppe ge-
hért (vgl. 2.4). Fir die Konfiguration GEVA(q) ergibt sich aus den kom-
binatorischen Daten k = 3q, ty = qz, tq =3, fo = q2+3, fl = 3q(q+l)

der Wert
3q-6

N

T, = 5+

4q2—6q'

Fir q = 3 erhalten wir das Maximum Voo = 8/3 (s.o.).

1. Die Ungleichung v, < 8/3 : Wir wollen zeigen, daR der asymptotische
CHERN-Quotient fir eine beliebige komplexe Geradenkonfiguration L mit

ty = ty.q = 0 stets der Ungleichung
*(16) To(L) < 8/3

genGgt und daf die Gleichheit genau dann gilt, wenn L die Konfigura-
tion CEVA(3) ist. Wegen der in 2.3,F gezeigten projektiven Eindeutig-
keit ist diese Konfiguration bereits durch die Daten k = 9, ty =12

eindeutig charakterisiert.

Wir folgen im wesentlichen dem Beweis, den A. SOMMESE in seinem Arti-

kel [1984: (5.3), p. 220] ausgefihrt hat, indem wir aus der Annahme
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Yo = 8/3 herleiten, daR dann notwendig k = 9, ty = 12 (und somit
1, = 8/3) gilt. Die Annahme fihrt uns zunidchst auf die Ungleichung

f. +k+ 3 = 4f

1 (I

die wir mit der Definition von fO und f1 explizit ausschreiben:
e (17) Y (r=4)t_ + k+3 = 2t, + t,.
=5 r o2 3
Wir benutzen nun die Abschitzung
*(18) S, 4+t = 2(k+ ¥ (r-4)t)
3 72 3 5 3 25 r’’

die aus der Kette 3.3(11) folgt, und erhalten damit aus (17) durch ein-

fache Umformung die neue Ungleichung

*(19) 2t, + ¥ (r—l;)tr + k=<9

2 r=5

Aus der Voraussetzung v, > 8/3 folgt mit der Bemerkung von oben iber
Konfigurationen mit vier singuldren Punkten (7, < 5/2 bei s =4),
daBR s = 5 gelten muf. Die Annahme, daf ein Punkt mit r, = 5 auftritt,
fihrt damit sofort auf einen Widerspruch: Aus (19) folgt k < 8 ; somit
wire L eine der speziellen singulidren Konfigurationen mit t, , =1
oder te 3= 1 aus 2.1, aber fir diese gilt s < 4. Falls es (min-
destens) einen Doppelpunkt gibt, muB nach (19) sogar k < 7 gelten.
In diesem Fall dirfen aus demselben Grund auch keine Vierfachpunkte
auftreten, und es muR k = 7, also t2 =1, sein, da sonst wieder
tk—3 21 und somit s < 4 folgt. Die Formel 2.1(1) fir die Schnitt-
punktanzahl liefert dann

=) =
1+ 3t3 (2) 21,
was offensichtlich unmdglich ist. Der Fall k = 6 scheidet ebenfalls

aus; somit kann also nur ty ~ 0, t. - 0 fir r=25 und 7<k=<9
gelten. Die Abschatzung (18) ergibt 3t3 2 4k, und daraus folgt mit

2.1(1) die Ungleichung
k(k-1)/2 = 3ty + 6t, = b4k + 6t, = 4k,

die (mit k < 9 ) offenbar nur fir k =9, ¢
fallt wird.

4 0, also t3 - 12 er-
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J. Die Geographie der CHERN-Quotienten: Die Frage nach den Zahlen, die
als CHERN-Quotienten zu minimalen Fliachen vom allgemeinen Typ auftreten
kénnen, kann vollstandig beantwortet werden: Simtliche mdglichen Werte
werden angenommen. Den Beweis, daR alle rationalen Zahlen im Intervall
[%,3] so vorkommen, hat-uns A. SOMMESE mitgeteilt; die wesentlichen
Ideen sind bereits in seinem oben erwihnten Artikel [1984: §2] enthal-
ten. Wir werden diesen - Uberraschend einfachen - Beweis weiter unten
ausfihren; dazu reichen die bisher benutzten Methoden aus; wir danken

A. SOMMESE fir sein Einverstindnis mit der Veroffentlichung.

Daf auch die verbleibenden Werte vy = (2j-k)/(10j+k) (mit j = 1 und
k=1,...,6; k < 2j-1) angenommen werden, die zu den Punkten auf den

NOETHER-Linien und den dazu parallelen Geraden unterhalb der Geraden

c% - c2/5 entsprechen, ergibt sich aus dem folgenden weitaus stidrkeren
Resultat, das die Grundfrage der Geographie der CHERNschen Zahlen fir

einen grofen Bereich der Menge D beantwortet:

Fast alle Paare (m,n) € D1 = {(m,n) € D; n < 2m} sind CHERNsche

Zahlen (cz,c%) einer minimalen Fliache vom allgemeinen Typ.

Die Ausnahmefille, fiir die die Frage noch offen ist, sind endlich viele
Punkte (m,n) = (4j+k,8j-k) mit k =1,2,3,5,7 und 1 < j = (m+n)/12
< 246, die als ,weiRe Flecke" auf diesem Teil der CHERN-Zahlen-,Land-
karte” bleiben. Dieses Ergebnis wurde im wesentlichen von U. PERSSON
[1981: Thm.2] bewiesen, der diese Flichen mit c, = m, c% -n als
doppelte Uberlagerungen von Regelfliachen konstruiert hat; allerdings
konnten dabei die Punkte auf den Geraden n = 2m—3k mit k = 2 bzw.
k = 28~1 mit £ <8 oder £ =10 zundchst noch nicht realisiert
werden. Diese Licken wurden von XIAO Gang (fir k = 9 ) und von CHEN
Zhijie (fur k < 7 bis auf endlich viele Ausnahmen mit j < 246 ge-
schlossen; fir beide Ergebnisse verweisen wir auf CHENs Artikel [1987:
Prop. 6.2, 6.3] (und fix j = 1 auf [B-P-VdV: VII.1ll, p. 234-237).

Bei dieser Gelegenheit sei angemerkt, daR es XIAO und CHEN auch gelun-
gen ist, groRere Teile im Bereich D2 = {n > 2m} auszufillen; dabei
ist besonders bemerkenswert, daR sie sogar einfach zusammenhingende

Flachen bis hin zu v ~ 2,7 konstruieren koénnen und damit ein
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Ergebnis von B. MOISEZON und M. TEICHER deutlich verbessern. Fir diese
Fragen verweisen wir den Leser auf U. PERSSONSs Bericht [1987: §3] und
auf den Artikel von CHEN. Eine Ubersicht iber die verschiedenen Uber-
lagerungsmethoden, die im Zusammenhang mit der CHERNzahlen-Geographie
benutzt werden, gibt Bruce HUNT [1987]. Dort werden auch Ansitze fir

eine Verallgemeinerung auf den dreidimensionalen Fall entwickelt.

K. Basiswechsel bel gefaserten Fldchen: Die Beweisidee fir SOMMESEs
Ergebnis, daR jede rationale Zahl vy mit 1/5 <y < 3 als CHERN-Quo-
tient einer minimalen Flache vom allgemeinen Typ vorkommt, besteht da-
rin, aus bekannten gefaserten Flachen durch geeignet gewihlten Basis-
wechsel neue Flichen mit den gewitnschten CHERN-Quotienten als verzweig-

te Uberlagerungen zu konstruieren.

Wir betrachten also eine glatte algebraische Flache S mit einer holo-
morphen Faserstruktur £ : S -+ B (d.h. einer surjektiven holomorphen
Abbildung) tGber einer glatten zusammenhingenden Basiskurve B. Nun sei
C eine weitere glatte zusammenhidngende Kurve und p : C -+ B eine sur-
jektive holomorphe Abbildung, so daB die singularen Werte von f und
p disjunkt sind (d.h. dber den Verzweigungspunkten von p in B 1lie-

gen nur reguldre Fasern von f ). In dem Faserproduktdiagramm

X=3S XBC X, 3

ol e

C — B

P
ist dann X eine glatte algebraische Fliche und xn : X - § eine ver-
zweigte Uberlagerung mit Verzweigung langs der (regularen) Fasern Fb=
f_l(b), die Uber den Verzweigungspunkten des ,Basiswechsels” p: C =+ B
liegen; das Verzweigungsverhalten von =« ist durch p in offensicht-
licher Weise bestimmt.

L. Die CHERNschen Zshlen: Wir kénnen nun mit den Methoden aus 1.1 die
CHERNschen Zahlen der Uberlagerungsflache X durch Daten der Basis-
flache S wund der Verzweigungskurven ausdriicken. Dazu bezeichnen wir

mit E die Menge der singuldren Punkte des Basiswechsels p in der
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neuen Basis €, mit m, die Zahl der in einem Punkt ¢ € C zusammen-
hingenden Blitter von p und mit Fc die reduzierte Faser durch c.
Alle regulidren Fasern sind zu einer glatten Kurve F diffeomorph. Die
EULER-Zahl ergibt sich mit der Additivitdtseigenschaft: Bezeichnen wir
noch mit M den globalen Uberlagerungsgrad (Blatterzahl) von X tuber
S (und von C dber B-) sowie mit m die Summe

m=- T (m-1) (- M-e(B) - e(0),

ceE

so erhalten wir die Formel
0 (20) e(X) = M-e(S) — m-e(F).

Zur Berechnung von K§ benutzen wir die Darstellungen Kx = mKg + J

fir den kanonischen Divisor aus A.1(1l) sowie

Jz -y (mc—l)Fc
c€Z
fir den JACOBI-Divisor von = in X. Mit der Adjunktionsformel und der

Tatsache, daR alle Fasern die Selbstschnittzahl F2 = 0 haben, erhal-

ten wir die Formel

*(21) K2 - ukE - 2mee(r).

M. Verhalten der CHERN-Quotienten: Falls die EULER-Zahlen e(S) und
e(X) nicht verschwinden, kénnen wir die CHERN-Quotienten fiir S und
X bilden. Durch einfache Umformungen erhalten wir aus (20, 21) die
Formel

m-e(F)

(22 X) = S) + $)-2)-
(22) T = A+ (D

Wir nehmen nun an, daR e(S) > 0 und e(F) < 0 gilt. Dann folgt aus
dieser Formel leicht, daR die CHERN-Quotienten +v(X) zwischen +(S)
und 2 1liegen. Im Fall +(S) » 2 gilt genauer, daR +v(X) den Wert
v¥=-a/b mit 2 < a/b < y(S) bzw. v(S) < a/b < 2 genau dann annimmt,
wenn wir einen Basiswechsel p : C+ B mit M = X-(2b-a)-e(F) und

m - A‘(b-Kg - a-e(S)) finden kénnen, wobei X ein gemeinsamer Fak-

tor ist, der far a/b > 2 positiv und fir a/b < 2 negativ sein muR.
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N. Beschreibung des passenden Basiswechsels: Wenn die Basiskurve B
vom Geschlecht » 0, also nicht rational ist, dann kann jeder beliebig

vorgegebene positive Quotient M/m = u/v > 0 durch einen passenden
Basiswechsel realisiert werden: Zunichst gibt es zu der Kurve B eine
unverzweigte u -blattrige Uberlagerung B’ -+ B. (Die Homologiegruppe
Hl(B,Z) =Z®25 und somit auch die Fundamentalgruppe 1|‘1(B) haben
Restklassengruppen beliebig vorgegebener endlicher Ordnung: "unbranched
covering trick", vgl. [B-P-Vdv: I(18.1), p.43].) Weiter gibt es eine
zweiblattrige Uberlagerung C -+ B' mit 2v Verzweigungspunkten. (Man
wihle eine meromorphe Funktion f mit je v einfachen Null- und Pol-
stellen und nehme dann die RIEMANNsche Fliache zu Jf.) Die zusammen-
gesetzte Uberlagerung hat dann M = 2u Blitter, und es gilt m = 2v.

0. Das Intervall 2 < 4 < 3: Die Ballquotientenfliche § = ﬁI - ﬁS(L),
die wir in Abschnitt 3.1,D als KUMMERsche Uberlagerung zum vollst&ndi-
gen Viereck erhalten haben, ist dber der FERMAT-Quintik (mit g = 6 )
gefasert; die reguliren Fasern sind KUMMERsche Uberlagerungen der pro-
jektiven Gerade zu n = 5 mit vier Verzweigungspunkten und haben somit
die EULER-Zahl e(F) = ~-150. Da +v(S) = 3 gilt, liefert die eben
beschriebene Methode zu jeder vorgegebenen rationalen Zahl <+ mit
2 < y< 3 eine Fliche X mit dem CHERN-Quotienten c%/c2 = 4. Da die
Ausgangsfliche S minimal und vom allgemeinen Typ ist, folgt das auch
fur die Uberlagerungsfliche X: Die Minimalitit ergibt sich wie bei der
Diskussion der Uberlagerungen zu den einfach erweiterten Fast-Bascheln
in 3.2 ,M, da eine rationale Kurve nur als Komponenten einer Faser ein-
gebettet sein kénnte. Ausgehend von einem positiven m-kanonischen Di-
visor D auf S erhalten wir durch oD + m-J’r einen entsprechenden
Divisor auf X. Mit K% > 0 aus Formel (21) folgt, daR die Flache X

vom allgemeinen Typ ist.

P. Das Intervall % < 9 < 2: Zum Beweis, daR auch jede rationale Zahl v

in diesem Intervall als CHERN-Quotient auftritt, brauchen wir nur eine

minimale Flache S vom allgemeinen Typ mit e(S) = 5K§ zu finden,
die Gber einer nicht-rationalen Kurve B mit regularen Fasern vom Ge-

schlecht 2 2 gefasert ist. Dazu betrachten wir zunichst die doppelte
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Uberlagerung Y - B, der Ebene mit Verzweigung entlang einer glatten
Sextik D. Blasen wir dann die Ebene in einem Punkt auferhalb von D
und Y in den beiden Urbildpunkten auf, so erhalten wir eine doppelte
ﬁ%érlagerung z — fz = 21 der rationalen Regelfliche. Die Uberlage-
rungsflache Z ist durch die Komposition Z - 21 + By gefasert; die
reguldren Fasern sind doppelte Uberlagerungen von P, mit sechs Ver-
zweigungspunkten und haben damit die EULER-Zahl -2, also Geschlecht

g =2. Nun ist Y bekanntlich eine K3-Flache (vgl. etwa [Gri-Har: Ch.
4.5, p. 593]), somit minimal, und daher gibt es auf Z nur die beiden
(-1)-Kurven, die vom Aufblasen herkommen und die Schnitte der Fase-
rung sind. Die gesuchte Fliche S erhalten wir dann aus der gefaserten
Flache Z wiederum durch Basiswechsel. Dazu wihlen wir eine elliptische
Kurve B in der Darstellung als zweiblattrige Uberlagerung von P, mit
vier Verzweigungspunkten. Aus den Daten e(Z) - 26, K% = -2, e(F) = -2,
M=2und m = 4 erhalten wir mit den Formeln (20,21) sofort die CHERN-
schen Zahlen

e(S) = 60, xg - 12

und damit 4 = 1/5. DaR $ eine minimale Fliche vom allgemeinen Typ
ist, folgt wie oben. - Ubrigens kémnen wir bei der Konstruktion der K3-
Flache Y anstelle der glatten Sextik D sogar das vollstdndige Vier-
eck oder eine beliebige andere reduzierte Sextik mit gewéhnlichen Dop-
pel- und Tripelpunkten wdhlen; natirlich missen wir dann die entstehen-
den Singularitaten der doppelten Uberlagerungsflache (vom Typ A, bzw.
Da) aufldsen.
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Kapitel 4
Gewichtete Konfigurationen von Kurven und verzweigte
Uberlagerungen algebraischer Flachen

Wir wollen in den folgenden Kapiteln die Untersuchung verzweigter
Uberlagerungen algebraischer Flichen fortsetzen. Die Voraussetzungen
an die Basisfliache und die Verzweigungskonfiguration bleiben unge-
&ndert; auch die Forderung an das Verzweigungsverhalten bleibt im
wesentlichen gleich. Als einzige Anderung lassen wir die Forderung
konstanter lokaler Verzweigungsordnung fallen und betrachten den
etwas allgemeineren Fall, daR die lokale Verzweigungsordnung lidngs
verschiedener Komponenten der Verzweigungskonfiguration in der Basis-
flache verschieden sein kann. Die Komponenten der Konfiguration
werden also durch die vorgeschriebene 1lokale Verzweigungsordnung
ngewichtet". Da wir auch wie in Abschnitt 1.2 Konfigurationen mit
singularen Schnittpunkten betrachten wollen und iber den beim Auf-
blasen eingesetzten Ausnahmekurven ebenfalls Verzweigung vorliegen

kann, missen auch diese Schnittpunkte gewichtet werden.

4.1 GEWICHTETE KURVENKONFIGURATIONEN, PASSENDE UBERLAGERUNGEN,
CHERNSCHE ZAHLEN UND PROPORTIONALITATSBERECHNUNGEN

A. Gewichtete Kurvenkonfigurationen: Wir betrachten eine glatte alge-
braische Flache S mit einer Konfiguration L von glatten zusammen-
hingenden Kurven Ll""?Lk . Wie in den Abschnitten 1.1 bzw. 1.2
setzen wir voraus, daR sich die Kurven ?L.j der Konfiguration nur in
gewdhnlichen Doppelpunkten (,reguldre Schnittpunkte") oder in
gewdhnlichen Mehrfachpunkten p, mit héherer Vielfachheit r 2 3
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(»singuldre Schnittpunkte”) schneiden. Wenn solche singuldren Schnitt-
punkte auftreten, nennen wir auch die Konfiguration L singuldr, und

anderenfalls reguldr.

Eine Gewichtung der Konfiguration L ist dadurch gegeben, daf wir
jeder Kurve I..j sowie im singularen Fall zusitzlich jedem singulidren
Schnittpunkt P, eine ganze Zahl nj = 2 bzw. m o= 1 als Gewicht
zuordnen. In den Abschnitten 4.2 und 4.3 werden wir sehen, daR in
gewissen Fillen auch negative Gewichte oder das formale Gewicht

unendlich («) sinnvoll und zulassig sind.

B. Regularisierung: Ist die Konfiguration singulir, so komnen wir sie
wie in Abschnitt 1.2 durch Aufblasen in den singularen Schnittpunkten
regularisieren. Mit o: S -+ S bezeichnen wir diese Aufblaseabbildung,
mit L T= a'l(L) die (reduzierte) volle Urbildkonfiguration, mit L’
die strikte Transformierte wvon L , die aus den glatten Kurven
Li,...,Lﬁ (mit Lﬁ = L.j ) besteht, und mit E das System der Aus-
nahmekurven EV - a'l(pv) , die vom Aufblasen der singuliren Schnitt-
punkte kommen. Die Konfiguration L hat nur noch gewdhnliche Doppel-
punkte und ist somit reguladr; sie wird durch die Zahlen nj (far lﬁ)
und m, (far Eu) gewichtet. Die Kurven E mit m =1 spielen

hier also eine Sonderrolle.

C. Passende gewichtet verzweigte {fberlagerungen: Eine zu der gewich-
teten Konfiguration L in S (oder auch ihrer Regularisierung in $)

passende Uberlagerung 1ist eine verzweigte Uberlagerung x: X8
durch eine glatte algebraische Fliche ﬁ, die Uber Lj bzw. Ey
lokal von der Ordnung nj bzw. m, zyklisch verzweigt ist. Uber

den Kurven E,  mit m, - 1 1liegt also keine Verzweigung vor.

Die Beschreibung des Verzweigungsverhaltens in lokalen Koordinaten
laBt sich ganz leicht von der konstant verzweigten Situation in
Abschnitt 1.1,B auf den gewichtet verzweigten Fall dbertragen. Wir
bezeichnen wieder mit L - %‘1(LJ5) und £ = 2"1(E)) die Urbild-
kurven in X . Wie die lokale Beschreibung dann sofort zeigt, besteht

jede solche Kurve aus disjunkten glatten Komponenten, und tber den
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Doppelpunkten von f schneiden sich die Urbildkurven der beiden Zwei-
ge transversal. In den einfachen Punkten von ij bzw. Eu hiangen
1:1.j bzw. m, lokale Blitter der Uberlagerung x zusammen, wihrend in
den Schnittpunkten von ii und ij (bzw. ij und EV ) genau je
ni-nj (bzw. nj-Ty ) Byatter zusammenhangen. Bezeichnen wir wieder
mit N := Grad # den globalen Uberlagerungsgrad (Blatterzahl), so
nimmt die Anzahl der Urbildpunkte eines Punktes p € § offenbar je
nach der Lage zu f einen der Werte N , N/nj bzw. N/my oder

N/ninj bzw. N/njmu an.

Die Komponenten von E := U Ey haben negative Selbstschnittzahlen und
kénnen daher analytisch zu normalen singuldren Punkten zusammengezogen
werden. Die so entstehende normale Flache X 1ist in naturlicher Weise
eine zu der singularen gewichteten Verzweigungskonfiguration L
passende singulire verzweigte Uberlagerung der Ausgangsfliche S ;
ihre Singularititen liegen Gber den singuldren Schnittpunkten von L.

Wir werden auf diese singuliaren Flichen aber nicht weiter eingehen.

Wie im Kapitel 1 wollen wir nun die Beziehungen zwischen den CHERN-
schen Zahlen c% - K2 und cy=e der Flichen, den charakteristi-
schen Zahlen (EULER- und Selbstschnittzahl) der Verzweigungskurven
sowie den globalen und den relativen Proportionalitidtsabweichungen

in Basis- und Uberlagerungsfliache untersuchen und die Daten fur X
bzw. X durch Daten fir S und L ausdricken. Samtliche Rechnungen
bleiben auch fir die Verzweigungsordnung 1 giltig. Um Sonderfille
auszuschliefen, setzen wir aber im singuldren Fall stets o > 2
(und m, = 1) wvoraus. Wir diskutieren wieder zunichst den reguliren
Fall und anschliefend den singuliren. Da alles analog zu Kapitel 1

geht, fdhren wir hier ohne weitere Kommentare die Rechnungen durch.

D._Berechnung der Invarianten (I: regulire Verzweigungskonfiguration):
Zur Abkirzung fihren wir fur j = 1,...,k die Bezeichnung

*(1) xj I- (nj-.-l)/nj = 1 - l/nj

ein. Als gewichtete Variante der Formel 1.1(2) erhalten wir dann far
die EULER-Zahl der Uberlagerungsfliche X = X die Formel
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*(2) e(X)/N =

k
e(S\L) + jzl(l/nj).e(Lj\Slng L) + izj(l/nin )-(Lilj)

k
- - Y . - - :)-(L.L.
e(S) j21(1 1/nJ) e(Lj) + i;j(l l/ni)(l 1/nJ) (L4 J)

]

k
e(S) - jzlxj.e(Lj) +i§jxixj-(LiLj)

vom HURWITZ-Typ. Die Formeln 1.1(3), die in die Beschreibung 1.1(4)

des kanonischen Divisors eingehen, werden durch

k ~
o(3) I, - jZl(nj—l)-Lj ,
*. -
x Lj - nj-l..j

ersetzt, wobel die Urbildkurven ij - x'l(Lj) , mit der reduzierten
Struktur versehen, wieder als Divisoren aufgefaBt werden. Damit
erhalten wir fir den kanonischen Divisor der Uberlagerungsflache
nach A.1(1) die Darstellung Kx - ﬁ*(Q) mit

k
.(4) Q - KS + jglxj.l‘j ’

wobei die Divisoren mit rationalen Koeffizienten nach dem Anheben
wieder durch ganzzahlige ersetzt werden kémnen. Mit dieser Beschrei-
bung kann auch die kanonische Dimension x der Uberlagerungsflache
X durch Daten der Basis ausgedrickt werden (vgl. Absatz F). Bei der
Berechnung der Selbstschnittzahl formen wir wiederum mit Hilfe der

Adjunktionsformel um und erhalten so die Formel

2 k 2
«5) KZN = (xs+j):1xj.1.j)

- k24 ‘Z‘lxj(—ze(Lj)+(xj-2)L§) + 21§jxixj.(LiLj) .
Die Berechnung der globalen Proportionalititsabweichung der Flache
X stellen wir zunichst zurick, um erst die relative Abweichung
prop ij - 2i§ - e(ij) fir die Kurven tj auszurechnen. Mit den
charakteristischen Zahlen
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T2 - 2y.72 (- 42
*(6) Ly (N/n7) -1 (N/ny)- A=x4)-13

L. = N/n.)-(e(L.) - .- (L.L,
e( J) ( /nj) (e( J) iZéxl ( i J))
erhalten wir sofort den Wert

o(7) prop L,

- 2y, —x.)-12 — .
5 (8/85) - [200x)) 1§ = e(Ly) + F %;- (LiLy)]

ixj 1
2
- N/n.)- L. — 2x,-L; + . (L;L,
(N/n;)-[prop Ly — 2x;-Lj 1§jx1 (L4L5))
Far die globale Proportionalititsabweichung Prop = 3-c2 - c%

ergibt sich aus (2) und (5) zunichst die Relation
Prop X — N-Prop § =
N5 L 2 12) + N L.L
- . .- (= ) + (2-x.)-L) + N- .X.-(L.L.
jgli (—e( J) ( xJ) J) i;jxli (Ly J)
- lf X [-N-e(L;) + N-(2-x,)-L2 + SN-F x.-(L.L.)]
j=1 J ] ] ] 2 i%j i i737
Wenn wir jetzt prop Lj und prop tj ins Spiel bringen, erhalten

wir daraus durch die Umformung
Prop X — N-Prop S =
k 2
- jglxj-[—N-e(Lj) + N-(Z—xj)-Lj +
+ ln.- rop L, — 1N- rop L, + N-x, L2
3 0y Prop Ly — 3N-prop Ly 5715

k
1 ~
- 5 ;- (N- L. + n,- L,
5 jgli (N-prop § + 1y Prop J)

die Uberraschend einfache Formel

k
1
*(8 Pr X N-Prop S + =- E X, (N- L. + n.- L.
(8) op P 3 351 j (N-prop 5 4 prop J)

E. Berechnung der Invarianten (IT: singuldre Konfiguration): Falls die
urspringliche Verzweigungskonfiguration L singulare Schnittpunkte
hat, missen wir nach der Anwendung der soeben hergeleiteten Formeln
auf die gewichtet verzweigte Uberlagerung 7 : X > S auch noch die
Regularisierung o : 6,0 » (s,L) bericksichtigen, damit wir
schlieflich die Invarianten der Uberlagerungsflache durch Daten der

Ausgangskonfiguration ausdriicken kénnen. Zusatzlich zu den schon ein-
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gefihrten rationalen Funktionen x5 = 1- l/nj der Geradengewichte
benutzen wir beli den Gewichten m, der singulidren Schnittpunkte noch

den Ausdruck
«9 y, - -l1-1/m, = -@+)/m, ,

so daR also beim Einsetzen in die Formeln fir den reguliren Fall der
xj-Term bei exzeptionellen Kurven durch y, + 2 ersetzt werden muR.
(Der Nutzen dieser Konvention =zeigt sich bei den Formeln fir die
Proportionalititsabweichung.) Die Inzidenzrelation p,6 € Lj schreiben

wir wieder als v ~ j bzw. j ~ v .

F. EULER-Zahl, kanonischer Divisor und kanonische Dimension: Fir die
EULER-Zahl e = ¢, erhalten wir mit (2) sofort die Formel

A ~ k
*(10) e(X)/N = e(S) - j)-:lxj-e(Lj) - § 2(yy+2)

+ i;j xixj-(Li~Lﬁ) + jzy xj-(yy+2)

Dabei ist die Schnittzahl (Li~L5) natirlich die Anzahl derjenigen
Schnittpunkte von Li und I..j , die Doppelpunkte der Konfiguration
L’ sind, und bei der letzten Summe ist dber die Paare (j,v) mit
p, € lj zu summieren. In dem Spezialfall konstanter Gewichtung

nj =m =n erhalten wir durch Umformung die Formel 1.3(6) zurick.
Durch die Regularisierung muf auch die Darstellung (4) fir den
kanonischen Divisor modifiziert werden; es ergibt sich jetzt
R =k -2 mit

X

A k
o(11) § = a*xs+j§1xj.LJz+ §(yu+3).Eu

k
*
- o (Kg + jglxj-l_.j)+ g (y, +3- Y xj)'Ey

v
*
- 0o + +3 -) x:)'E
@ + 3G, ij 1)°E,
mit Q aus (4). Da die Summanden beziglich des Schnittproduktes
orthogonal sind, 148t sich die Selbstschnittzahl R2 - N-Qz Jetzt

leicht berechnen: Der erste Summand ist bereits im regularen Fall in
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Formel (5) berechnet worden, der zweite ist die negativ genommene

Summe der Quadrate der Koeffizienten.

Mit dieser Darstellung (11) fir den kanonischen Divisor kénnen wir
auch die kanonische Dimension x der Uberlagerungsfliache % durch
Daten der Basis ausdricken, denn nach A.1(7) gilt n(ﬁ) = x(g,ﬁ)

Wenn also die Selbstschnittzahl 62 strikt positiv ist und wenn fir
eine genigend groBe Zahl m > 0 das Geradenbindel zu dem ganzzahligen
Divisor mé nichttriviale Schnitte hat, dann ist die Uberlagerungs-

flache X vom allgemeinen Typ.

G. Die Proportionalitdtsabweichung: Wir berlicksichtigen zunidchst den
EinfluR der Regularisierung: Wenn 3 die Anzahl der singuliren
Schnittpunkte auf Lj und s deren Gesamtzahl bezeichnet, so gilt

offenbar

0 (12) Prop § = Prop S + 4s ,
prop Li =  prop Lj - 20j ,
prop Eu - 4

Damit erhalten wir fur die Uberlagerungskurven die Formeln
«(13) prop L, = (¥/n))-[prop L; + 2xJ.-(aJ.-LJ?) +
+ Y x - (LILDY + Yy 1,
L0 4 I
prop E, = (N/m )-(2y, +J_Zuxj)

Far die Uberlagerungsfliche folgt aus (8) zunichst der Ausdruck

Prop X - N-Prop S -

J 1

+ %~Z (2+y,)-(-4N + m -prop Eu) + 4-N-s
v

k -
- %.jglxj-(N-prop L! + n,-prop Ij)

k - -
- %.jglxj.(N.prop‘Lj + nj-prop Lj) + %-g yy-mv-prop Ell

k -
—jzlxj-aj + Z(—ZN'(2+yy) +m,-prop E ) + 4-N-s .
- v
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Nun entfillt aber die gesamte letzte Zeile, denn wenn wir fuir prop Eu
den Wert aus (13) einsetzen, heben sich alle Terme gegenseitig auf.

Somit erhalten wir schlieRlich die Formel

A k -
o(l4) Prop X = N-Prop S + 1, Y. X;-(N-prop L. + n.-prop L;)
2357 3 J j|
+ %-Z y,'m, -prop Ey.

v

H. Die Punkt(-Proportionalitédts-)bedingung prop Eu = 0: Nach dem
relativen Proportionalitdtssatz muf die Bedingung prop E = 0 fur
jeden singuldren Schnittpunkt P, mit dem Gewicht m 2 2 notwendig
erfillt sein, damit eine gewichtet verzweigte Uberlagerungsflache b4
ein Ballquotient sein kann. Mit der Formel (13) kémnen wir diese
sPunktbedingung” &quivalent umformen:

e(15) prop EV -0 2/m, + qul/nj =r, -2.

Lassen wir auch die Punktgewichtung m = m, = 1 zu, so sehen wir, daR
es wegen nj 2 2 keine Lésung mit ¥ =r 29 geben kanm. Fir r = 8
ist nj = 2 und m =1 die einzige Losung; fir r = 7 muR ebenfalls
m=1 gelten, und es gibt bis auf Permutation genau drei Lésungen fur
die n;. Die Punktgewichtung m = 2 kann nur fir r < 6 auftreten;
umgekehrt muf aber bei r = 4 stets m= 2 und bei r = 3 sogar

m 2> 3 gelten. Es ist nicht schwer, sich davon zu uberzeugen, daR es
nur endlich viele Lésungsmdéglichkeiten gibt. Die Bestimmung (mit Hilfe

eines Rechners) ergibt die folgende Tabelle fir die Zahl der Lésungen:

r=r, 3 4 5 6 7 8 =9
Anzahl 87 27 150 18 3 1 0
m=m > 3 > 2 1,2,3,4 1,2 1 1 -

Durch die modifizierten Gewichtungen, die wir in den folgenden Ab-
schnitten 4.2 und 4.3 diskutieren, ergeben sich noch weitere Ldsungen.
Wir erhalten aber eine deutliche Vereinfachung, wenn alle Kurven-
gewichte nj den gleichen festen Wert n haben: Wie wir in 5.2,A
sehen werden, gibt es dann nur noch 17 Lésungen, die wir in der

Tabelle 5.2(2) explizit auffidhren.
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4.2 RATIONALE AUSNAHMEKURVEN UND NEGATIVE GEWICHTE

A. Proportionalititsabweichung und Minimalitit: Wir wollen zunidchst
dfskutieren, wie sich das Auftreten von rationalen Ausnahmekurve (der
ersten Art, d.h. glatten rationalen Kurven E mit B2 - -1, kurz auch
(-1)-Kurven genannt) in einer glatten Fliche Y auf die globale Pro-
portionalitiatsabweichung Prop(Y) auswirkt. Beim Aufblasen ¥-Y
eines Punktes p zu einer Kurve C nimmt die CHERNsche Zahl €, um
1 zu und c% um 1 ab; insgesamt erhalten wir daher fur die Propor-

tionalitatsabweichung c% - 3c2 die Beziehung
(1) Prop ¥ = Prop Y+ 4 = Prop Y - prop C ,

denn C hat die EULER-Zahl e(C) = 2 und die Selbstschnittzahl
c? - -1, so daR sich die vrelative Proportionalitatsabweichung

prop(C) = 202—e(C) = —4 ergibt. Damit genigt C dann der Bedingung
«(2) prop C = 4.¢2 < o .

Umgekehrt ist eine irreduzible glatte Kurve C mit der Eigenschaft
(2) eine rationale (~1)-Kurve: Offenbar gilt e(C) = -2.¢2>0 ;
also ist C notwendig rational, und mit e(C) = 2 folgt C2 = -1.
Eine Flache Y 1ist also genau dann minimal, wenn sie keine glatte

Kurve C enthilt, die der Bedingung (2) genigt.

B. Rationale Ausnahmekurven iiber singuldren Schnittpunkten: Im Gegen-

satz zum konstant verzweigten Fall kann in einer gewichtet verzweigten
ﬁberlagerung der Fall eintreten, daR sdmtliche Komponenten der Urbild-
kurve Eu zu einem singuldren Schnittpunkt P, rationale (~1)-Kurven
sind. Dieser Fall 14Rt sich mit der Bedingung (2) charakterisieren: Da
alle Komponenten die gleiche EULER-Zahl wund die gleiche negative

Selbstschnittzahl haben, sind sie genau dann rationale Ausnahmekurven,

wenn
*(3)  prop E, = 4(E)? [ = ~4-N/ml = 4Q/m)(y,+D) ]

gilt, Mit der Formel 4.1(13) kémnnen wir diese Bedingung explizit durch

die Gewichte ausdriicken: Die Komponenten von Ey sind genau dann
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rationale (-1)-Kurven, wenn der Ausdruck
-~ -~ 2 _ _

e(4) prop E, — 4-(E)) - (N/m)-(-2y, - &+ jZyx,j)
verschwindet, also die Bedingung
«(5) b Yng = 1, -2+2/m,

i~
erfillt ist (es ist xj =1 - l/nj und y, ~ -1 - 1/my). Wegen der
Ungleichungen ny 22 und m, > 1 kann diese Gleichung nur far
wenige Gewichte (nj,mv) zutreffen. Offenbar ist r, = 4 unmég-

lich, und far r = 3 erhalten wir die folgenden Losungen:

1 1 n, n, n m
*(6) —t—+— = 1+ — = 123
n n n m
1 2 3 2 2 n 2-n (n=2)
2 3 3 12
2 3 4 24
2 35 60

Die Gewichtungen der Geraden durch P, bilden also ein platonisches
Tripel, und vwir wollen einen solchen Tripelpunkt P, «platonisch
gewichtet” nennen. Die lokale Struktur der Uberlagerung in einem

solchen Punkt wird im Anhang C.1.6 niher beschrieben.

C. Modifizierte lokale Proportionalititsabweichung und negative Punkt-
gewichtung: Wenn wir (4) mit der Formel 4.1(13) fuar prop Ev verglei-
chen, so sehen wir, daR lediglich Y, durch —2—yu und somit m,
durch -m, ersetzt worden ist. Damit kénnen wir die notwendige und
hinreichende Bedingung zur Charakterisierung von (-1)-Kurven als eine
modifizierte Proportionalititsbedingung interpretieren: Der Ausdruck
(4), der formal nach 4.1(13) die relative Proportionalititsabweichung
far die Kurve E, bei negativer Punktgewichtung -m, liefert, ver-

schwindet.

D. Proportionalitidtsabweichung nach der Kontraktion: Wenn also der
singulare Schnittpunkt P, ein platonisch gewichteter Tripelpunkt
ist, koénnen wir die Komponenten der Kurve Ev simultan zu glatten

Punkten kontrahieren. Dadurch indert sich natiirlich nach der Formel
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(1) auch die Proportionalititsabweichung: Bezeichnen wir mit X die

glatte Fliche, die aus £ durch diese Kontraktion entsteht, so gilt
o(7) Prop X = Prop X+ prop EV

Da wir uns eigentlich fiir die minimalen Modelle der Flichen interes-
sieren, wollen wir eine explizite Formel fur Prop X angeben. Wir
werden zeigen, daB sowohl die relativen Proportionalitidtsabweichungen
prop iﬁ der Bilder der iﬁ in X als auch die globale Proportiona-
litatsabweichung Prop X nach den Formeln 4.1(13) bzw. 4.1(1l4) be-
rechnet werden kénnen, wenn man iberall y, durch —2—yy, also m
durch -m,, ersetzt, Fir prop Lj ist das leicht zu sehen, denn bei
der Kontraktion von Ey wird (ij)2 um i.-iu vergréfert, wihrend

J
die Eulercharakteristik gleich bleibt:

e(8) prop L. = prop L. + 2(L. E

J J J v)

= Pprop L - 2(N/n )(y +1)(L ‘B )
- (N/nj)-[prop I..j + ij(aj—Lj ) +i§jxi(Li-Lﬁ)

+ ZJy - (2yy+2)(Eu-Lj)].
Wenn P, nicht auf Lj liegt, hat der Vorzeichenwechsel keine Aus-

wirkung; ebenso gilt prop E” - prop E“ fiir alle p = v. Die rechte
Seite des Ausdrucks (4) ist der formal mit -m, nach 4.1(13) berech-

nete Term ,prop EV" , und dieser verschwindet nach Voraussetzung.

Nun zur globalen Proportionalitédtsabweichung: Aus den Formeln (7) und
4.1(14) folgt mit Hilfe der ersten Gleichung in (8) und mit der Vor-

aussetzung (3) die Beziehung

Prop X — N-Prop S =~

1
- N- rop L. + n, -pro L + y -m -prop E
-7 § -[N-p § 'j P ] 2 z Mt

+ f-yu~my-prop Eu + prop Eu

1
- - X. [N-prop L. + n.-prop L. + m *pro E
? g: j [ prop '3 3 prop J] 2 y P

+ %N-§ x;(2y, + 2) + (%y,m,, + 1)-4(N/m,) - (7, +1)
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Die beiden ersten Summen ergeben das gewiinschte Ergebnis, und die
beiden wbrigen Terme addieren sich zu dem formalen Ausdruck fiar
«PTOD Ey", der nach Voraussetzung verschwindet. Insgesamt erhalten

wir also den Ausdruck
*(9) Prop X — N-Prop S

1, .IN- . i 1, .m - E
2 Y %; [N-prop L, + n,-prop Ij] +5 % Y, ™, Prop E, .

] J J pry
der genau der Formel 4.1(14) mit negativem Gewicht -m, statt m,
entspricht.
E. Rationale (-1)-Kurven und negative Kurvengewichte: Ganz analog

kann man fir die Urbilder tj der Kurven in einer gewichteten Konfi-
guration zeigen, daR alle Komponenten von Ej genau dann (~1)-Kurven

sind, wenn
2
10 L. + 2(2-x; ~~LY) + .- (L{-LL) + = 0
*(10 prop Ly + 2(27x;) (05-17) i§jx1 (Li-15) szyv

gilt und (I...%)2 - L% - aj negativ ist. Die Bedingung (10) ist &aquiva-
lent dazu, daR die Formel 4.1(13) f4r prop Lj beim Einsetzen von

2—xj statt xj (d.h. —nj statt nj ) den Wert 0 bekommt. Es sei
dann X wieder die Fliche, die man bei der Kontraktion dieser Kurven
aus X bekommt, und fi (ixj) und Eu seien die Bilder der Kurven

Ly bzw. Ey auf X. Wir kénnen dann die Proportionalititsabweichun-
gen von X , den ii (i~j) wund den Ey nach den alten Formeln
4.1(14) und 4.1(13) berechnen, sofern wir nur tiberall xj durch 2—-xj

ersetzen.

Die Bedingung (10) kann nur erfillt sein, wenn die Anzahl der Schnitt-
punkte auf Lj héchstens gleich 3 1ist, wobei aber die singuliren
Schnittpunkte mit W, - 1 nicht mitzuzihlen sind. Natirlich muR auch
e(lj) = 2 gelten, was einerseits formal aus (10) hergeleitet werden
kann, andererseits aber auch geometrisch einsichtig ist, denn die

Uberlagerung ij von Lj besteht ja aus rationalen Kurven.

F. Die KODATRA-Dimension und der kanonische Divisor: Da die KODAIRA-

Dimension eine birationale Invariante ist, 1laRt sich x(X) wie in
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4.1,F berechnen: Es ist

k(EX) = =X = x5,

A *
Q = aKS+§:xJTLJz +Y (9D E,

wobei x} -1 - 1/n} und y: = -1 - 1/m: zu den positiven Gewich-

+

+ s
ten nj = |nj| bzw. y, = |mV[ gebildet werden.

Den kanonischen Divisor der Fliche X kénmen wir nach A.1,E leicht
berechnen. Auch dieser Divisor ist somit durch die Daten der Basis

bestimmt.

G. Zusammenfassung: Fir eine gewichtete Konfiguration sind auch nega-
tive Gewichte erlaubt. Dabei wird vorausgesetzt, daR die Kurven mit
negativen Gewichten in der regularisierten Konfiguration auf der auf-
geblasenen Fliche § paarweise disjunkt sind und negative Selbst-
schnittzahlen haben. Ferner missen die Ausdricke aus 4.1(13) far die
relativen Proportionalitidtsabweichungen dieser Kurven beim Einsetzen

der negativen Gewichte den Wert O ergeben.

Eine passende Uberlagerung X entsteht dann aus einer passenden Uber-
lagerung zu den entsprechenden positiven Gewichten (d.h. zu den Abso-
lutbetragen n} - |nj| bzw. m: 1= |mV| ), indem die (dann stets aus
exzeptionellen Kurven bestehenden) Urbilder der negativ gewichteten
Kurven zusammengezogen werden. Die Formeln 4.1(14,13) ergeben die Pro-
portionalititsabweichungen von X und den Gbrigen Kurven L. bzw.

J
Eu’ wenn tberall die negativen Gewichte eingesetzt werden.

4.3 ELLIPTISCHE KURVEN UND DAS GEWICHT UNENDLICH

A. Elliptische Kurven in gewichtet verzweigten Uberlagerungen: Eine
glatte Kurve C in einer glatten Fldche Y ist offensichtlich genau

dann elliptisch, wenn fiir ihre relative Proportionalitidtsabweichung
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die Beziehung

o(1) prop(c) = 2¢2

gilt. Ahnlich wie bei rationalen Ausnahmekurven koénnen wir damit die
Falle charakterisieren, wo die Komponenten der Urbildkurve Ev aber
einem singuldren Schnittpunkt in einer gewichtet verzweigten Uberlage-
rung elliptische Kurven sind: Der Fall liegt genau dann vor, wenn der
Ausdruck

«(2) prop(E)) - 2(E)? -  (/m)-(-2 L)

verschwindet (s. 4.1(13)), so daf also

*(3) jz‘,,l/nj - r,-2

gilt. Auch diese Bedingung ist nur in wenigen wohlbekannten Fillen
erfillt: Offensichtlich muR r, = 4 gelten, und wir erhalten die
folgende vollstindige Liste aller Lésungen:

o (4) r=3: (n],ny,ny = (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6)
r=4: (nl,nz,nB,na) - (2,2,2,2).

Die Geradengewichtungen bilden dann also ein euklidisches Tripel bzw.
Quadrupel; bemerkenswert ist, daR die Punktgewichtung m; hier dber-
haupt nicht auftritt und somit auch keiner Einschrankung unterworfen
ist. Insbesondere treten solche elliptischen Kurven also auch bei kon-
stant verzweigten Uberlagerungen auf, und zwar iiber Tripelpunkten bei
der lokalen Verzweigungsordnung n = 3 und dber Vierfachpunkten bei

n = 2 ; wir haben diese Aussage in 3.3,1 bereits benutzt.

Ist p, ein solcher euklidischer Tripelpunkt, so ist die zugehdrige
elliptische Kurve EV eindeutig bestimmt: Wir betrachten die ellip-

tische Kurve
T = T(p) := C/(Z+Zp) mit p_e21ri/6

mit komplexer Multiplikation (vgl. 1.4,A). Diese Kurve ist durch die

folgenden aquivalenten Eigenschaften charakterisiert:
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e Es gibt einen Automorphismus der Ordnung 6 mit Fixpunkt;

o Es gibt einen Automorphismus der Ordnung 3 mit Fixpunkt;

¢ Es gibt eine Uberlagerung T *IPl mit drei Verzweigungspunkten der
Ordnung 3 ;

s Es gibt eine Uberlagerung T > By mit drei Verzweigungspunkten der
lokalen Verzweigungsordnungen 2,3,6 ;

« T ist isomorph zur FERMAT-Kubik 223 inP,.

Damit ist klar, daR wir fir die Geradengewichte (3,3,3) und (2,3,6)
genau die Kurve iy = T(p) erhalten. Analog ergibt sich fir die
Gewichtung (2,4,4) die Kurve

T = T() := C/(Z+Zi)
mit komplexer Multiplikation (vgl. 1.4,F), die durch die folgenden

dquivalenten Eigenschaften charakterisiert ist:

s Es gibt einen Automorphismus der Ordnung &4 mit Fixpunkt;
e Es gibt eine Uberlagerung T »®; mit drei Verzweigungspunkten der
lokalen Verzweigungsordnungen 2,4,4 ;

e T ist die RIEMANNsche Fliche zu z(z-1)(z+l)

B. Modifizierte lokale Proportionalitdtsabweichung wund die formale
Punktgewichtung ,unendlich" («): Ahnlich wie im Fall rationaler

(~1)-Kurven kénnen wir die eben hergeleitete Bedingung als eine
weitere modifizierte Proportionalitidtsbedingung interpretieren.
Die Formel (2) entspricht genau dem Ausdruck 4.1(13) fdr prop EV s
wenn man dort vy, durch -1 (also l/my durch 0 oder o
durch = ) ersetzt. Auch die anderen Formeln zur Berechnung der
Proportionalitatsabweichung haben einen Sinn, wenn man formal die
Punktgewichtung m, = einsetzt; sie missen jedoch im Rahmen der

nlogarithmischen" Theorie gesehen werden (vgl. Anhang A.2).

C. Die logarithmische Proportionalitidtsabweichung: Mit der Formel
B.3(7) far die globale logarithmische Proportionalititsabweichung

der Flache £ modulo Eu erhalten wir
*(5) Prop(ﬁ,ﬁy) = Prop %+ (Ey)2 =  Prop % - N/mg .

Weiter ist fir jede glatte Kurve C in X, die EV transversal
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schneidet, die logarithmische relative Proportionalitdtsabweichung

modulo Eu nach B.3(7) durch

*(6) prop(C,Ey) := prop C + Ey-c
gegeben, so daR sich insbesondere fir P, € Lj die Formel
o (7) prop(fﬁ,ﬁy) =  prop ij +N/(njmv)

~ prop T-J- = (/ny) (14y,)

ergibt. Wir konnen also weiter die Formel 4.1(13) zur Berechnung von
prop(fj,ﬁy) benutzen, wenn wir lediglich y, durch -1, also m,
durch « , ersetzen. Fir die dbrigen Kurven ij und E“ hat dies

keine Auswirkung.

Um die globale logarithmische Proportionalitadtsabweichung (5) zu be-
rechnen, kénnen wir die Formel 4.1(14) fuar Prop % benutzen. Nach

Voraussetzung (2) gilt prop Ey - —2N/m3 ; mit (7) erhalten wir dann

Prop(ﬁ,ﬁv) -~ N-Prop § =

- 7§ 3 -[N-prop 1.j + ny prop(Lj,E ) + N(l+y )(Lj' “E)]
1 1 = 2
+ z-pgy yﬂ-mp-prop(Ep,Eu) + 5y, 'm, -prop E,6 - N/my

1 . . . -~ o~ l. A i. -~ -~
- 7-; %y (N-prop Lj + prop(Lj,Ev)) + 5 #zu Y, oy, prop(E“,Eu)
1 2
+ 2—-N-(1+yy)-jzuxj - N-y /m, - N/mj

Wieder stellen die ersten beiden Summen das gewiinschte Ergebnis
dar, wahrend die 1letzte Zeile nach 4.1(13) ein Vielfaches von
prop(ﬁv) - Z(EV)2 ist und sich daher aufhebt. Wir erhalten also

e (8) Prop()‘(,iy) ~ N-Prop § =
- N- 1 .m - EE
7 2 . - (N-prop LJ + ng -prop( j,E ) + 3 “gy Y, m, prop(Eﬂ,Eu),

was der Formel 4.1(14) entspricht, wenn Uberall m, durch o ersetzt
wird; der formale Ausdruck 4.1(13) fuar m - prop ﬁu verschwindet nach

Voraussetzung (2).
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D. Elliptische Kurven und das formale Kurvengewicht , unendlich": Wenn
die Urbildkurve ij nur aus elliptischen Kurven besteht, ist entweder
?ie Kurve Lj selbst elliptisch und die eingeschrankte Uberlagerung
Lj i Lj unverzweigt, oder Lj ist rational und die Verzweigung ist
wiederum vom ,euklidischen" Typ (2,4,4), (2,3,6), (3,3,3), (2,2,2,2).
Da wir diese Situation nur im Zusammenhang mit elliptisch kompaktifi-
zierten Ballquotienten und Geradenkonfigurationen betrachten, setzen
wir stets voraus, dafR die Kurve L. rational ist und daR die Selbst-
schnittzahl (fj)2 = (N/ng)(lg - uj) strikt negativ ist. Alles weite-
re liuft dann mit der formalen Geradengewichtung nj = o so0, wie es
nach den bisherigen Diskussionen in 4.2 und 4.3 zu erwarten ist; wir

kénnen daher uns und den Lesern die Einzelheiten ersparen.

E. Logarithmisch kanonischer Divisor und logarithmisch kanonische

Dimension: Den logarithmisch kanonischen Divisor

K(ﬁ,D@) = Kﬁ + Dw
bezlglich des aus allen Kurven zum Gewicht <« bestehenden Kompaktifi-
zierungsdivisors D kénnen wir analog zu 4.1,F als ;*Q° darstellen:
Den rationalen Divisor Qo auf § erhalten wir, indem wir in der
Darstellung 4.1(11) fur 6 einfach die Werte L bzw. nj =
(d.h. y, " ~1 bzw. xj = 1) entsprechend einsetzen. Damit gilt dann
fiar die logarithmisch kanonische Dimension % von £ modulo D,

die Formel

R0y i~ s&K - x(5,Q.

&,p,)’
Falls negative Gewichte auftreten, sind noch die Modifikationen aus
4_.2,F zu beriicksichtigen, d.h. ﬁ ist durch X zu ersetzen. Zur
Unterscheidung bezeichnen wir die dann entstehende Fliche i‘\DQ mit
X. Die logarithmisch kanonische Dimension ist invariant unter der Kon-

traktion und kann daher mit Q° berechnet werden.

F. Zusammenfassung: Neben negativen Gewichten ist fir rationale Kur-
ven mit negativer Selbstschnittzahl auch der Wert «= als Gewicht er-

laubt, sofern die Kurven mit diesem Gewicht dabei auf der Fliche §
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untereinander und zu den Kurven mit negativem Gewicht disjunkt sind
und die Ausdriicke 4.1(13) fir die relativen Proportionalititsabwei-
chungen beim formalen Einsetzen des Wertes « verschwinden. Eine
passende Uberlagerung ist dann die offene Fliche

X = X\D,
die man durch Kontraktion der (-1)-Kurven zu negativen Gewichten und
Herausnehmen der Summe D_ aller Kurven Ej und EV mit dem Gewicht
« aus einer passenden Uberlagerung zu geeigneten endlichen positiven

Gewichten n;

bzw. m: erhdlt. Zur Berechnung der logarithmischen
Proportionalititsabweichungen kann man wieder die Formeln 4.1(13,14)
benutzen, wenn man an den. entsprechenden Stellen formal den Wert o
einsetzt, d.h. Y, durch -1 bzw. xj durch 1 ersetzt; insbeson-
dere ist das Ergebnis von der Wahl der endlichen Gewichte fiar diese

Kurven unabhangig.

Wir werden im folgenden Kapitel nur noch den Fall von gewichteten Ge-
radenkonfigurationen betrachten, fiir die die Proportionalitadtsbedin-
gungen erfillt sind. Insbesondere treten elliptische Kurven in gewich-
tet verzweigten Uberlagerungen nur im Zusammenhang mit elliptisch
kompaktifizierten Ballquotienten auf. Fir eine Konstruktion eines
elliptisch kompaktifizierten Ballquotienten mit der elliptischen Kon-
figuration auf der abelschen Produktfliche S(p) aus 1.4,A verweisen
wir auf HIRZEBRUCH [1984]. Die dort konstruierten Beispiele werden von
R.-P. HOLZAPFEL [1986a] explizit mit PICARDschen Modulflichen identi-

fiziert.



Kapitel 5
Gewichtete Geradenkonfigurationen, Proportionalitat
und Ballquotienten

5.1 PROPORTIONALITATSBEDINGUNGEN

A, Die Situation: Wir betrachten die in Abschnitt 4.1 beschriebene

Situation fir eine Konfiguration L von Geraden Ll""’Lk in der

komplex-projektiven Ebene S =P,: Zu jeder Geraden Lj und zu jedem

singuldren (d.h. mehrfachen) Schnittpunkt p, ist ein positives ganz-
v

zahliges Gewicht nj bzw. m 6 gegeben. Wir untersuchen dazu passende

Uberlagerungen

V> — b
N>

r

- S —

2 o

der in den singulidren Schnittpunkten aufgeblasenen Ebene § durch
eine glatte Fliche X, wobei x k-8 genau entlang der Geraden und

der Kurven E, - a'l(pv) mit den angegebenen Ordnungen verzweigt ist.

Unter gewissen Voraussetzungen sind auch die in 4.2 und 4.3 beschrie-
benen Modifikationen zugelassen. Bei negativen Gewichten bestehen die
Urbildkurven auf X aus disjunkten rationalen (-1)-Kurven, durch
Kontrahieren dieser Kurven erhalten wir eine glatte Fliache X. Das
Gewicht » deutet an, daf das Urbild aus disjunkten glatten ellipti-
schen Kurven mit negativer Selbstschnittzahl besteht. Diese Kurven
werden als Kompaktifizierungsdivisor D, der offenen Flache X°
aufgefaRt. Beide Modifikationen sind in der Flache X beriicksichtigt:
Sie entsteht aus X durch Zusammenziehen der Kurven zu negativen

Gewichten und Entfernen der Kurven zum Gewicht .
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D> M
°
M D M

l

B. Die Proportionalitdtsabweichung: Uns interessiert die Frage, wann
X ein Ballquotient ist. Notwendig dafar ist, daR die Proportionali-

titsabweichungen der Fliche X sowie der Urbilder iﬁ und Ey der

Verzweigungskurven verschwinden. Die in 4.1(13,14) hergeleiteten For-
meln dafir, die ja nach 4.2 und 4.3 auch fur X giltig bleiben, ver-
einfachen sich in unserer Situation erheblich, demn Prop S und alle
prop I..J verschwinden. Explizit ergeben sich die Ausdricke (vgl.

Notationsliste)

e(1l) prop j

5 (N/nj).[z(aj_l)-xj + .2 xi-(LELﬁ) +quyV]

ixj

prop E, (N/m ) - (2y,, +J-Z,,xj )

F = lvyx .on.. 7.+ Lvyv .n -prop E
e(2) Prop X 3 § X -0y prop Lj + 3 § y,'m,-Prop E .

Dabei hingen xj -1 - l/nj und y, - -1 - l/mu von den Gewichten
ab, die Blatterzahl N tritt nur als gemeinsamer Faktor auf, und die

Gbrigen Daten sind durch die Kombinatorik der Konfiguration bestimmt.

C. Das Proportionalitdtskriterium: Wir setzen jetzt voraus, daR die

Uberlagerungsfliche X vom allgemeinen Typ ist. Dann sind die not-
wendigen Bedingungen von oben auch hinreichend: Nach den in der Ein-
fihrung (Kapitel 0) diskutierten S&tzen ist X genau dann ein
Ballquotient, wenn Prop X den Wert 0 hat. Wir kénnen nun zeigen,

daf dies wiederum genau dann der Fall ist, wenn die

Geradenbedingung prop L. = 0 und die
Punktbedingung prop Ey -0

fur alle j und » erfillt ist:

Aus den Geraden- und Punktbedingungen folgt offenbar Prop X = 0 nach
(2). Nun gelte umgekehrt Prop X=-0 , d.h. die Fliache X sei ein

Ballquotient. Aus dem relativen Proportionalititssatz fir Kurven auf
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Ballquotienten (siehe Absatz K der Einfihrung und die Anhdnge B.1,I
und B.3,D) folgt dann, daR die (modifizierten) Geraden- bzw. Punkt-
bedingungen far alle Kurven ij und fur die Ey mit m 1, die
also tatsiachlich zum Verzweigungsort gehéren, erfillt sind. Damit
bleiben noch die Kurvgn Ey mit m, - 1, also Y, = -2 , zu unter-
suchen. Nun gilt fir diese Kurven zumindest prop Eu >0 (s. B.2,H,
B.3,D), und da andererseits nach (2) die Summe der prop Eu den Wert
0 hat, verschwinden auch alle Summanden. Aus der Umkehrung des rela-
tiven Proportionalitidtssatzes (B.2,H, B.3,D) folgt damit, daf die Kur-
ven ij und EV (auch mit m, = 1) in X total geodatisch sind,
also in B, von linear eingebetteten eindimensionalen Billen iuber-

lagert werden.

Bei seiner Untersuchung von Uberlagerungen Y (aufgeblasener) héher-
dimensionaler projektiver Riume hat Bruce HUNT ein analoges Kriterium
gefunden [1986: 4.2] : Y ist genau dann ein Ballquotient, wenn alle
Durchschnitte von Verzweigungsdivisoren auf Y ,Unter-Ballquotienten”
sind. Dazu wiederum ist nur nachzupriifen, ob fir samtliche Inklusionen
von eindimensionalen in zweidimensionale Durchschnitte die Proportio-

nalitdatsbedingung prop C = 0 erfillt ist.

Wie dieser Satz bleiben auch die folgenden Aussagen mit den offen-

sichtlichen Modifikationen im Fall modifizierter Gewichte gultig.

D. Proportional, isobar und hyperbolisch gewichtete Konfigurationen:
Wir nennen eine gewichtete Geradenkonfiguration L proportional
(gewichtet), wenn samtliche Punkt- und Geradenbedingungen erfillt
sind, und isobar, wenn dabei die Geradengewichte konstant (also fir
alle Geraden gleich) sind. Im Gegensatz zu der konstant verzweigten
Situation des ersten Teils werden also abweichende Punktgewichte zu-
gelassen. Dabei setzen wir die Existenz einer passenden Uberlagerung
nicht voraus; sie ist auch im isobar gewichteten Fall nicht stets
gesichert. Wenn zu einer proportional gewichteten Konfiguration eine
passende Uberlagerung existiert, die vom allgemeinen Typ und somit
ein Ballquotient ist, nennen wir diese Konfiguration hyperbolisch

(gewichtet), da fir die Uberlagerungsfliache dann eine hyperbolische
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Metrik existiert. Die Existenz einer solchen Uberlagerung kann fir
proportional gewichtete Konfigurationen vollstandig aus Daten der Ver-
zweigungskonfiguration gefolgert werden. Neben den bereits diskutier-
ten Proportionalitidtsbedingungen spielt der in Kapitel 4 eingefihrte
rationale Divisor Q° (s. Abschnitt H) dafir die entscheidende Rolle:
Aus neuen Ergebnissen von S$.Y. CHENG und S.-T. YAU [1986] sowie von
R. KOBAYASHI, I. NARUKI und F. SAKAI [1987] folgt, daR zus&tzlich zur
Proportionalitit nur gefordert werden muB, daR die (aufgeblasene) Ba-
sis § beziglich des Divisors Q° die D-Dimension x(§,Q°) = 2 hat.

In den folgenden Absitzen E bis G diskutieren wir nun zunichst ein
Verfahren zur Bestimmung sdmtlicher proportionaler Gewichtungen auf
einer Geradenkonfiguration, anschliefend untersuchen wir anhand der
Darstellung des kanonischen Divisors durch die Daten der Konfigura-

tion, wann eine passende Uberlagerung vom allgemeinen Typ ist.

Die Suche nach isobaren Gewichtungen ist deutlich einfacher, wie wir
im folgenden Abschnitt 5.2 sehen werden. Nach der allgemeinen Diskus-

sion geben wir dort die uns bekannten Beispiele explizit an.

E. Die quadratische Form zu einer Geradenkonfiguration: Zu einer
(ungewichteten) Geradenkonfiguration L definieren wir auf dem
(k+s)-dimensionalen Q-Vektorraum mit den Koordinaten (x,y) :=

(xl,..,xk;yl,..,ys) die Linearformen
3 A, (x, - 2(o.-Dx, + .- (LIL!
e(3) J(x y) (aJ )xJ izjxl ( i J) :ijy
B (x, - 2y + <
L (X, 7) Y, jzny

und die quadratische Form
) QY = F I x;AY) + 3 LY, B,
] v

Die Koeffizienten hingen nur von der Schnittmatrix der Konfiguration
ab. Wenn X eine passende Uberlagerung ist und x und y den
zugehdérigen Gewichten entsprechen, erhalten wir fir die Propor-

tionalitatsabweichungen in X aus den Formeln (1,2) die Ausdricke
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*(5) prop Lj - (N/nj) 'Aj (X,Y)
prop EV - (N/mu)-Bu(x,y)
*(6) Prop X - N-Qx,y)

Der Leser kann leicht werifizieren, daR in dem Spezialfall konstanter
Geraden- und Punktgewichtung nj -m, =02 2 wie in Kapitel 1, d.h.
mit xj = (n-1)/m und y, = ~(n+l)/n , die Form Q(x,y) bfs auf
einen konstanten Faktor das quadratische Polynom fiir Prop X aus

1.3,C ergibt.

F. Bestimmung aller proportionalen Gewichtungen zu einer gegebenen
Konfiguration: Um proportionale Gewichtungen und damit auch Kandida-
ten fiir Ballquotienten zu finden, muf man also diejenigen Nullstellen
von Q bestimmen, deren Koordinaten xj und y, von Gewichten nj
bzw. m, stammen. Unser Proportionalititskriterium fihrt dieses Pro-
blem auf ein lineares zurtick: Bestimme alle geeigneten (x,y) im

Kern der Darstellungsmatrix von Q.

Das Problem wird leichter handhabbar, wenn wir statt der y, die
Koordinaten z, = BV(X,y) benutzen. Schreiben wir niamlich die

Darstellungsmatrix der quadratischen Form Q in Blockform als

1 F G
Q- 7'[‘c 21]

so hat dieser Basiswechsel die Form

21 0
1
T - 2“[—‘G 1]

und wir erhalten beziglich (x,z) die neue Darstellungsmatrix

. 1. R O
TQT I[O I]

mit R = 2F - G-%G. Also gilt (x,y) € ker Q genau dann, wenn R-x
und z verschwinden. Die Eintradge der Matrix R sind leicht zu be-

stimmen. Insgesamt erhalten wir so den
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G. Algorithmus: Zu der Geradenkonfiguration L = Llu. VL, bestimme
die (kxk)-Matrix R’ mit

ai—l (i=j)
o (7) Rij = 1 (LinLj Doppelpunkt)
0 (sonst)

wobei 3 wie immer die Anzahl der singuliren Schnittpunkte auf Lj

ist. Aus R’ erhidlt man die oben auftretende Matrix R als

*(8) R.. := 3-R!

ij 1j_1'

Dann bestimme alle Vektoren x € ker R mit folgenden Eigenschaften:

¢ Fir alle Komponenten %5 gilt x5 = 1 - l/nj
mit nj nj = 0,1 .

o Far alle Werte y, := % Zj"'v % gile y, :=-1-1/m,

EZU (=},

mit der Ganzzahligkeitsbedingung m €ZU (=}, m, = 0.

e Die Kurven mit Gewichten nj ¢N oder m, ¢N sind auf §

paarweise disjunkt.

Die so bestimmten Werte nj und m, sind dann genau die proportio-

nalen Gewichte fur L.

H. Der kanonische Divisor: Nach dem oben erwidhnten Existenzsatz ist
eine proportional gewichtete Geradenkonfiguration hyperbolisch, wenn
die aufgeblasene Ebene ]ﬁz beziiglich des rationalen Divisors Q° aus

4.3,E die D-Dimension 2 hat. Explizit hat Q° die Darstellung
o R + +
*(9) Q - KI,2 + zxj Ly + Ly, +2)E,

* + +
= o (=3H) + ij Lj + Z(yy+3)Ey,
wobei wir die Bezeichnungen x}' =1 - 1/|nj| und y: --1 - 1/|my|
verwenden; far uJ - o bzw. m, = ist xJ'f =1 und y: =~ -1 ein-

zusetzen,

Wir geben fir Q° zwei weitere Darstellungen an, namlich die Form
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o(10) Q° = (§ x}' - 3o*H + g(y: +3-% x}f)ﬁu ,

j~v
die zur Berechnung der Selbstschnittzahl besonders geeignet ist, sowie
o(11) Q° = g:(x}'-aj)LJ: + §(3+y: —V~jaj)Eu ,
wobei die aj rationale Zahlen mit Zaj = 3 sind. Wenn hier die aj
so gewdhlt werden kdénnen, daR keiner der Koeffizienten negativ ist,
dann folgt « := xaﬁz,Qo) 2 0. Wenn schlieflich auch noch die Selbst-
schnittzahl (Q°)2 strikt positiv ist, gilt x = 2. Damit ist bei-

spielsweise zu sehen, daR in dem Spezialfall
e(12) k26 und r, = k/3 fir v =1,...,s

stets n(ﬁz,Q°) =z 0 gilt: man wdhle einfach a

5 = 3/k .

I. Berechnung der CHERNschen Zahl c% : Die Selbstschnittzahl des

(logarithmisch) kanonischen Divisors auf einer passenden Uberlage-
rungsflache X ist wegen E%(ﬁ,b@) = N-(Q°)2 (s. 4.3,E) im wesent-
lichen durch (Q°)2 bestimmt. Falls keine negativen Gewichte auftreten,
erhalten wir mit (3) und (10) den Wert

s13) &) - N-[()J:xj—a)2 - 3Gy, + 3 - B,Gy)]

Beim Auftreten negativer Gewichte ist dieser Wert um die Anzahl der
(-1)-Kurven, also um N/ms bzw. (aj-l)-N/n§, zu erhéhen. Wir wollen
das Ergebnis nicht in voller Allgemeinheit angeben. Falls alle Gera-
dengewichte nj positiv sind und alle prop Eu verschwinden, erhilt

man leicht die Formel

«(19)  S@&D,) - N-[(k=3-FA/mnN%-9-70/m)]
] v

5.2 KONSTANTE GERADENGEWICHTUNG UND ISOBARE KONFIGURATIONEN

A. Die Punktbedingung bei konstanter Kurvengewichtung: Die Punkt-

bedingung prop Ey = 0 hat allein fur positive endliche Gewichte ins-

gesamt 286 verschiedene Lésungen (s. 4.1,H); durch die Zulassung von
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modifizierten Gewichten werden es unendlich viele. Die Bedingung ver-
einfacht sich aber entscheidend, wenn wir nur Gewichtungen betrachten,
bei denen alle Kurven Lj das gleiche Gewicht n., = n tragen. Im
Gegensatz zu dem konstant verzweigten Fall (Kapitel 1 und 3) lassen

wir dabei aber fiir die Punkte abweichende Gewichte m,#mn zu.

Aus 4.1(13) erhalten wir mit der Voraussetzung nj = n die Bedingung
- 2 Ty
e(l) propE = 0 = — +— = r -2
v - n v
2n
v (a-1)-r, -2n

wobei r, die Vielfachheit des singularen Schnittpunktes p, 1ist.
Alle moéglichen Werte m,EZ U (=) sind in Abhingigkeit von =n und

r~r, in der folgenden Tabelle aufgelistet:

e (2) m, r=3 r=4 r=>5 r==6 r=8
n=-2 ~4 © 4 2 1
n=3 © 3 - -
n==4 8 2 - - -
n=>5 5 - 1 - -
n==56 4 - - - -
n=29 3 - - - -
ne=w 2 1 - - -
n=-3 1 - - - -

Fir eine gegebene Konfiguration L kann man anhand dieser Tabelle
alle Moglichkeiten fir die konstanten Kurvengewichtungen nj =n ab-
lesen, bei denen samtliche Punktbedingungen prop Ev = 0 mit geeignet
gewdhlten m, erfillbar sind: Generell dirfen nur singulare Schnitt-
punkte der Vielfachheiten r, = 3, 4, 5, 6 und 8 vorkommen; das Ge-
wicht n = 2 ist dann immer erlaubt. Ob auch noch andere Werte fiir n
zuldssig sind, richtet sich nach den tatsichlich auftretenden Schnitt-
vielfachheiten. Wenn z.B. in L nur Doppel-, Tripel- und Vierfach-
punkte vorkommen, sind n = 2, 3, 4 mdglich. Die beiden modifizierten

Gewichte n = © bzw. n = -3 sind nur zulissig, wenn keine Doppel-
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punkte auftreten und alle Schnittpunkte die Vielfachheiten 3 oder 4
(bei n=o) bzw. 3 (bei n = -3 ) haben. In jedem Fall sind die
Werte fur m, , wie in der Tabelle angegeben, durch n wund r, fest-

gelegt; die drei Fille mit n = m, sind bereits in 1.3,F aufgetreten.

Da das Punktgewicht ﬁu nur von der Vielfachheit r, abhingt,

schreiben wir auch m(n

punkte die gleiche Vielfachheit r haben.

und kurz m , wenn alle singuldren Schnitt-

B. Die Geradenbedingung bei konstanter Gewichtung: Wir betrachten
jetzt zusdtzlich die Geradenbedingung prop tj = 0. Die Formel 5.1(1)
nimmt dann die einfachere Gestalt

*(3) prop L.

37 /Dy o)+ T (@ /m, - 2/w)]

an, wobei wir x = (n-1)/n = Xj setzen und die Bezeichnung rj r
fir die Anzahl der r-fachen Schnittpunkte, die auf Lj liegen, benut-
zen. Wenn nun in allen diesen Punkten die Punktbedingung erfullt ist,
o = 2n/{((n—1)r — 2n)

nach (1) gewshlt ist, so 14Rt sich der Ausdruck (3) nochmals verein-

d.h. in einem r-fachen Punkt die Gewichtung m

fachen; wir erhalten dann

. i - =N(n-1)- 2
4) prop Lj N(n-1) (r§2(r_4)1j'r +4)/2n”.

Die Geradenbedingung prop ij = 0 nimmt damit die Form
*(5 -4)r, _+4 = 0

& L@y,
an. Darin tritt aber das Geradengewicht n duberhaupt nicht mehr auf;
es handelt sich vielmehr um dieselbe rein kombinatorisch-geometrische
Bedingung, die uns bei der Diskussion der KUMMER-Uberlagerungen in

3.1,A bereits begegnet ist. Wie dort kénmnen wir (5) mit Hilfe der kom-
binatorischen Formel 21_22(1:—1)1';1’r = k-1 (2.1(2)) in die Bedingung

o(6) 37, = k+3

3

fur die Anzahl der Schnittpunkte auf der Geraden Lj umformen.

C. Isobare Geradenkonfiguationen: Wir kémnen jetzt also diejenigen
Geradenkonfigurationen kombinatorisch charakterisieren, fur die es

eine proportionale Gewichtung mit konstanten Geradengewichten nj =n
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gibt, d.h. wo mit den zu n passenden Punktgewichten m, alle Pro-
portionalititsbedingungen prop Lj = 0 und prop Eu = 0 erfillt
sind: Die Anzahl k der Geraden ist (mach (6)) durch 3 teilbar, auf
jeder Geraden liegen genau (k+3)/3 Schnittpunkte, und jeder singulire
Schnittpunkt hat als Vielfachheit einen der Werte r = 3, 4, 5, 6, 8.
Fir solche Geradenkonfigurationen (mit passenden Gewichten n wund
mo, nach (2) haben wir in 5.1,D die Bezeichnung isobar eingefihrt.

D. Ein kombinatorisches Kriterium fiir isobare Geradenkonfigurationen:

Es sei L eine Geradenkonfiguration, fir die bei geeigneter konstan-
ter Geradengewichtung nj = n und den dazu passenden Punktgewichtun-
gen samtliche Punktbedingungen prop E, = 0 erfullt sind. Aufsummie-
ren der Ausdricke (6) fir die Proportionalititsabweichungen der L.

J
ergibt wie in 3.1,A die Relation

o(7) Y prop fj = 0 - 3fF, = k+3.

Diese globale Geradenbedingung 1ist schon hinreichend fir die Charak-
terisierung von isobar-hyperbolischen Konfigurationen: Nach 5.1(2)
folgt Prop X = 0 fur eine passende Uberlagerungsfliche X, und wenn
X noch vom allgemeinen Typ und somit ein Ballquotient ist, missen
nach dem relativen Proportionalitiitssatz alle Geradenbedingungen (6)
erfiillt sein. Die Existenz einer passenden Uberlagerung braucht hier
nicht gefordert zu werden, es genlgt die Bedingung x(Pz,Qo) = 2 wie
in 5.1,D.

E. Isobare Konfigurationen mit drei und mit sechs Geraden: Es ist

sofort zu sehen, daR das Dreieck die einzige reguliare isobare Konfigu-
ration ist; in allen anderen Fillen treten also singulire Schnittpunk-
te auf. Aus der Form (6) der Geradembedingung ist klar, daR far die
Vielfachheiten der singuldren Schnittpunkte stets die Abschiatzung
r, = (k+3)/3 gelten muB, denn auf jeder nicht durch P, laufenden
Geraden liegen mindestens r, Schnittpunkte. Eine isobare Konfigura-
tion von sechs Geraden hat also nur Doppel- und Tripelpunkte, wobei
nach (6) und 2.1(2) auf jeder der Geraden jeweils ein Doppelpunkt und
zwei Tripelpunkte liegen. Aus 2t2 + 3t3 = 18 mnach (13) sowie
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t2 + 3t3 = 15 mnach 2.1(1) folgt t2 ~- 3, ty = 4 . Wie wir in 2.2 ,F
gesehen haben, kann es sich nur um das vollstdndige Viereck (Tetra-
gﬁerkonfiguration A1(6)) handeln. Bei der konstanten Verzweigungs-
ordnung n = m = 5 konnen wir die KUMMER-Uberlagerung benutzen, und
so haben wir bereits eine hyperbolische Gewichtung gefunden (siehe
3.1,D, Konfig. I). Nach der Tabelle (2) sind auch n =2, 3, 4, 6, 9
mit m= -4, «, 8, 4, 3 Gewichte, die s3amtliche Proportionalitits-
bedingungen erfillen. Far n = 3, 4, 6, 9 sind sie ebenfalls hyper-
bolisch (s. 5.4,F), dagegen ist n = 2 ein Ausnahmefall: Wenn X
eine passende Uberlagerung zu n = 2 und m: =4 ist, so besteht
nach 5.1(11) der kanonische Divisor auf X genau aus den Kurven E,
(setze aj = 1/2), die anschliefend kontrahiert werden (my = ~4), Die
entstehende Fliche X ist dann minimal, hat einen trivialen kanoni-
schen Divisor und erfiillt Prop X = 0, muR also nach der ENRIQUES-
KODAIRA-Klassifikation (s. Anhang A.1) eine abelsche Fliche sein. Wir
werden in 5.5,C darauf zurickkommen. Die Geradengewichte n = « und

-3 sind nicht zulassig, da Doppelpunkte vorkommen.

F. Isobare Konfigurationen mit neun Geraden: In Abschnitt 2.3,E haben

wir bereits ein Beispiel mit neun Geraden kennengelernt, nimlich die
duale HESSE-Konfiguration (der neun Fluchtlinien der vier zerfallenden
Kubiken im HESSE-Bischel). Wie wir dort gesehen haben, ist diese Kon-
figuration durch die kombinatorischen Daten k =9 und tg =12
bereits bis auf projektive Aquivalenz eindeutig bestimmt. Da uberhaupt
nur Tripelpunkte auftreten, ist jeder Wert far n aus der Tabelle (2)
(mit dem zugehérigen m = m(3)) zulédssig. Mit der konstanten Verzwei-
gungungsordnung n = m = 5 ist die KUMMER-Uberlagerung eine Ball-
quotientenfliche (vgl. 3.1,D , Konfig. III), d.h. die Konfiguration
ist hyperbolisch. Die weiteren isobaren Gewichte (n,m) mit
0<n<o, also (2,-4), (3,2), (4,8), (6,4), (9,3) sowie (=,2)
sind alle hyperbolisch (s. 5.6,D), nicht dagegen die isobare Gewich-
tung (-3,1): Setzen wir in die Formel 5.1(11) die Werte aj = 1/3
und x}' - 2/3 (zu |n| = +3) sowie y, = -2 ein, so erhalten wir
den Divisor Q° = %-z Lj. Wenn X eine dazu passende Uberlagerung

ist, so ist Z ij ein kanonischer Divisor, der nur aus (-1)-Kurven
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besteht. Wie oben folgt, daR die Bildfliche X eine abelsche Fliche

sein muf. Wir kommen auf diesen Fall noch in 5.6,D zurick.

Ein anderes Beispiel, bei dem auch singuldre Schnittpunkte mit ver-
schiedenen Vielfachheiten (3 und 4) auftreten, ist die Oktaederkonfi-
guration A1(9), das erweiterte vollstandige Viereck, aus 2.2,G. Die

wesentlichen kombinatorischen Daten aus 2.2(8) sind

k=9, t, =6, -4, t, =3, 71, =4 .

2 ! 4 j
Auch hier ist die Bedingung (6) erfillt; nach (2) gibt es also isobare
Gewichte fir n = 2, 3, 4. Das Gewicht n = ® ist wiederum wegen der

auftretenden Doppelpunkte nicht zulassig.

G. Die CEVA-Konfigurationen: (s. 2.3,I, 5.6) Nach 2.3(4) ist die
Bedingung (6) fir jede Gerade erfillt. Somit sind genau diejenigen
Konfigurationen CEVA(q) isobar, bei denen die Vielfachheiten 3 und

q der singuliren Schnittpunkte zulissig sind. Nach (2) sind das die
Werte q =2, 3, 4, 5, 6, 8. Fir q = 2 erhalten wir die hyperboli-
sche Konfiguration A1(6), das vollstindige Viereck. Auch CEVA(3) ist
hyperbolisch, da es sich um die duale HESSE-Konfiguration handelt. Die
dbrigen F4lle werden wir in 5.6 behandeln.

H. Die erweiterten CEVA-Konfigurationen: (s. 2.3,J, 5.6) Obwohl sich
die ,alten" und die ,neuen" Geraden in CEVA(q,3) stark unterschei-
den, liegen auf jeder Geraden genau q + 2 Schnittpunkte, so daf die
Geradenbedingung (6) stets erfillt ist. Da Doppelpunkte, Tripelpunkte
und (q+2)-fache Punkte auftreten, erhalten wir genau fir q = 2, 3, 4

und 6 1isobare Gewichte.

Fir die Gbrigen CEVA-Konfigurationen CEVA(q,1) wund CEVA(q,2) kann
es keine isobaren Gewichte geben, da nicht einmal die Anzahl k = 3q+s
der Geraden durch 3 teilbar ist. In 5.6 werden wir aber einige
nicht-konstante proportionale Gewichtungen angeben, die zu Ball-

quotienten fihren.

I. Weitere isobare Konfigurationen: AuRer den bereits erwihnten Bei-

spielen sind uns noch die folgenden isobaren Konfigurationen bekannt:



5.2 Konstante Gewichte und isobare Konfigurationen 189

Die Ikosaeder-Konfiguration A1(15) (s. 2.2,H) mit n = 2,5

die HESSE-Konfiguration (s. 2.3,B) mit n = 2,3,4
7\‘die erweiterte HESSE-Konfiguration (s. 2.3,G) mit n = 2

die 6168-Konfiguration (s. 2.4,8) mit n = 2,34,

die G36O-Konfiguratien (s. 2.4,0) mit n = 2.

Die Liste umfaRt also genau diejenigen Konfigurationen, die zu den ir-
reduziblen dreidimensionalen Spiegelungsgruppen gehéren. Wir werden in
5.7 auf diese Beispiele zurtGckkommen. Die HESSE-(Wendelinien-)Konfigu-
ration mit den konstanten Gewichten n = m = 3 1ist unser Beispiel II
aus 3.1,F; die zugehdérige KUMMERsche Uberlagerungsfliche ist ein Ball-
quotient, d.h. die Gewichtung ist hyperbolisch.

J. Existenz nicht-isobarer proportionaler Gewichte: Mit dem in 5.1,G
angegebenen Algorithmus zur Bestimmung samtlicher proportionaler Ge-
wichte kénnen wir zeigen, daR eine isobar gewichtete Geradenkonfigura-
tion mit hinreichend vielen singuliren Schnittpunkten keine weiteren
proportionalen Gewichtungen haben kann. Die isobare Gewichtung zeigt
ndmlich, daR der Vektor u := (1,...,1) im Kern der (kxk)-Matrix R
aus 5.1(8) liegt. Die orthogonale Zerlegung Qk = Q-u ® H beziiglich
des dblichen euklidischen Skalarproduktes (mit H := (x: }:xj-=0}) ist
dann auch orthogonal beziiglich der durch R definierten symmetrischen
Bilinearform, und diese Form ist auf H durch die Matrix 3:-R’ aus

5.1(7) gegeben.

Wenn L viele singulare Schnittpunkte hat, wird die Matrix R’ diago-
naldominant. Es gelte etwa far die Anzahl der Doppelpunkte auf Ij
die Ungleichung

*(8) 52 < K/6 far alle j.

Wegen der isobaren Gewichtung gilt 'j = (k+3)/3 mnach (6), und somit

folgt aus unserer Voraussetzung (8) die Abschitzung

(9 Ry = ;-1 =  r,-71,,-1 > k6.

J J j.2
Nach dem Satz von GERSCHGORIN (siehe z.B. [Var: Thm. 1.5]) liegen die

Eigenwerte einer komplexen Matrix A = (aij) in der Vereinigung aller



190 5. Gewichtete Geradenkonfigurationen

Kreise mit Mittelpunkt a;, und Radius Zj#ilaijl in der GAUSSschen
Zahlenebene. Fir A = R’ sind alle Eigenwerte reell; mit (9) erhalten
wir somit fur die Eigenwerte die Abschiatzung

R! R! - g, —-1-7 > 0.

i1 7 LR 3 3.2

Damit ist R’ positiv definit, und L kann keine weiteren proportio-

nalen Gewichte haben.

5.3 EXISTENZ PASSENDER UBERLAGERUNGEN

Ob es zu einer gegebenen gewichteten Kurvenkonfiguration eine passende
Uberlagerung gibt oder nicht, ist im allgemeinen nur sehr schwer zu
entscheiden. Wir diskutieren hier zunichst kurz den topologischen An-
satz, auf den wir im Anhang C ausfihrlicher eingehen, und die Methode

des Wurzelziehens aus Divisoren.

Zu unseren Kandidaten fir Ballquotientenflachen, also hyperbolisch ge-
wichteten Geradenkonfigurationen (5.1,D) gibt es, wie bereits erwdhnt,
stets passende Uberlagerungen (B.3,E,F). Der Existenzbeweis ist aller-
dings nicht konstruktiv, insbesondere ist die GALOIS-Gruppe und damit
die algebraische Struktur der Ballquotientenfliche nicht bekannt. Wir
wollen daher bei der Betrachtung der expliziten Beispiele in den fol-
genden Abschnitten und im Anhang C.6 die Uberlagerungen méglichst kon-

kret angeben.

In den Absitzen C bis E deuten wir noch den Zusammenhang der hyperbo-
lischen Konfigurationen mit uniformisierenden Differentialgleichungen
an, insbesondere mit der hypergeometrischen Differentialgleichung in
zwei Variablen. Mit deren Hilfe kann man im Prinzip die auf dem Ball
operierenden Fundamentalgruppen unserer Ballquotienten studieren, was

ja im rein algebraisch-geometrischen Kontext nicht direkt mdglich ist.

A. Topologische Konstruktion von ﬁberlagerungen: Das universelle
Hilfsmittel ist die Fundamentalgruppe nl(S\L) des Komplements einer
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Kurvenkonfiguration, deren Normalteiler die auferhalb L unverzweig-
ten GALOIS-Uberlagerungen von S klassifizieren. Die Verzweigungs-
\grdnungen und die Struktur der Singularitidten lassen sich dabei leicht
an den Normalteilern ablesen (C.1l, €.2). Fir Geradenkonfigurationen
kann man rl(Pz\L) im Prinzip durch Erzeugende und Relationen be-
schreiben. Die Gewichte stellen dann Bedingungen an den gesuchten Nor-
malteiler, und man hat zu untersuchen, ob diese Bedingungen erfillbar
sind. Die Situation ist aber selbst in konkret gegebenen Einzelfillen
meist so unidbersichtlich, daf man kein definitives Ergebnis erwarten
kann. Die Problematik wird in Anhang C ausfihrlich behandelt. Wenn man
dagegen nur nach abelschen Uberlagerungen (d.h. nach solchen mit kom-
mutativer GALOIS-Gruppe) sucht, erhilt man leicht eine Antwort (C.5).

Solche Uberlagerungen kann man auch algebraisch leicht beschreiben:

B. Wurzelziehen aus Divisoren (vgl. [B-P-VdV:, 1.17, p. 42]): Es seien
D ein effektiver Divisor auf der komplexen Mannigfaltigkeit Y und £
ein Linienbindel mit z°" = O (D) f4r ein n>2. Mit p:E~Y
sei die Projektion des Totalraumes E von Z auf Y bezeichnet, und
t sei der tautologische Schnitt von p*z. Wenn dann s ein holomor-
pher Schnitt von OY(D) mit D als Nullstellendivisor ist, so ist
p*s - t"  ein Schnitt in p*lan, dessen Divisor ein analytischer

Teilraum Z' wvon E wird.

Falt man s 1lokal als Funktion auf Y und t als vertikale Koordi-
nate in E auf, so ist Z’ durch t™ =~ s(y) gegeben. Somit indu-
ziert p also eine n-blattrige zyklische Uberlagerung 2' - Y, die
dber D voll verzweigt; Singularitiaten von Z’ liegen genau tlber
denen von D. Uber Komponenten von D mit Vielfachheit r = 2 ist
Z' nicht-normal und sogar (lokal) reduzibel, falls n und r nicht
teilerfremd sind; die Normalisierung Z hat dann dort uber Y die
lokale Verzwelgungsordnung n/ggT(n,r).

Man kann auch mehrere solcher Uberlagerungen zusammensetzen: Dazu sei
D ein reduzierter Divisor mit einfachen normalen Kreuzungen und
D‘”,..,D(k’ seine irreduziblen Komponenten; weiter seien Dj -

- Zi r;“D‘” effektive Divisoren mit Trdger auf D, aus denen wie
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oben nj-te Wurzeln gezogen werden kénnen. Man erhilt jetzt einen ana-
lytischen Teilraum Z' im Totalraum der direkten Summe @ Ij als
abelsche Uberlagerung von Y, dessen Normalisierung wir wieder mit Z
bezeichnen. Die Verzweigungsordnung von Z -+ Y entlang b ist
dann das kleinste gemeinsame Vielfache aller nj/ggT(nj,rgn). ob Z
singuldr ist, liRt sich mit den in C.1 beschriebenen Kriterien leicht

feststellen.

C. Hyperbolische Geradenkonfigurationen und uniformisierende Differen-
tialgleichungen: Unsere hyperbolischen Geradenkonfigurationen kann man

natirlich auch als Verzweigungsort einer unendlichblattrigen Uberlage-
rung 'B2 *'fz auffassen. Untersuchungen von PICARD, TERADA, DELIGNE-
MOSTOW und YOSHIDA ergeben nun, daR die (mehrwertige) Umkehrabbildung
oft durch die Losungen eines geeigneten Differentialgleichungssystems
beschrieben werden kann. Unsere algebraischen Ballquotienten verlieren
wir unter diesem Gesichtspunkt zwar aus den Augen, bekommen aber dafur
die auf dem Ball operierenden Gruppen ins Blickfeld. Die Differential-
gleichungen sind zweidimensionale Analoga zur bekannten hypergeometri-

schen Differentialgleichung auf Py, auf die wir hier kurz eingehen:

D. Die hypergeometrische Differentialgleichung: Diese bereits von
L. EULER betrachtete Differentialgleichung

x(1-x)y" + (c—(a+b+l)x)y’ ~ aby = 0
in einer komplexen Variablen x mit Parametern a,b,c hat eine (bis

auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmte) in x = 0 holomorphe

Lésung der Form
? . a- b-1
vy = -1 (u=x)"2 qu ,
1

weitere Ldsungen erhilt man, wenn man entlang irgendeines Weges zwi-
schen den singuldren Punkten 0, 1, =, x integriert (der dann natir-
lich stetig in x variieren muR). Lokal hat die Differentialgleichung
auf iPl\(O,l,m) tiberall einen zweidimensionalen Ldsungsraum, und wenn
Wi, W, in einem Basispunkt Xq eine Basis bilden, so definiert das
Verhiltnis wl(x)/wz(x) durch analytische Fortsetzung eine Abbildung
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@ : D *ZPl
von der universellen Uberlagerung D von Pl\(O,l,w) auf die Zahlen-

sphdre. Fir gewisse Parameterwerte a,b,c haben wir dann die folgende

Situation:

Das Bild von ¢ 1iegt-in einer Scheibe By cPry , und die Operation
der Fundamentalgruppe auf D liefert eine diskrete Untergruppe T
von Aut]B1 = PU(1,1) (die ,Monodromiegruppe" der Differentialglei-
chung), die auf (D) frei operiert und Pl\{O,l,w) als Quotienten
hat. Das Komplement des Bildes in B, ist diskret, und T hat dort
Fixpunkte endlicher Ordnung. Die Projektion

B, - BT =P

1

ist genau in 0, 1 und « mit endlicher Ordnung verzweigt und

1

ansonsten invers zu der mehrwertigen Abbildung ¢ : Pl\(O,l,m] 4IB1.
In diesem Fall hat T ein geoddtisches Dreieck mit den Winkeln
T xR 1 1 1 .

=, =, 2 =+ =+ =<

P qr ? a T 1) als Fundamentalbereich. Wenn p, q

oder r gleich « sind, ist iBl/F eine offene Riemannsche Fliche,

(mit

die durch einen, zwei oder drei Punkte zu einer projektiven Geraden

kompaktifiziert wird.

Die historische Entwicklung - insbesondere auch die Verallgemeinerung
auf zwei und mehr Variablen - wird in den Einleitungen zu HOLZAPFELS
Buch [Hol] und zur Arbeit von DELIGNE und MOSTOW [1986] beschrieben;
Beweise fir die oben erwiahnten Tatsachen findet man in dem Buch von

M. YOSHIDA [Yo: Chap. 5].

E. Die hypergeometrische Differentialgleichung in zwei Variablen: Die
analoge Situation in zwei Variablen wurde zuerst von PICARD [1885] und

in jangerer Zeit von TERADA [1973,1983,1985], MOSTOW [1981] und
DELIGNE-MOSTOW {1986] untersucht. Hier betrachtet man ein System line-
arer partieller Differentialgleichungen auf Py xPy, das auf den
sieben Geraden xj =0, } ,o und X =X, singuldr wird. Es hat

Lbosungen der Form

L TH ~H B B
o) = o0 G Tl (ug) TR el 7S a,
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wobei die ”j (in den uns interessierenden Fillen rationale) Para-
meter fir die Differentialgleichung sind. Im Unendlichen hat der Inte-
grand einen Pol der Ordnung By ™ 2 - By — By ~ By — Bg. Lokal hat
die Differentialgleichung uberall auBerhalb der sieben Geraden einen
dreidimensionalen Lésungsraum, und das Verhidltnis WpiWyiwy von drei
lokalen Fundamentalldsungen definiert durch analytische Fortsetzung
eine mehrwertige Abbildung nach B, . Wenn nun alle ”j zwischen 0
und 1 liegen und far 1 » j stets die Bedingung

[INT] ngg = Uepmp)™ € Z U (=)
erfillt ist, so liegt das Bild dieser Abbildung dicht in einem Ball
Bz CIPZ, und wir erhalten durch die Monodromie eine diskrete Unter-
gruppe I C Aut ]B2 =1PU(2,1). Der Quotient ]B2/I‘ ist dann im wesent-
lichen der urspringliche doppelt-projektive Raum LY X'Pl , und die
nij sind die Verzweigungsordnungen entlang der Komponenten des singu-
laren Ortes. Dazu hat man die drei Tripelpunkte aufzublasen; das Er-
gebnis ist dann genau die rationale Flache ﬁz, die bei der Regula-
risierung des vollstandigen Vierecks entsteht (5.4,A, 5.5,B). Die
Parameterwerte ”j mit [INT] entsprechen dann genau den hyperboli-
schen Gewichten fir das vollstindige Viereck; wir werden im nichsten
Abschnitt darauf zurickkommen und dort insbesondere eine vollstindige

Liste der auftretenden Werte ”j geben (5.4(10)).

Beweise findet man bei TERADA [1983] (analytisch) und in der Arbeit
von DELIGNE und MOSTOW [1986]. Deren (fir einen algebraischen Geometer
vielleicht befriedigendere) Darstellung in der Sprache lokaler Systeme
ermbglicht es unter anderem leicht, erzeugende Matrizen fir T anzu-
geben. In seinem Buch [Hol] behandelt R.-P. HOLZAPFEL extensiv den
Fall der Verzweigungsordnungen n = 3 fir die Geraden und m = = fiar
die Eckpunkte des vollstdndigen Vierecks; hier kommen viele zahlen-
theoretische und algebraisch-geometrische Aspekte ins Spiel.

Weitere uniformisierende Differentialgleichungen hat M. YOSHIDA fir
die Spiegelungsgruppen-Konfigurationen (vgl. 2.4 und 5.7) gefunden.
Die Konstruktion wird in seinem Buch [Yo] ausfihrlich beschrieben, wir
wollen daher nicht nzher darauf eingehen.
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5.4 DAS VOLLSTANDIGE VIERECK:
PROPORTIONALITAT UND HYPERBOLISCHE GEWICHTUNGEN

K. Die Geometrie der Ausnahmekurven: Wir betrachten ein vollstandiges
Viereck in der (komplgx—) projektiven Ebene, also die Konfiguration
der sechs Verbindungsgeraden von vier Punkten in allgemeiner Lage.
Diese Konfiguration ist uns in den Abschnitten 2.2,F, 2.3,I, 2.4,1
bereits als die (reelle simpliziale) Tetraederkonfiguration Al(G), als
klassische Konfiguration (43,62), als CEVA(2) und als Konfiguration zu
den Spiegelungsgruppen S, bzw. G(2,2,3) begegnet.

Das Aufblasen der Ebene in diesen vier Punkten liefert die Fléache fz.
Diese Flache ist eine DEL PEZZO-Flache, die mit Grad 5 in P; einge-
bettet werden kann (vgl. etwa [Har: Ch.V, 4.7, p. 401]). Auf ﬁz
liegen genau 10 rationale Ausnahmekurven, nimlich die vier, die beim
Aufblasen der Punkte entstehen, sowie die eigentlichen Transformierten
der sechs Geraden. Diese zehn Kurven bilden eine symmetrische Konfigu-
ration (vom Typ (152,103)), deren Schnittverhalten einfach zu be-
schreiben ist: Wir kénnen die Kurven durch Doppelindizes 1ij mit
0<1i<j=<4 (die den zweielementigen Teilmengen, d.h. ungeordne-
ten Paaren aus der Menge von finf Objekten {i,j,k,1,m} = {0,1,2,3,4)
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entsprechen) so indizieren, daR sich Lij und Lk1 genau dann
schneiden, wenn die Mengen (i,j)} und ({k,1) disjunkt sind. Jede
Kurve Lij wird also von genau drei anderen (niamlich Lkl’ Lkm und
le) geschnitten, die ihrerseits paarweise disjunkt sind, wahrend die
sechs Gbrigen Kurven ein Sechseck bilden. Wir kénnen die Indizierung

und das Schnittverhalten durch die folgende Skizze veranschaulichen.

/ N\

B. Symmetrien der Konfiguration: Durch Aufblasen der Ebene in drei
Tripelpunkten (etwa 01,02,03) des vollstindigen Vierecks und anschlie-
Bende Kontraktion der drei Verbindungsgeraden (14,24,34) erhalten wir
wieder die Ebene. Dabei geht die Konfiguration wieder in ein vollstan-
diges Viereck tber, wobei aber jetzt die Indizierung fir Punkte und
Geraden permutiert ist: Die Indizes 01,02,03 gehéren jetzt zu Geraden,
wahrend 14,24,34 zu Punkten gehdoren. Dieser (birationalen) CREMONA-
Transformation der Ebene entspricht ein Automorphismus der DEL PEZZO-
Flache fz. Insgesamt operiert die symmetrische Gruppe Sg auf Iﬁz
in der Weise, daR die regularisierte Konfiguration in sich dberfihrt
wird und lediglich die Indexmenge (0,1,2,3,4} permutiert wird.

C. Die Proportionalitdtsbedingungen: Wenn wir die Gewichte far die
Kurven Lij mit n1j bezeichnen, so bekommen die Punkt- und Geraden-
bedingungen aus 5.1,C die einheitliche Form

o (1) 2/nij + 1/nk1 + 1/nkm + 1/n1m = 1

(mit (i,j,k;l,m) = {0,1,2,3,4)). Eine Gewichtung (nij)’ die diesem

System von zehn Gleichungen geniigt, ist damit proportional. Summieren
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dber alle Indizes ij 1liefert die Bedingung

*(2) zj (/ng) =2 .

Der Algorithmus 5.1,G zur Bestimmung aller proportionalen Gewichte
liefert eine Unzahl von Ldsungen, da die Matrix R einen vierdimen-
sionalen Kern hat und da die Symmetrien der Konfiguration nicht be-
ricksichtigt sind. Nun sind jedoch die Konfiguration, die Proportiona-
litatsbedingungen und der Ball als universelle Uberlagerung schon vor
uber hundert Jahren aufgetreten, als nidmlich E. PICARD das zweidimen-
sionale Analogon zur hypergeometrischen Differentialgleichung studier-
te, das wir in Abschnitt 5.3,E diskutiert haben. Daher sind auch die
Lésungen dieses Gleichungssystems - in etwas verdnderter Form - schon

vor Uber neunzig Jahren bestimmt worden:

D. Bestimmung der proportionalen Gewichtungen (mach R. LE VAVASSEUR):

Indem wir die Kehrwerte
*(3) zij o 1/nij

der Gewichte als neue Unbekannte einfiihren, konnen wir das System (1)

der Proportionalitatsbedingungen als affin-lineares Gleichungssystem

e (4) 2z - 1

j * 2yt Iy Yt Zyg
aus zehn Gleichungen mit zehn Unbekannten Zgyr 123y auffassen; die
Bedingung (2) lautet dann

i;j T 2.

Die proportionalen Gewichtungen (nij) entsprechen damit genau den
rationalen Ldsungen (zij)' die positive oder negative Stammbriiche -
einschlieflich 0 = 1/« - sind. Dieses affine Gleichungssystem (4)

hat einen vierdimensionalen Lésungsraum, den wir wie folgt beschreiben

kdnnen: Wir fihren funf neue Variable Bor - aby ein, die der affinen
Gleichung

4
*(5) ) jzoﬂj - 2

genigen und daher einen vierdimensionalen affinen Raum bilden; diese

"j entsprechen genau den Parameterwerten in 5.3,E. Setzen wir damn
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*(6) Zjj 1 -y - K5 (i=j),
so lésen diese (zij) die Gleichung (4), wie sofort zu sehen ist.
Andererseits liefert jede Losung (zij) von (4) ein solches Quintupel

(uj), denn aus (5) und (6) folgt direkt die Relation
zjk + zjl + zjm + 2z +ze vz, - 3pi.
Die gesuchten Losungen (ni j) unseres Gleichungssystems entsprechen

also den Quintupeln (p.) rationaler Zahlen, die der Gleichung (5)
]

und der (reziproken) Ganzzahligkeitsbedingung

o(7) 1- By - pj - 1/nij mit I‘Iij €Z U (=} (13)
gentigen. Fihren wir nun noch vier weitere Variable Agre--ady durch
o (8) '\i =1 - By (mit 1 =20,..,3)

ein, so sind (5) und (7) &quivalent zu den beiden Bedingungen

*(9) Ap Ay - 1 = 1/n (ix3),

ij

= 1/m, ( = 1/n,

2 - i i4)

j§i'\j
mit nij' my €eZ VU {»}) far i,j =0,..,3.
Die Losungen dieses Systems hat R. LE VAVASSEUR, ein Student von
PICARD,in seiner Dissertation [1896] vollstandig bestimmt. Er gibt 101
Losungen an (sogar 102, seine 10. und 15. sind jedoch identisch), und
zwar erhdlt er 99 Einzelldsungen (bis auf Permutation) und zwei unend-
liche Serien (seine Nr. 39 und 58). Die Umformung (8) verdeckt natiir-
lich die Symmetrie des Systems (5,7). Geht man also von dem Quadrupel
(A]._) - das bei LE VAVASSEUR (a,b,c,d) heiRt - zu dem Quintupel (pj)
Uber, so erhalten wir (bis auf Permutation) nur noch 37 Einzelldsungen

und eine unendliche Serie.

Wir geben zunichst die Parameterwerte "j in der Form

”j -aj/d, aoz Za&’ d’“O""al;e Z
an. In der letzten Spalte (DM) stehen fir die 27 Ldsungen, die der Be-
dingung 0 < “j <1 geniigen, die Nummern, die sie in der Liste von
DELIGNE-MOSTOW [1986] haben. R.-P. HOLZAPFEL bestimmt diese Losungen

in seinem Artikel [1986b] mit Hilfe eines ,magischen Wirfels".
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¢(10) Parameterwerte fiir die proportionalen Gewichtungen

Nr d xy @ ay ag o DM
1 5 2 2 2 2 2 4
2 8 4 3 3 3 3 9
3 8 ) 5 5 2 2 2 10
4 8 6 3 3 3 1 11
5 9 4 4 4 4 2 12
6 10 7 4 4 4 1 13
7 12 5 5 5 5 4 14
8 12 6 5 5 4 4 15
9 12 6 5 5 5 3 16

10 12 7 7 4 & 2 19

11 12 8 5 5 3 3 20

12 12 8 5 5 5 1 21

13 12 8 7 3 3 3 22

14 12 10 5 3 3 3 23

15 15 8 6 6 6 4 24

16 18 11 8 8 8 1 25

17 20 1411 5 5 5 26

18 24 14 9 9 9 7 27

19 3 2 11 11 1

20 4 2 2 2 11 2

21 4 321 11 3

22 6 3 3 2 2 2 5

23 6 33 3 21 6

24 6 4 3 2 2 1 7

25 6 5 2 2 21 8

26 12 7 5 4 4 4 17

27 12 7 6 5 3 3 18

28 d d+l1 ¢&-1 0 0 O (d=1)

29 3 2 2 2 0 O

30 4 3 3 2 0 0

31 4 4 1 1 1 1

32 6 5 4 3 0 0

33 1 11 0 0 O

34 2 2 1 1 0 O

35 2 1 1 1 1 0

36 2 2 11 1-1

37 3 2 2 2 2-2

38 6 4 4 4 1 -1

Wie wir gleich sehen werden, gibt es zu den Lésungen Nr. 1 bis 18 bzw.
19 bis 27, die der Bedingung 0 < #5 < 1 genigen, passende Uberlage-
rungen, die vom (ggf. logarithmisch) allgemeinen Typ und somit (kom-
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pakte bzw. offene) Ballquotienten sind. Zu den Lésungen 28 bis 32 fin-
den wir auch passende Uberlagerungen, die jedoch nicht vom allgemeinen
Typ sind. Dies gilt ebenfalls fir die Falle 33, 34, 35, bei denen je-
doch im Gegensatz zu unserer allgemeinen Konvention sich Geraden mit
modifizierten Gewichten (nij < 0 bzw. nij = «) schneiden; bei den
passenden Uberlagerungen treten uber den Geraden mit dem Gewicht
rationale Kurven auf. Die drei verbleibenden Fille 36, 37, 38 sind

in dem von uns betrachteten Rahmen nicht sinnvoll zu interpretieren.

E. Der kanonische Divisor: Nach dem Existenzsatz fir KAHLER-EINSTEIN-
Metriken und der Charakterisierung von Ballquotienten (B.3,E) ist eine
proportionale Gewichtung unserer Konfiguration schon hyperbolisch,
wenn die DEL PEZZO-Fliche ﬁz beziglich des rationalen Divisors Q°
aus 5.1(9) die D-Dimension NO@Z,Qo) = 2 hat. Dazu genigt nach A.1,G,
daR ein geeignetes positives Vielfaches mQ°® ein effektiver ganzzah-
liger Divisor ist und daB die Selbstschnittzahl (Q°)2 strikt positiv
ist. Da die Fliche ﬁz den rationalen kanonischen Divisor -%-Z Lij

hat, erhalten wir fiir Q° die Darstellung

1
o(11) Q® - Y (—-
2 'nijl

F. Hyperbolische Gewichte: Es ist nun leicht zu sehen, daR dieser

YLy = 33 (1-2]z(5 DLy -

rationale Divisor Q° fir die 27 Lésungen mit Parameterwerten
0< By < 1 strikt positiv ist; das heiBt also, daB fir alle Indizes
ij stets n;j 2 2 und fur mindestens einen sogar nij > 2 gile:
Mit den Bedingungen (5,6) folgt aus der Voraussetzung O < “j <1
sofort, daR die Ungleichung -1 < zij < 1 stets und die Verschiarfung
-% < zij < % in mindestens einem Fall erfillt ist, und daraus ergibt
sich Q° > 0 umnmittelbar. Da auch die Selbstschnittzahl (Q°)2 in
den 27 Fillen strikt positiv ist (letzte Spalte in (12)), gilt also
x(%,,Q°) = 2.

Aus den Parameterwerten Bor -eea By kénnen wir mit der Formel (7)
die Gewichte 5 berechnen. Wir erhalten so proportionale Gewichte fur
das vollstandige Viereck, zu denen passende Uberlagerungen existieren,

die vom (ggf. logarithmisch) allgemeinen Typ sind und die somit (nach
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evtl. Kontraktion der (-1)-Kurven tber den Geraden mit n.. < 0 sowie

in den Fillen 18 bis 27 nach Entfernen der elliptischen Kiiven zu
Eij = o) kompakte bzw. offene Ballquotienten sind. Wir geben diese
hyperbolischen Gewichte nij in (12) explizit an. In der letzten
Spalte steht das Verhiltnis cz/N - -%c%/N - %(Qo) zwischen
der Eulercharakteristik einer passenden Uberlagerungsfliche und dem

Uberlagerungsgrad.

e (12) Hyperbolische Gewichte fiir das vollstindige Viereck

Nr 01 02 03 04 12 13 14 23 24 34 ¢y / N
1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 3/ 5
2 8 8 8 8 4 4 4 4 4 4 9/ 16
3 -4 8 8 8 8 8 8 2 2 2 9/ 32
4 -8 -8 -8 8 4 4 2 4 2 2 9/ 64
5 9 9 9 3 9 9 3 9 3 3 13 / 27
6 -~10 -10 ~10 5 5 5 2 5 2 2 3/ 20
7 6 6 6 4 6 6 4 6 4 4 7/ 12
8 12 12 6 6 6 4 4 4 4 3 13 / 24
9 12 12 12 4 6 6 3 6 3 3 1/ 2

10 -6 12 12 4 12 12 4 3 2 2 7/ 2

11 =12 -12 12 12 6 3 3 3 3 2 7/ 24

12 -12 -12 ~12 4 6 6 2 6 2 2 7/ 48

13 -4 12 12 12 6 6 6 2 2 2 13 / 48

14 -4 =12 -12 -12 3 3 3 2 2 2 1/ 12

15 15 15 15 5 5 5 3 5 3 3 37 / 75

16 -18 ~18 -18 3 9 9 2 9 2 2 13 / 108

17 -4 20 20 20 5 5 5 2 2 2 99 / 400

18 26 24 24 8 4 4 3 4 3 3 11 / 24

19 © @®© ® o 3 3 3 3 3 3 1/ 3

20 o o 4 4 o 4 4 4 4 2 3/ 8

21 -4 ©® ® o 4 4 4 2 2 2 3/ 16

22 o 6 6 6 6 6 6 3 3 3 1/ 2

23 o o 6 3 o 6 3 6 3 2 1/ 3

24 -6 ®© o 6 6 6 3 3 2 2 1/ 4

25 ~6 -6 -6 o 3 3 2 3 2 2 1/ 12

26 o 12 12 12 4 4 4 3 3 3 11/ 24

27 =12 o 6 6 12 4 4 3 3 2 17 / 48

G. Isobare Gewichtungen: Wir haben in 5.2,E samtliche isobaren Gewich-
tungen far das Viereck angegeben. In unserer Tabelle handelt es sich

um die hyperbolischen Losungen Nr. 1,2,5,7 und 19 sowie um die nicht-
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hyperbolische Lésung Nr. 31 (5.5(1)). Die Symmetrie der regulari-
sierten Konfiguration zeigt jedoch, daR eine Unterscheidung zwischen

Punkt- und Geradengewichtungen der Situation nicht angemessen ist.

5.5 DAS VOLLSTANDIGE VIERECK:
SPEZIELLE PROPORTIONALE (BERLAGERUNGEN

Wir setzen die Untersuchungen aus dem vorigen Abschnitt fort. Die Lo~
sungen Nr. 28 bis 32 sowie 33 bis 35 ergeben die folgenden propor—

tionalen Gewichte n,.

1]
e (1) Nicht-hyperbolische proportionale Gewichte
Nr 01 02 03 04 12 13 14 23 24 34
28 -1 -d -d -4 d d d 1 1 1 (d=1)
29 -3 -3 3 3 -3 3 3 3 3 1
30 -2 -4 4 4 -4 4 4 2 2 1
31 -4 -4 -4 -4 2 2 2 2 2 2
32 -2 -3 6 6 -6 3 3 2 2 1
33 =1 L) © «© ) o < 1 1 1
34 -2 -2 ® «o o 2 2 2 2 1
35 © w© © 2 © w© 2 L) 2 2

In diesen Fillen ist das Bild der mehrwertigen Ldsungsabbildung
]P2 \L - ]P2 aus 5.3,E nicht in einem Ball, sondern in einem
anderen symmetrischen Raum B C P, als dichte Teilmenge enthalten.

Dazu hat uns T. TERADA die folgende Liste mitgeteilt:

]P2 fir Nummer 28
B - ¢? far die Nummern 29 bis 34
]B1 x ¢ fir Nummer 35

Passende Uberlagerungen zu den entsprechenden Gewichten sind algebrai-

sche Flichen mit c% - 3c2 und mit B als universeller Uberlagerung:

A. Die Ebene als Uberlagerung zu der Ldsungsserie Nr. 28: Es ist
leicht zu sehen, daf zu jedem Wert von 4 = 1 die Abbildung 1’2 » B,
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(zozzlzzz) - (zg:z?:zg) eine passende Uberlagerung ist: Wir wihlen
die Indizierung so, daR das Koordinatendreiseit zczlzz==0 die Indizes
12, 13, 14 bekommt. Offenbar hat dann die angegebene Abbildung das
;géforderte Verzweigungsverhalten. Umgekehrt kénnen natiirlich aus der
Verzweigungskonfiguration die drei Geraden Lij mit ngy ” 1 (ij =
23, 24, 34) und ihr Schnittpunkt, der Tripelpunkt Po1 mit ng, = ~1,
weggelassen werden. Die verbleibende Konfiguration ist dann ein Drei-

seit, dessen Eckpunkte nun nicht mehr aufgeblasen werden missen.

B. Die abelschen Produktflidchen T(p) X T(p) bzw. T(i) x T(i) als

Uberlagerungen zu den Gewichtungen Nr. 29 und 32 bzw. 30: Wir haben

die elliptischen Kurven T(p) := C/(Z+Zp) mit p = e2™1/6 1y,
T(i) = C/(Z+Zi) mit komplexer Multiplikation bereits in 1.4 be-
trachtet; weiter haben wir in 4.3,A diese Kurven durch eine Reihe von
dquivalenten Eigenschaften charakterisiert. Wir bemerken, daf bei
allen drei Gewichtungen die ,Besonderheiten" n]._j <0 fur 1ij = 01,
02, 12 auftreten und stets ny, = 1 gilt. Wir gehen daher zweck-
miBigerweise von der Darstellung der Verzweigungskonfiguration in

PIXPI mit Lg, als Diagonale aus:

24
01

14
02

04

34
03 13 23

12
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In allen Fiallen gilt n34-1' daher findet lings der Diagonalen keine
Verzweigung statt; lassen wir die Diagonale weg, so brauchen auch die
vorherigen Tripelpunkte nicht mehr aufgeblasen zu werden. Aus dieser
Darstellung ist dann klar, daR die Projektion

axn : TXT ——+:P].XIP1

das vorgegebene Verzweigungsverhalten hat, falls «x : T + Py eine
Uberlagerung mit drei Verzweigungspunkten der Ordnungen 3,3,3 (bei der
Gewichtung 29) und 2,3,6 (bei 32) bzw. 2,4,4 (bei 30) ist. Ist umge-
kehrt X -+ P;xPy eine (zu der Gewichtung 29, 32 bzw. 30) passende
Uberlagerung, so ist leicht zu sehen, daB X eine abelsche Fliche ist
(vgl. die folgende Diskussion der Lésung 31). Weiter gibt es zwei Fa-
serungen X -+ T mit Schnitt, wobei die Fasern zu T isomorphe ellip-
tische Kurven sind; es folgt, daR X die Produktflache T x T ist.

C. Eine abelsche Fliche als Uberlagerung zur Gewichtung Nr. 31: Wir
erhalten eine zu nij =2 far i » 0 , noj = —4 passende Uberlage-
rung in folgender Weise: Zunichst bilden wir die langs der Konfigura-
tion konstant mit n = 2 1lokal verzweigte KUMMER-Uberlagerung (siehe
1.5). Wie wir in Abschnitt 3.2,1 gesehen haben, ist diese {berlagerung
vom Grad 2% = 32 eine algebraische K3-Fliche mit 16 disjunkten (-2)-
Kurven, die zu je vieren tliber den Urbildkurven Loj der vier aufgebla-
senen Punkte liegen. Zu dieser K3-Fliche existiert nun noch eine zwei-
blattrige Uberlagerung mit Verzweigung langs dieser (-2)-Kurven. Die
Urbildkurven in der Uberlagerungsfliche sind dann (-1)-Kurven in einer
algebraischen Fliche, die ﬁz mit dem gewilnschten lokalen Verzwei-
gungsverhalten uberlagert. Die Kontraktion der (-1)-Kurven liefert
eine algebraische Fliache mit EULER-Zahl ¢y = 0 und trivialem kanoni-
schem Divisor. Aus der Flachenklassifikation folgt, daR es sich um
einen komplexen Torus und damit eine abelsche Flache handelt, die K3-
Fliche ist die zugehdrige KUMMER-Fliche. Natirlich ist jede unver-
zweigte endlichblattrige Uberlagerung dieser abelschen Fliche selbst
wieder eine abelsche Flache, die ebenfalls eine passende Uberlagerung
zu der gegebenen Gewichtung ist. DaR jede passende Uberlagerung X

eine abelsche Fldche sein muB, haben wir bereits in 5.2,E gezeigt.
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D. Die Sonderfidlle 33, 34 und 35: Hier sind die mit = gewichteten

Kurven nicht disjunkt. Trotzdem kémnen diese Fallesinnvoll interpre-
tiert werden: Die zu entfernenden Kurven sind jetzt rational, und die

‘Berechnung der logarithmischen Chernzahlen ergibt E% = 32 =0,

Im Fall 33 erhalten wir das Komplement eines Dreiecks in der projekti-
ven Ebene (vgl. Fall 28).

Der Fall 34 fuihrt wegen ng, = 1 wieder zu einer Produktfliche (vgl.
29,30,32): Mit der ,geometrischen" Verzweigungsordnung 2 statt o
bekommt man jetzt P xP, als Uberlagerung, woraus jetzt noch je zwei

horizontale und vertikale Geraden entfernt werden missen.

Im Fall 35 ergibt die Kummer-Uberlagerung zu n = 2 die K3-Fliche aus
Fall 31. Daraus sind dann noch die 24 (-2)-Kurven zu entfernen, die

lUber den Geraden des vollstindigen Vierecks liegen.

F. Obrige Fille: Die Gewichtungen “ij zu den drei verbleibenden
Losungen 36 bis 38 sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

°(2) Sonstige proportionale Gewichte
Nr 01 02 03 04 12 13 14 23 24 34
36 -2 -2 -2 2 ®w o 1 « 1 1
37 -3 -3 -3 1 -3 -3 1 -3 1 1
38 -3 -3 66 2 -3 6 2 6 2 1

Passende Uberlagerungen in unserem Sinne zu diesen Gewichten kann es
nicht geben. Auch fir die hypergeometrische Differentialgleichung sind
die entsprechenden Parameterwerte noch nicht verminftig interpretiert

worden.
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5.6 DIE CEVA-KONFIGURATIONEN

A. Die Beziehung zum vollstidndigen Viereck: Die bereits mehrfach

betrachteten Konfigurationen CEVA(q,s) (gq=2,0<s=<3) (s. 2.3,1,J)
sind eng mit dem vollstdndigen Viereck verwandt: Homogene Koordinaten
(21:22:23) fir die Ebene P2 seien so gewahlt, daR die Geraden L14
(mit den Bezeichnungen wie in 5.4,A) durch z; = 0(i=1,2,3) be-

schrieben werden, also das Koordinatendreiseit bilden, und der Mit-

telpunkt"” pg, gleich (1:1:1) ist. Die q2—b1attrige Uberlagerung
. eng e R -wd
¢q : P2 -+ iPZ (wl.wz.w3) d (zl.z2.23), z; Wy

ist gerade iber den Koordinatenachsen Ly mit Ordnung q verzweigt.
Die Urbilder der drei ,Diagonalen” L12, L23, L13 zerfallen in drei
Bischel zu je q Geraden, deren Zentren die Punkte wgl(pOi) sind

(i =1,2,3). Sie bilden die Konfiguration CEVA(q) = CEVA(q,0), und
wenn wir noch eine, zwei oder drei der (reduzierten) Urbildgeraden
¢;1(Lia) (Verbindungsgeraden der Bischelzentren) hinzunehmen, erhalten
wir die erweiterten Konfigurationen CEVA(q,s) (mit s = 1,2,3).

Schematische Darstellung fir q = 5 ;
2

im Zentrum liegen q“ Tripelpunkte.
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Fair q = 3 sind diese Konfigurationen nicht iiber den reellen Zahlen
definiert, so daR sich nur eine schematische Darstellung zeichnen laRt.
Dagegen sind die Konfigurationen CEVA(2,s) stets reell (und simpli-
“zial): Mit den Bezeichnungen aus GRUNBAUMs Listen erhalten wir fir
s=0 wiederum das vollstindige Viereck A1(6), wobei die drei Doppel-
punkte die Bischelzentren sind (die Bischel bestehen aus nur je zwei
Geraden), fir s = 1 die Konfiguration A1(7) (wobei nur zwei der
Bischelzentren singulare Schnittpunkte sind) und fir s=2 bzw, s=3

die Konfigurationen A1(8) bzw. die Oktaederkonfiguration Al(Q) (2.2,G).

Die Nummern in der Zeichnung entsprechen den Bildern der Punkte bzw.
Geraden im vollstandigen Viereck unter ®y s die Btischelzentren sind
die Vierfachpunkte.

ti de roportionalen Gewichte: Die in 5.1(7) eingefihrte
Matrix R’ zu CEVA(q,s) hat im allgemeinen Fall (d.h. fir q 2> 3

oder ¢ =2, s> 2 ) die Form
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(1 1...1 ] }
1 1...1 s =0,1,2,3
1 1...1
1 q ]
1 q
1 q
>3q
1 q
1 q
[ 1 , “a) )

In den beiden speziellen Fillen CEVA(2,1) und CEVA(2) sind nicht mehr
alle Bischelzentren singulidr; die Matrix muf dann entsprechend modifi-
ziert werden. Die Dimension des Kerns von R (mit Rij - 3Rij -1,
vgl. 5.1(8)) ist 4 fur CEVA(2), 3 fur CEVA(2,1) und ansonsten gleich
s+1, insbesondere also gleich 1 fir CEVA(q) mit q = 3. An der Matrix
R 1ist nun leicht abzulesen, daR bei einer proportionalen Gewichtung
far CEVA(q,s) im allgemeinen Fall (q,s) = (2,0),(2,1) alle q Gera-
den in jedem der drei Buschel ¢;1(L1j) (ij = 12,13,23) jeweils das-
selbe Gewicht nij haben missen; somit ergibt sich auch fir alle

q2 Tripelpunkte wal(poa) dasselbe Gewicht ng,- Aus diesen propor-
tionalen Gewichten fiur CEVA(q,s) erhalten wir sofort proportionale
Gewichte far das vollstiandige Viereck: Die Diagonalen L12, L23, L13
und der Mittelpunkt Pos bekommen die Gewichte nij ihrer Urbilder
unter Pq also die der jeweiligen Bischelgeraden bzw. der Tripel-
punkte. Die Ubrigen Geraden und Punkte bekommen das q-fache der Ge-
wichte ihrer Urbilder, wobei fir s < 3 die nicht zu CEVA(q,s)

gehdérenden Geraden mit dem Gewicht 1 versehen werden.

Man rechnet leicht nach, daR die so definierten Gewichte fir das
vollstandige Viereck proportional sind. Die beiden speziellen Fille
CEVA(2) und CEVA(2,1) muR man gesondert behandeln, man gelangt aber zu

entsprechenden Ergebnissen.
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C. Konstruktion passender Uberlagerungen: Aus proportionalen Gewichten
fir CEVA(q,s) kénnen wir also proportionale Gewichte fiir das vollstan-
dige Viereck konstruieren. Wenn dann x: X »Zﬁz eine passende Uber-
lagerung zum so gewichteten vollstandigen Viereck ist, bilden wir das
Kompositum p von x _mit der durch wq definierten Galois-Uberlage-
q By~ F

Schnittpunkte von CEVA(r,s) entsteht., Damit erhalten wir dann eine

rung a 9 wobei B, durch Aufblasung der singuliren

Galois-Uberlagerung A
p Y *IPZ,

die dber &q und Uber x faktorisiert; ¥+ % ist dabei unverzweigt
(C.4.5). Da wir Flichen, die sich nur durch eine unverzweigte endlich-
blattrige Uberlagerung unterscheiden, nicht als wesentlich verschieden
ansehen, kénnen wir festhalten: Zu allen proportionalen Gewichten fir

CEVA(q,s) gibt es passende Uberlagerungen. Diese Flachen treten aller-
dings auch schon als passende Uberlagerung des vollstandigen Vierecks

auf. Insbesondere sind die Paare von Lésungen Nr.

1 und 6,
2 und 4,
5 und 16,
7 wnd 12,
19 und 25

in der Liste 5.4(12) fir das vollstidndige Viereck nicht wesentlich

verschieden.

D. Das Beispiel CEVA(3): Der Kern der Matrix R fur CEVA(q) mit q=3
ist von u = (1,..,1) erzeugt; damit sind simtliche proportionalen
Gewichtungen isobar. Wie wir in 5.2,G gesehen haben, gibt es solche
Gewichtungen fir q = 3,4,5,6 und 8; die zulassigen Werte n,m(”,m(@
sind der Tabelle 5.2(2) zu entnehmen. Besonders interessant ist der
Fall q = 3 : Da nur Tripelpunkte auftreten, sind alle acht Werte fir
n(n=2,3,4,56,9,-3 mit m = ~4,0,8,5,4,3,2,1) zulassig. Diese
Falle entsprechen den Gewichtungen Nr. 14,19,18,15,9,5,23,29 der
Tabellen 5.4(12) und 5.5(1) fur das vollstandige Viereck; sie sind
also mit Ausnahme des letZten Falles hyperbolisch. Die konstante
Punkt- und Geradengewichtung n = m = 5 entspricht unserem Beispiel
II1 aus 3.1 (duale HESSE-(Fluchtlinien-)Konfiguration). In dem Fall
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n=3,m=~o ergibt sich nach 5.4(12) der Wert EZ/N = 1/3, wobei
sich natirlich der Uberlagerungsgrad N auf das Viereck bezieht.

Nun gehért ja zu CEVA(3) die 9-blattrige Uberlagerung vy 1 By »IPZ,
und zu n = 3 existiert eine zyklische Uberlagerung vom Grad 3 mit
Verzweigung langs CEVA(3) (vgl. 5.3,B: man zieht die dritte Wurzel
aus dem Produkt aller Geradengleichungen). Damit hat die zusammen-
gesetzte Uberlagerung mit Verzweigung am vollstandigen Viereck den
Grad N = 27 , so daR wir einen offenen Ballquotienten der EULER-
Charakteristik 32 = 9 erhalten. Dies ist der kleinste bekannte Wert
fir unsere Beispiele; im allgemeinen sind die Uberlagerungsgrade N

wesentlich gréRer (und hiufig kaum explizit zu berechnen).

5.7 SPIEGELUNGSGRUPPEN-KONFIGURATIONEN UND BALLQUOTIENTEN

A. Die kombinatorischen Daten: Wir haben in 2.4,I die CEVA-Konfigura-

tionen mit den projektiven Geradenkonfigurationen zu den dreidimensio-
nalen komplexen Spiegelungsgruppen G(m,p,3) identifiziert. Neben
diesen Serien gibt es funf weitere Konfigurationen von Geraden in
Pz(c), deren Urbilder im c3 die Spiegelungsebenen einer irreduziblen
Spiegelungsgruppe sind. Diese Gruppen tragen die Nummern 23 bis 27 in
der SHEPHARD-TODD-Klassifikation (s. 2.4); es handelt sich dabei um

die folgenden Konfigurationen:

Nr. 23 Ikosaeder-Konfiguration

Nr. 24 G168-Konfiguration

Nr. 25 Hesse-Konfiguration

Nr. 26 Erweiterte Hesse-Konfiguration
Nr. 27 G360-Konfiguration

Das Schnittverhalten haben wir in 2.4 beschrieben; wir stellen die

wesentlichen Daten nochmals zusammen:
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(1) Anzahl der Geraden, singulidren Schnittpunkte und r-fach-Punkte

k s t2 t3 tll» tS
(23) 15- 16 15 10 - 6
(24) 21 49 - 28 21 -
(25) 12 9 12 - 9 -
(26) 21 21 36 - 9 12
27) 45 201 - 120 45 36

*(2) Anzahl der Schnittpunkte pro Gerade (2 Typen bei (26))

TJ Uj Tj,2 Tj,3 rj,a 1j,5
(23) 6 4 2 2 - 2
(24) 8 8 - 4 .
(25) 5 3 2 - 3 -
(26),, 8 5 3 - 3 2
(26), 8 A 4 - - 4
27) 16 16 - 8 4 4

Wir wollen nun far diese Konfigurationen sidmtliche proportionalen Ge-
wichte bestimmen und - sofern leicht méglich - passende Uberlagerungen

angeben. Detailliertere Ausfihrungen dazu findet man in Anhang C.6.

Da die Bedingung 5.1(12) in allen Fillen erfillt ist, gibt es auf
jeder Uberlagerungsfliache effektive plurikanonische Divisoren. Die
Invariante c% - 3c2 kann leicht berechnet werden (s. 5.1(14)), es
wird sich stets ein positiver Wert ergeben (vgl. Tabelle (3)). Die
Gewichte sind damit hyperbolisch, passende Uberlagerungsflichen sind

Ballquotienten.
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B. Konstante Gewichte: Da in allen Fiallen die Beziehung 3rj = k+3
gilt und die Schnittvielfachheiten r, héchstens gleich 5 sind, gibt
es nach 5.2,C isobare Geradengewichte nj = n. Dabei hingen die Punkt-
gewichte m, mnur von n und r, =t ab; wir bezeichnen sie wieder
mit m - Welche n in Frage kommen, kann man aus der Tabelle 5.2(2)
ablesen. Die formalen Geradengewichte n = © und n < 0 sind nach
unseren Konventionen nur fir Konfigurationen ohne Doppelpunkte erlaubt,
da sich die Kurven mit solchen Gewichten nicht schneiden dirfen. Da
auch keine Finffachpunkte zulissig sind, bleibt dafir also nur die

G168-Konfiguration (Nr. 24) mit n = o , =2 und m , = 1

m
3 &
dbrig. Wir diskutieren jetzt die einzelnen Fille.

C. Die Ikosaeder-Konfiguration: Da Tj 9 < k/6 gilt, kann es nach

5.2,J nur isobare Gewichte geben, und zwar
n=2, m., - -4 , m,

n=25, m, = 5, L 1.

-4,

Wihrend im ersten Fall keine passende abelsche Uberlagerung existiert,
kann man fir n = 5 durch Wurzelziehen aus geeigneten Divisoren eine
passende Uberlagerung vom Grad 25 ganz explizit angeben. Man erhalt so
einen kompakten Ballquotienten der EULER-Charakteristik 195 = 3-5-13.

D. Die Glss-xonfiggration: Auch hier gibt es nach 5.2,J ausschlief-
lich isobare Gewichte, und zwar fir n = 2,3,4 und o©. Zu n =2 und
n = 4 gibt es nur nicht-abelsche passende Uberlagerungen; far n = 3

kann man die KUMMER-Uberlagerung (mit m__ = o , m_, = 3) nehmen. Im

3) (4)
Fall n = = kann man eine abelsche Uberlagerung zu den Gewichten
n=2, mo, = 2 und LI 1 durch Wurzelziehen so konstruieren,
daR auch die Uberlagerungsfliche noch viele Symmetrien hat.

E. Die HESSE-Konfiguration: Aus der Beschreibung in 2.3,B ergibt sich
sofort, daR die Matrix R’ in 5.1(7) aus vier Bldcken der Form

2 11
1 21
11 2

besteht. Also ist R’ positiv definit; nach 5.2 kann es daher nur
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isobare Gewichte geben, und zwar sind drei Fdlle méglich:

ngz’m(6)=en,

y =3
=2 .
)

n=3, m,

n==4, m,

Fir n = 2 und n = 3 kann man die KUMMER-Uberlagerung nehmen; der
zweite Fall taucht als Beispiel IT in 3.1,F auf. Zu n = 4 gibt es

keine abelsche Uberlagerung.

F. Die erweiterte HESSE-Konfiguration: Wie in 2.3,G beschrieben,ist

diese Konfiguration aus der HESSE-(,Wendelinien")-Konfiguration und
der dazu dualen (,Fluchtlinien")-Konfiguration CEVA(3) zusammengesetzt.

Fir die Matrix R' erhdlt man die Blockgestalt

t
4-112 A
R' =
A 3-19 s
wobei die (9x12)-Matrix
(10010010010 0)
100010010001
100001001010
010100010010
A= 010010001100
010001100001
001100001001
001010100010
L00100101010 O]

das Schnittverhalten zwischen den 12 Wendelinien und den 9 Flucht-
linien beschriebt: Eine 1 steht fur einen Doppelpunkt und eine O fir
einen Faunffachpunkt, in dem sich je 2 Wende- und 3 Fluchtlinien tref-

fen.

Die Matrix R hat dann einen zweidimensionalen Kern, der von den Vek-
toren (1,..,1,0,..,0),(0,..,0,1,..,1) aufgespannt wird, wobei die
Einsen und Nullen jeweils den beiden Typen von Geraden entsprechen.

Proportionale Gewichte missen also jeweils einen konstanten Wert n,
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fir die Wendelinien bzw. n, fir die Fluchtlinien haben; die Punkt-

) fir die Vierfachpunkte und m., far die

Finffachpunkte. In den Vierfachpunkten treffen sich nur Wendelinien,
daher ist nach 5.2(2) die Proportionalititsbedingung in diesen Punkten

gewichte sind dann m

far n, = 2,3,4 und « erfallbar. Die Proportionalitidtsbedingung
fir die Finffachpunkte ist

2/nw + 3/nr + 2/m(5) - 3,

woraus sich die proportionalen Gewichte in der Tabelle ergeben. Formal
sind das Zusammensetzungen proportionaler Gewichte der beiden Konfigu-

rationen, allerdings mit verdndertem m,,-

nw nF m(‘0) l:n(S)
2 2 @ 4
2 3 © 2
2 © © 1
3 9 3 i
4 2 2 2
4 6 2 1
© 3 1 1

Dazu passende Uberlagerungen sind in einigen Fillen leicht explizit
anzugeben: Far n, - 2, n = kann man einfach die doppelte Uber-
lagerung nehmen, die in den 12 Wendelinien verzweigt ist. Analog ist
far n =, n =3 die dreiblattrige Uberlagerung mit den 9 Flucht-
linien als Verzweigungsort eine passende Uberlagerung. Diese offenen
Ballquotienten haben dann die Eulercharakteristiken 24 bzw. 36. Das
Kompositum dieser Uberlagerungen paft zu den Gewichten n, = 2, n, = 3.
G. Die G,.,-Konfiguration. Das Kriterium 5.2(8) 1aRt sich auch fir
diese Konfiguration anwenden: Es kann nur isobare Gewichte geben, und

die einzige Méglichkeit ist

Es gibt nur eine nicht-abelsche passende Uberlagerung; die Euler-
charakteristik ist sehr groR.
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#(3) Liste der hyperbolischen Gewichte

o B T M co/N Iyp

(23) 2 -4 - 4 45/8 nab
5 5 - 1 39/5 ab

(24) 2 —4 w - 75/4 nab
3 © 3 - 100/3 KU

4 8 2 - 297/8 nab

© 2 1 - 24 ab

(25) 2 - © - 3 KU
3 - 3 - 16/3 KU
4 - 2 - 21/4 nab

(26) 2,2 - © 4 33/2 nab
2,3 - o 2 18 ab

2, - © 1 12 ab

3,9 - 3 1 52/3 ab

4,2 - 2 2 21 ab

4,6 - 2 1 18 ab

«,3 - 1 1 12 ab

(27) 2 =4 © 4 120 nab

Abkirzungen in der letzten Spalte:
KU Kummer-Uberlagerung
ab sonstige abelsche Uberlagerung
nab nicht-abelsche Uberlagerung
(siehe Anhang C.6)

H. Hoherdimensionale Spiegelungsgruppen: Wie wir bereits im Abschnitt

2.4,W erwdhnt haben, erhalten wir durch Schneiden einer passenden An-

zahl von Spiegelungshyperebenen einer héherdimensionalen unitidren

Spiegelungsgruppe wieder Geradenkonfigurationen im Pz(c).

Proportionale Gewichte haben wir nur fir die reell-simplizialen Konfi-

gurationen A2(13) - A3(12) U lm (erweiterte Oktaeder-Wirfel-Konfigura-

tion, 2.2,I) und A3(10) - A1(9) U 2 (erweiterte Oktaeder-Konfigura-

tion, 2.2,G) gefunden (siehe Absiatze I und J). Die dbrigen untersuch-

ten Konfigurationen zu héherdimensionalen Spiegelungsgruppen kénnen



216 5. Gewichtete Geradenkonfigurationen

nicht proportional gewichtet werden. Zum Beispiel kann man die Konfi-
guration A;(19) und A3(19) in der GRUNBAUM-Liste aus der WEYL-Gruppe
zu Eg (Nr. 37 der SHEPHARD-TODD-Klassifikation) gewinnen. In beiden
Fillen ist die Matrix R aus 5.1(8) positiv semidefinit mit eindimen-
sionalem Kern. Fir A1(19) gilt aber xi/xj > 4 fir zwei Komponenten
eines Basisvektors; es kann also keine zugehérigen Geradengewichte
geben. Im zweiten Fall findet man sogar Geradengewichte, aber die

Punktbedingungen sind nicht erfillbar.

A1(19)

I. Proportionale Gewichte fiir die Konfiguratio A2(13): Die nach der
Vorschrift in 5.1(8) aufgestellte Matrix R hat einen zweidimensiona-
len Kern, der von den Vektoren
u=-(1,1,1,1,1,1,1,1,10, 0, 0, 0)
v=-(2,-2,-2,-2,-2,~-2, 0, 0, 0, 3, 3, 3, 3)
aufgespannt wird. Die ersten sechs Komponenten entsprechen den Geraden
vom Typ A in der Zeichnung, die folgenden drei denen vom Typ B, die
letzten vier bilden Typ C. Entsprechend erhalten wir singulare
Schnittpunkte der Typen D, E und F.
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A
A
C A C
B B T
A g 1
xKr
F
B 3 3
C D F
A D D
X
A
c

Daher miissen proportionale Gewichte jeweils fiir alle Geraden bzw.
Punkte desselben Typs Ubereinstimmen. Sidmtliche Proportionalitits-

bedingungen sind genau in den folgenden Fallen erfullt:

n, ng n. mp mp  mp c2/N
2 6 2 -4 3 6 21/4
2 © 4 -4 2 2 21/4
6 -6 2 4 1 2 21/4
3 =3 © © 1 1 3

Nach 5.1(12) sind diese Gewichtungen hyperbolisch; passende Uberla-
gerungen sind also Ballquotienten. Im letzten Fall kénnen wir einfach
die dreiblattrige Uberlagerung nehmen, die sich durch Adjunktion der
dritten Wurzel aus 1A-1§‘ ergibt, wobei 1A und lB Gleichungen
far die Vereinigung der Geraden vom Typ A bzw. B sind. Das zweite
Beispiel wurde von Bruce HUNT gefunden [1986: Lemma 4.6.5].
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J. Proportionale Gewichte fir AZ(IO): Auch in diesem Fall hat der Kern

der Matrix R die Dimension 2. Wir erhalten jetzt 4 Typen von Geraden
und auch 4 Typen von Schnittpunkten (s. Zeichnung; die unendlich ferne
Gerade ist die einzige Gerade vom Typ D, die auf ihr liegenden Tripel-

punkte bilden den Typ H).

B
A G

X K

C s
>X

B ——

C C >

A g A D

Der Kern der Matrix R wird von den Vektoren u = (1,1,1,0) wund
v = (2,0,3,3) aufgespannt, dessen Komponenten den Typen A,B,C,D
entsprechen. Daraus kénnen wir leicht folgern, daB ngp gleich 1

und daher n, gleich unendlich sein muB; wir erhalten so die

A
proportionalen Gewichte

ny, D0y D Wy, mp  Bp W my c /N
o 2 -4 &4 -4 1 4 2 21/16
w 3 -6 2 o 1 3 3 3/2

Auch diese Gewichte sind nach 5.1,I hyperbolisch: Mit a; = 5/6 fur
die Geraden vom Typ A und a; = 1/2 fir die unendlich ferne Gerade D
wird der Divisor Q° in der Form 5.1(11) in beiden Fallen effektiv.



Anhang A
Algebraische Flachen

A.1 TINVARIANTEN UND KILASSIFIKATION

In diesem Anhang stellen wir zunichst einige fundamentale Aussagen tber
algebraische Flichen und ihre Invarianten zusammen. Danach diskutieren
wir die Grundbegriffe der ENRIQUES-KODAIRA-Klassifikation und beschrei-
ben die einzelnen Klassen der Flichen vom speziellen Typ. Abschliefend
gehen wir noch auf einige Klassifikations- und Minimalititskriterien

ein und diskutieren, welche Flichen mit c% = 3c2 auftreten kénnen.

Fir eine ausfihrliche Diskussion verweisen wir auf die Literatur, ins-
besondere auf den Ergebnisse-Band "Compact Complex Surfaces" von W.
BARTH, Chr. PETERS und A. VAN DE VEN [B-P-VdV] sowie auf die einschli-
gigen Abschnitte in den Lehrbichern lber algebraische Geometrie. Einige

weitere Hinweise finden sich in Absatz H.

A. Kanonische Divisoren und holomorphe Abbildungen: Auf einer alge-

braischen Flache Y gibt es stets nicht-triviale globale meromorphe
Schnitte in dem kanonischen Geradenbiindel KY T- AZT*Y , d.h. mero-
morphe 2-Formen: Sind etwa fl’ f2 algebraisch unabhiangige meromorphe
Funktionen auf Y, so kann man w = dflAdf2 widhlen. Der zu einer sol-
chen 2-Form ® gehérige Divisor (w) heift ein kanonischer Divisor.
Je zwel derartige 2-Formen kénnen durch Multiplikation mit einer globa-
len meromorphen Funktion f ineinander Gberfihrt werden; daher unter-
scheiden sich die zugehbfigen Divisoren genau um den Hauptdivisor (f),
d.h. sie sind linear &quivalent und reprisentieren somit in der Diviso-
renklassengruppe Pic(Y) (PICARD-Gruppe) dieselbe Klasse KY der kano-

nischen Divisoren. Wie UGblich bezeichnen wir auch oft einen beliebigen
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Reprisentanten dieser Klasse als kanonischen Divisor K = KY.

Ist nun ¢: Z » Y eine surjektive holomorphe Abbildung und w eine
nichttriviale meromorphe 2-Form auf Y, so erhalten wir durch Anheben
eine entsprechende Form w*w auf Z. Fir die zugehérigen Divisoren

(-klassen) gilt dann offenbar

o (1) K, - w*KY *3,,

wobei J¢ den folgenden Divisor auf Z bezeichnet: Zu jedem lokalen
komplexen Koordinatensystem (u,v) auf Y betrachten wir die lokale
holomorphe 2-Form i¢= ¢*(duAdv) und den zugehérigen Nullstellendivi-
sor (:¢). Diese lokalen Divisoren fugen sich zu dem globalen holomor-
phen Divisor Jw auf Z zusammen. Hat ¢ 1in diesen lokalen Koordi-
naten die Komponentendarstellung ¢ = (f,g), d.h. gilt £ = uoe und
g ~voyp, so erhalten wir : = dfadg. Da somit J¢ in diesen lokalen
Koordinaten durch die JACOBIsche Determinante der Abbildung ¢ als
Ortsfunktion gegeben ist, nennen wir J¢ auch den JACOBI-Divisor.

B. Schnittzahl und Anheben von Divisoren: Die Definition der Schnitt-
zahl von zwei verschiedenen irreduziblen Kurven auf einer Fliche (als
Summe der Vielfachheiten der Schnittpunkte) 14Rt sich sofort auf Divi-
soren ohne gemeinsame Komponenten tibertragen. Fir eine befriedigende
Theorie, die auch Selbstschnittzahlen mit einschlieBt, ist die (ko-)
homologische Beschreibung
Dy:D, = <c;(Dy} Ucy{D,},[Y]>

der Schnittzahl zweier Divisoren mit dem Cup-Produkt der CHERN-Klassen
der zugehérigen Geradenbiindel brauchbarer. Ist Z eine weitere Fliche
und ¢ : Z -+ Y eine surjektive holomorphe Abbildung, so gilt beim An-
heben die Formel

c (™) = ¢;(@* (D) = p¥c (D).
fir die CHERN-Klassen. Zusammen mit der Relation

9.[2) = (grad ¢)-[Y]

far die Fundamentalklassen der Flichen folgt daraus das Ergebnis

*(2) (‘p*Dl) . (‘P*Dz) -~ (grad ®)- (Dl.DZ)
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Die Schnittzahl zweier Divisoren multipliziert sich beim Anheben mit
dem Abbildungsgrad (vgl. etwa [B-P-VaV: IT1.10 (iii), p.67] oder [Gri-
Har: 4.1, p.470]).

—

C. Topologische Invarianten algebraischer Flichen: Die fir uns wichtig-

sten numerischen Invarianten einer algebraischen Flache Y sind ihre
CHERNschen Zahlen

c% J- <c1LJc1,[Y]> und cy 1= <c2(Y),[Y]>,

wobei ¢y = ck(Y) i- ck(TY) die k-te CHERNsche Klasse des Tangential -
bindels TY in H2k(Y;Z) (far k ~ 1, 2) bezeichnet. Aus der Relation

*. *
€1 (TY) = —e1 (T*Y) = —c; (A2T*Y) = —¢, (k)
folgt die Interpretation von c% als Selbstschnittzahl K2 eines ka-
nonischen Divisors. Die CHERNsche Zahl ¢, kann mit der topologischen

EULER-POINCARE-Charakteristik (EULER-Zahl) e identifiziert werden
(vgl. [Hir: I, 4.10-11, p. 70-72]).

Daneben spielen in der Theorie der algebraischen (oder allgemeiner der
kompakten komplexen) Flichen noch weitere numerische Invarianten analy-
tischer oder topologischer Natur eine wichtige Rolle. Topologisch ist
die Fliche eine kompakte orientierte vierdimensionale Mannigfaltigkeit;
an topologischen Invarianten erwahnen wir die BETTI-Zahlen

bi - dimRHi(Y,R)

i .
(mit by = b, =1, b, = b3, und e = Yy(-1) by =2 - 2b1 + b, ), die
Zerlegung
+ -—
b2 - b2 + b2

der mittleren Bettizahl in die Anzahl b; bzw. b; der positiven
bzw. negativen Eigenwerte der Schnittform auf der mittleren Homologie

HZ(Y,R) (oder auch der Cup-Produktform auf Hz(Y,R)) und die Signatur
sign(¥Y) = bj - b,

dieser Form. Nach dem Signatursatz (vgl. HIRZEBRUCH [Hir: 11,8.2.2,

pP. 86]) gilt die Relation

(3) sign(Y) = %—-(cf = 2¢,)(Y).
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Daraus folgt unmittelbar die Gleichheit
e = 3-sign(¥) + 2-e(V),
so daR also beide CHERNsche Zahlen topologische Invarianten sind.

D. Analytische Invarianten: An analytischen Invarianten nemnen wir

zunichst die Dimensionen der analytischen Kohomologievektorrdume
WP 9(Y) = hU@P) := dimghd(Y,a) (p,q = 0,1,2)

mit Werten in den Garben der holomorphen Formen auf Y (HODGE-Zahlen).
Nach der SERRE-KODAIRA-Dualitat gilt die Relation

hP:9 - K2-P,2-q
Die alternierende Summe
o(4) X = x(0y) = T (-DIn©0y) (= T(-1%-n"Y

heift die holomorphe EULER-POINCARE-Charakteristik bzgl. der Struktur-
garbe (x-Geschlecht). (In der Literatur - z.B. in [Gri-Har] - wird das
Symbol x auch haufig fir die topologische EULER-Charakteristik e =

<, benutzt.) Mit der Dualitit ho’2 = h2’0 und den klassischen Be-
zeichnungen

q = ho'1 (Irregularitat),

pg - n%:0 (geometrisches Geschlecht)

erhalten wir die ubliche Darstellung

*(5) X = 1-q+p,.

Ist Y eine algebraische Fliache (oder auch allgemeiner eine kompakte
komplexe Flache mit KAHLERscher Metrik), so gelten nach der HODGE-Theo-

rie die Identitidten

hp’q - hqrp,

so daR wir mit gp T hp,O (Dimension des Vektorraums der globalen

holomorphen p -Formen) auch
x = 1-3g +5g
schreiben kénnen.

Zwischen den analytischen und topologischen Invarianten einer Fliche
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bestehen enge Beziehungen. Ist Y algebraisch (oder auch allgemeiner
KAHLERsch), so gelten die Relationen

»i-
b, = ) nP- 7P,

bt =2p +1,
2 pg

T = 1,1_
b2 =h 1,

und daraus folgt sofort

sign(Y) = Z(—l)q-hp'q (HODGEscher Signatursatz).

Mit e = Z(—l)p+q-hp’q ergibt sich daraus die Formel
x = (e + sign)/4

- somit ist auch x eine topologische Invariante -, und aus dem Sig-

natursatz in der Form (3) erhalten wir die Darstellung
*(6) x = (e +¢))/12  (NOETHERsche Formel).

Die NOETHERsche Formel ist ein Spezialfall des Satzes von RIEMANN-ROCH
fur algebraische Mannigfaltigkeiten (vgl. [Hir: IV,20.7, p.154]); sie
gilt jedoch - ebenso wie der HODGEsche Signatursatz - allgemeiner far
glatte kompakte komplexe Flichen (sogar im nicht-KAHLERschen Fall, vgl.
[B-P-VdV: I,(5.4),(4),p. 20]; fir einen Beweis im algebraischen Fall
siehe etwa [Gri-Har: 4.6, pp.600-626], fur die klassische Formulierung
[Hir: IV,20.7,(19),p.154]). In der Literatur werden in diesem Zusam-
menhang auch hiufig der Begriff ,arithmetisches Geschlecht" sowie die
Bezeichnung P, gebraucht, und zwar sowohl in der klassischen Bedeu-
tung p, = g, — & (= pg - q, womit sich die urspringliche Defi-
nition der Irregularitéat als Abweichung q = pg - P, ergibt), als

auch im Sinne der holomorphen Charakteristik x.

E. Aufblasen von Punkten, Ausnahmekurven und Kontraktion: Beim ,Aufbla-

sen" (o-Prozess, lokale quadratische Transformation, Dilatation) einer
(glatten) komplexen Fliche Y in einem Punkt p wird der Punkt durch
die rationale Rurve Ep - P(TPY) der komplifen Tangentenrichtungen
ersetzt. Dadurch entsteht eine neue Flache Y mit einer holomorphen

Abbildung o: ¥ + ¥, die einen Isomorphismus \AI\ Ep -+ Y\ {p) induziert.
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Ist p das Zentrum eines lokalen komplexen Koordinatensystems (x,y)
in einer Umgebung U, so wird a_l(U) von zwei Karten U’ ,U" mit
Koordinaten (z,y) bzw. (w,x) und Kartenwechsel w = 1/z, x = zy
dberdeckt, in denen ¢ durch (z,y) > (zy,y) bzw. durch (w,x)- (x,wx)
gegeben ist; es gilt also z = x/y bzw. w = y/x. Die Kurve Ep wird
dann durch (y=0) bzw. (x=0) beschrieben; sie hat in Y die Selbst-
schnittzahl -1.

Umgekehrt besagt das Kontraktionskriterium von CASTELNUOVO-ENRIQUES
far algebraische Flachen (siehe etwa [Gri-Har: Ch. 4.1, p. 476]): Eine
rationale Ausnahmekurve E (der ersten Art) in einer glatten Fliache 2Z
(d.h. eine glatte rationale Kurve mit Selbstschnittzahl E2 = -1, auch
kurz rationale (-1)-Kurve genannt) kann zu einem (glatten) Punkt p in
einer glatten Fliche Z kontrahiert werden. (Dieses Kriterium wurde
von H. GRAUERT [1962] auf den analytischen Fall tbertragen, vgl.
[B-P-VdV: II1.4, p.78].)
Ist C eine reduzierte Kurve durch den Punkt p € Y, so besteht die
(reduzierte) Urbildkurve a_l(C) aus der (~1)-Kurve E = Ep und aus
der ,strikten Transformierten" C', d.h. dem topologischen Abschluf von
a_l(C\(p)), die wieder eine reduzierte Kurve ist. Die Betrachtung in
lokalen Koordinaten zeigt sofort, daf die Vielfachheit m = mp(C) des
Punktes p in C auch die Vielfachheit der Kurve E in dem nach ¥
angehobenen Divisor a*c (ntotale Transformierte") ist, d.h. es gilt
a*C = C' + mE; weiter folgt, daR m auch die Schnittzahl der (redu-
zierten) Kurven €' wund E ist. Damit erhalten wir die Darstellung

o*c = ¢’ +mE = G’ + (C’'-E)E,
die zu der Schnittzahl-Relation

(6¥C)-E =0

dquivalent ist. Diese Aussage konnen wir so interpretieren:

Die Aufblase-Abbildung o: ¥+ Y induziert eine (beziglich des
Schnittproduktes) isometrische Einbettung

o : Pic(Y) + Pic(Y),

deren Bild das orthogonale Komplement des von E erzeugten freien Sum-
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manden ist. Die zugehdrige orthogonale Projektion von Pic(¥) auf
a*Pic(Y) ist durch

D » D+ (D-E)E
gegeben. Betrachten wir die kanonischen Divisoren K wvon Y bazw. K
von Q, so gilt nach. (1) die Relation

R=d"k+E;

aus der Adjunktionsformel folgt

R-E = E-E=-1,
und wir erhalten somit die Darstellung

o = R-E = R+ (RE)E

(als Bild von R unter der orthogonalen Projektion).

Beim Aufblasen verhalten sich die oben erwdhnten topologischen und ana-
lytischen Invarianten der Fliche Y wie folgt: die Werte von e = €y
b2, b; , hl'l sindin ¢ w 1 grofer, die von c% - k2

um 1 kleiner, die tibrigen bleiben unverindert.

und sign

GRUNDBEGRIFFE DER KLASSIFIKATION DER ALGEBRAISCHEN FLACHEN
(NACH ENRIQUES-KODAIRA)

Das Ziel der Grobklassifikation der algebraischen (und allgemeiner der
kompakten komplexen) Flichen ist eine sinnvolle Klasseneinteilung nach
Strukturmerkmalen und eine Charakterisierung durch numerische Invarian-
ten. Dabei wird nicht zwischen Fliachen unterschieden, die birational
(oder bimeromorph) &quivalent sind, d.h. die durch (ggf. iterierte) bi-
rationale Transformationen (also Aufblasen von Punkten oder Kontraktion
von rationalen (-1)-Kurven) ineinander dberfihrt werden kénnen. Durch
sukzessive Kontraktion kann eine gegebene Fliache Y in eine minimale
Flache Yo (d.h. ohne (-1)-Kurven) transformiert werden; daher wird
far die Klassifikation im allgemeinen vorausgesetzt, daR die betrachte-

ten Flachen minimal sind.

F. Plurigeschlechter, plurikanonische Abbildungen und kanonische Dimen-

sion: Neben den oben bereits erwdhnten topologischen und analytischen

Invarianten betrachtet man die Plurigeschlechter, d.h. die Dimensionen
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. : 0 @m
Pm(Y) := dim H (Y,KY )

der Vektorriume der globalen holomorphen 2-Formen vom Gewicht m (mit
m=1), und die kanonische Dimension (KODAIRA-Dimension) «, die wie
folgt definiert ist:

{ — o, falls Pm(Y) =0 far alle m=1 gilt,
K =

max{dim & (¥); P_(Y) > 0) anderenfalls.

®uk
Dabei ist ¢mK far Py = N > 0 die m-te plurikanonische Abbildung
Y *:PN—I , die durch die Zuordnung =z - (sl(z):...:sN(z)) auf der
offenen Menge Y := Y\ (sl(z)-...—sN(z)-O} definiert ist, wobei
(Sl""’sN) eine beliebige Basis des Vektorraumes HO(Y,KYQm) ist.

Far « =2 0 gilt die Charakterisierung

0 = max Pm(Y) -1 ;
KX =
k>0 = a-nf< Pm(Y) < ﬂ-mk fir geeignete Konstanten

0<a<pg und m >0

(vgl. [B-P-VdV: I.(7.2),S.23], fiar den Beweis siehe [Ueno: 8.1, p.86]).
Die Plurigeschlechter und die kanonische Dimension sind beim Aufblasen

invariant.

G. Die D-Dimension: Die Konstruktion, die wir eben fir den kanonischen
Divisor KY (bzw. das kanonische Bindel KY) diskutiert haben, kann
véllig analog fir einen beliebigen Divisor D (bzw. fur ein Geraden-
bindel) durchgefiihrt werden: Man betrachtet fir jedes m > 1 den Vek-
torraum HO(Y,(mD)) der globalen holomorphen Schnitte des zum Divisor
(>,

m-D gehdérigen Geradenbindels Wenn die Dimension

P (¥) := dim HO(Y, (mD))

dieses Vektorraums den Wert N > 0 hat, wird durch die Wahl einer be-
liebigen Basis (s;,...,sy) eine holomorphe Abbildung

QmD Y »iPN, z -+ (sl(z):...:sN(z))
auf ? =Y\ (sl-...-sN-O) gegeben. Die D-Dimension x(Y,D) wird

_dann in Analogie zur kanonischen Dimension folgendermafen definiert:
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(1.D) —o, falls PmD(Y) =0 fir alle m=>1 gilt;
1 N (= °
max{dim QmD(Y); PmD(Y)>O) anderenfalls.

Insbesondere gilt also «x(Y) = n(Y,KY).

Fir die Anwendung auf die Berechnung der kanonischen Dimension bei
Uberlagerungen spielt.die Invarianz beim Anheben eine wesentliche
Rolle: Ist ¢@: Z + Y eine endliche holomorphe Abbildung, so gilt mit

dem nach Z angehobenen Divisor die Gleichheit
«(Z,#"D) = x(Y,D)

(siehe [Ii: Lemma 10.3, p. 304]). - Die Theorie kann auch auf Diviso-
ren mit rationalen Koeffizienten Gbertragen werden, denn durch Multi-
plikation mit dem Hauptnenner erhalten wir wieder einen ganzzahligen

Divisor, und damit kann x(Y,D) auch in diesem Fall definiert werden.

Insbesondere gilt somit
(7 k(X) = k(5,Q),

wenn X »+ S eine GALOIS-Uberlagerung und Q ein rationaler Divisor

auf S 1ist, der beim Anheben den kanonischen Divisor Ky ergibt.

H. Fldichen vom allgemeinen und vom spezlellen Typ: Die Flachen mit

k = 2 heiflen vom allgemeinen Typ, die mit x = —o, 0, 1 vom speziel-
len Typ. Die Flichen vom allgemeinen Typ bilden eine der Klassen der
ENRIQUES-KODAIRA-Klassifikation. Die Flachen vom speziellen Typ werden
Gber die verschiedenen Werte von x hinaus noch genauer eingeordnet.
Wir beschreiben nun kurz die einzelnen Klassen, soweit sie algebraische
Flichen enthalten. Fir genauere Details und fir eine systematische Ent-
wicklung und Darstellung der Klassifikationstheorie verweisen wir auf
die Literatur; wir erwiAhnen [Gri-Har: Ch. 4.5}, die Monographien von
BEAUVILLE [Beau], KURKE [Kur] und das SAFAREVIC-Seminar [Sem$] fur den
algebraischen Fall sowie [B-P-VdV: Ch. VI] und den Bericht von BOMBIERI
und HUSEﬁOLLER {1975}, wo auch nicht-algebraische Flachen beriicksich-
tigt sind. KODAIRAs Originalarbeiten zur Klassifikation aus den Jahren
1960 bis 1968 sind in Band III1 seiner gesammelten Werke [Kod III] zu
finden.
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I. Rationale Flichen: Die minimalen Fliachen in dieser Klasse sind die
Ebene IPZ(C) und die rationalen Regelflichen Zn (HIRZEBRUCHsche Z-
Fliachen, mit n> 0 und n » 1). Die Fliche En (die auch haufig mit
Fh bezeichnet wird) ist der Totalraum des Pl -Bindels uUber IPl, das

durch die Verheftung

(€ xBp) U, (CxPp), @(z,£) = (1/z,t/2")

fair z» 0 und t GIPI = € U {»} entsteht. Die Berechnung der Selbst-
schnittzahlen des Nullschnittes S0 (t = 0) , des unendlich fernen
Schnittes Se (t = ») und einer beliebigen Faser F (z = konst.)
ergibt die Werte

SO'SO = n, 5,5, = —m, F-F = 0.
Mit der Adjunktionsformel folgt daraus sofort F-mK = —-2m; also hat
z, keinen effektiven m-kanonischen Divisor, und daher gilt x = —w,
Offenbar ist 20 die Produktfliche 'Pl XiPl . Die Fliche 21 ist
nicht minimal, da S, eine (-1)-Kurve ist; nach deren Kontraktion
erhalten wir die Ebene P,. In der folgenden Liste sind einige nume-

rische Invarianten zusammengestellt:

2
x b1 b2 c] ¢y q pg
r -0 3 0
z - 4 0

J. Irrationale Regelflidchen: Die (minimalen) Flidchen in dieser Klasse
sind die iPl-Bﬁndel dber einer glatten Kurve B vom Geschlecht g 2 1.
Triviale Beispiele sind die Produktflichen B X B, . Man kann zeigen,
daR jede Regelflache durch endlich viele elementare Transformationen,
d.h. Aufblasen von Punkten und anschliefende Kontraktion der strikten
Transformierten der Faser durch diesen Punkt; in eine Produktfliche
dberfihrt werden kann (siehe etwa [Beau: Ch. III] oder ([Kur: 9.5,
p-193]1). Fir eine beliebige Faser F gilt wiederum F-F = 0; wie oben
folgt x = —o. Die Additivitats- und Multiplikativititseigenschaften
der topologischen EULER-PQOINCARE-Charakteristik liefern den Wert

e=cy - 2-e(B) = 2(2-2g) = 4(1-g).
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Da jede globale holomorphe 1-Form von B kommt, gilt ht-0

p. =P, =0 folgt x = l-g und somit c2 = 8(1-g) mnach der NOETHER-
g 1 1

= g; mit

schen Formel (6). Wir erhalten also folgende Liste von Invarianten:

k=—=, by =25 by=2, cf=8(1-g), c,=4(lg), =g Ppg= 0O
K. K3-Flichen: Eine (nicht notwendig algebraische) Fliche Y mit
b1 = 0 und trivialem kanonischen Biindel KY heift K3-Fliche (zum
Namen siehe [B-P-VdV: p. 288]). Algebraische Beispiele sind u.a. die
glatten Hyperfliachen vierten Grades (Quartiken) in Py und die glat-
ten vollstidndigen Durchschnitte vom Typ (2,3) in P, bzw. vom Typ
(2,2,2) in IPS ; weitere (nicht notwendig algebraische) Beispiele sind
die KUMMER-Fliachen von komplexen Tori: Die Involution ¢: z -+ -z auf
einem zweidimensionalen komplexen Torus T = CZ/F hat genau 16 iso-
lierte Fixpunkte, nidmlich die Zweiteilungspunkte. Durch Aufblasen in
diesen Punkten erhalten wir eine Fliche T mit der Involution ¢ , die
jetzt genau die (~1)-Kurven E; punktweise fest 14Rt. Der Quotient
f,/: nach dieser Involution ist glatt und heift die KUMMER-Fliache zu
T ; die Bildkurven der Ei sind 16 rationale (-2)-Kurven (vgl.
{B-P-vdV: V.16,p.170,171]).

Je zwei K3-Fliachen kénnen durch Deformation ineinander uberfihrt werden
und sind somit diffeomorph (vgl. [B-P-VdV: VII1.8, Remark, p. 257}). Da
KY trivial ist, gilt das auch fur alle Kgm, und somit erhalten wir

yg - Pm =1 far alle m 2> 1; alle Abbildungen & K bilden Y auf
einen Punkt ab, und daher ergibt sich «=0. Aus b1= 0 folgt q=0
und somit x = 2 ; weiter gilt ¢, = —cl(KY) =0, also c% =0, und

somit cy = 24 nach der NOETHERschen Formel. Wir erhalten so die Liste

-22, 2 =0,

k=0, b, =0, b c] =24, q=0, p_ = 1.

1 2 €2 g

L. ENRIQUES-Flichen: Eine Fliche Y mit by = 0, fir die das bi-
kanonische Bindel KY@2 trivial, aber KY nicht-trivial ist, heifit
ENRIQUES-Flache. Explizite Beispiele werden etwa in [Beau: VIII.18,19;
p.135-137], [B-P-VdV: V.23,p.184-186], [Gri-Har: 4.4, p. 541-544] kon-
struiert. Jede ENRIQUES-Fliache ist Quotient einer K3-Flidche nach einer

fixpunktfreien Involution.
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Aus der Voraussetzung folgt Py = Por-1 = 0 und P, =1 far alle
k > 1, also wie eben &k = 0, weiter q = 0 wund somit xy = 1 sowie

c% =0 und €y = 12. Wir erhalten so die Liste

=10, ¢ =0,

k=0, b, =0, b cf -12, q=0, p_ =0.

1 2 2 g

M. Komplexe Tori: Diese (nicht notwendig algebraischen) Flichen CZ/P
sind alle zum reellen vierdimensionalen Torus (R/Z)l" diffeomorph (und
sogar reell-analytisch isomorph); daher gilt b1-4, b2=6und e=0.
Offenbar induziert dzlAdz2 eine globale holomorphe 2-Form ohne Null-
stelle, und damit ist das kanonische Bindel trivial. Tori, die (projek-

tiv-) algebraisch sind, heiRen abelsche Flidchen; Beispiele dafir sind

die Produktflichen ¢, x G zweier elliptischer Kurven. Die Liste der
Invarianten ist
2 = -
x =0, b1 =4, b2 -6, c] = o, ¢y = 0, q 2, pg 1.

N. Hyperelliptische Fldchen: Diese Flichen sind Quotienten (C1XC2)/G
von abelschen Produktflichen nach einer endlichen Gruppe G, die auf
C1 frei als Untergruppe der Translationsgruppe operiert, wdhrend die
Operation auf ¢, effektiv, aber nicht frei ist. (In [Beau: VI.19,
p. 112/113] heiRen diese Flichen bielliptisch.) Dabei koénnen nur zykli-
sche Gruppen G =Z/k mit k = 2,3,4,6 oder Produkte G = Z/k X2Z/1
mit (k,1) = (2,2), (4,2), (3,3) auftreten; es folgt, daR stets das
12-kanonische Bindel X®12 trivial ist. Daher gilt c% = 0, wund aus
e(Ci) = 0 folgt auch e = c, = 0 und somit x = 0. Das Bindel K
ist dagegen nicht-trivial; folglich gilt P = 0 wund somit q = 1.
Damit erhalten wir noch b1 =2 und b2 = 2, also insgesamt die

Liste

¢y = 0, q=1, pg = 0.

0. Eigentliche elliptische Flichen: Eine (nicht notwendig algebraische)
Flache Y mit einer elliptischen Faserung (d.h. einer holomorphen Ab-
bildung f£: Y » B auf eine Kurve, bei der fast alle Fasern F :=- f”l(b)
elliptische Kurven sind), heift elliptische Fliche; sie heift relativ

minimal, wenn keine Faser eine (-1)-Kurve als Komponente enthilt. So-
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fern Y zu keiner der bisher beschriebenen Klassen gehdrt, nennen wir
Y eine eigentlich (oder echt) elliptische Fliche. Die einfachsten Bei-
spiele sind die Produktfliachen BXF mit Basiskurve B vom Geschlecht
g 2 2 und elliptischer Faser F. Wihrend in diesem Fall alle Fasern
isomorph sind, indert sich im allgemeinen die komplexe Struktur von Fa-
ser zu Faser; auﬁerdeﬁ konnen singuldre (auch mehrfache) Fasern auftre-

ten (siehe dazu etwa [B-P-Vdv: V.7-10,pp.150-158}).
Aus den topologischen Eigenschaften der EULER-Zahl ergibt sich
e=cy,= Ze(Fi) > 0,

wobei Fi die singulidren Fasern bezeichnet. Nach der Formel fiir das
kanonische Bandel KY einer relativ minimalen elliptischen Fliche
(vgl. [B-P-VdV: V.(12.1),p.161]) gibt es einen kanonischen Divisor der
Form KY - f*(D), wobei D ein Divisor auf der Basiskurve (mit ratio-

nalen Koeffizienten) ist. Daraus folgt K% = c% =0 sowie Kk < 1.

P. Der Klassifikationssatz: Jede minimale algebraische Fliche gehért

zu genau einer der Klassen in der folgenden Tabelle (und hat somit die

angegebenen numerischen Invarianten):

Klasse K bl b2 c% c, q pg X m
projektive Ebene — 0 1 9 3 0 0 1
rationale

Regelflachen z, - 0o 2 8 4 6 0 1
irrationale

Regelfliachen (g=1) ~ 2g 2 8(1l-g) 4(1-g) g O 1l-g

K3-Flachen 0 0 22 0 24 0o 1 2 1
ENRIQUES-Flachen 0 o 10 ] 12 0o o 1 2
abelsche Fliachen 0 4 6 0 0 2 1 0 1
hyperelliptische

Flachen 0 2 2 0 0 1 0 0 12
eigentliche minimale

elliptische Flichen 1 0 20 >0

minimale Flichen vom
allgemeinen Typ 2 >0 >0 >0
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In der letzten Spalte ist fir «=0 angegeben, welche Potenz m des
kanonischen Bindels auf jeden Fall trivial wird. Fir den Beweis des

Klassifikationssatzes verweisen wir auf [B-P-VdV: VI.3,pp.192-194].

Q. Einige Rlassifikationskriterien: Wir zitieren einige Kriterien zur

Einordnung von algebraischen Fliachen in die Klassifikation. Fir weitere

Einzelheiten und fiir Beweise verweisen wir auf die angegebene Literatur.

(a) Das Rationalititskriterium von CASTELNUOVO-ENRIQUES: Eine Fliache
mit q = P2 = 0 1ist rational (siehe etwa [B-P-VdV: VI (2.1), p. 190]
oder [Gri-Ha: pp. 536-541]). - Wie uns das Beispiel der ENRIQUES-Flai-
chen (mit q = pg =0 und P, = 1) zeigt, kann die Bedingung P, - 0

nicht durch pg = 0 ersetzt werden.

(b) Kriterien fir irrationale Regelfléchen: Eine minimale Fliache ist
eine Regelfliche mit Basiskurve vom Geschlecht g > 2, wenn eine der

folgenden Bedingungen erfidllt ist:

i) e < 0 (Kriterium von CASTELNUOVO-DE FRANCHIS);
11) K2 <0;
iii) x <0

(siehe etwa [Gri-Har: pp. 554-558, 558-563]). - Aus der Bedingung iii)
folgt natirlich sofort, daB auch i) oder ii) gilt; wegen K2 = 2e =
= 8-(1-g) gilt sogar, daf die Bedingungen adquivalent sind und die

Regelflachen ,vom allgemeinen Typ" charakterisieren.

(c) Kriterien fir rationale oder Regelfléchen: Eine minimale Flache
ist rational oder eine Regelfliache, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfullt ist:

i) P12 = 0 (Kriterium von ENRIQUES),
ii) Pm =0 fir alle m=>21 (d.h. x = - );
iii) Es gibt eine irreduzible Kurve C nmit ¢2>0 und K-C<O0

(siehe etwa [Beau: VI.17/18, p. 111-112]). - Aus der Bedingung iii)
kann sofort auf ii) geschlossen werden: Wenn namlich ein holomorpher m-

kanonischer Divisor D existiert, so hat dieser eine Darstellung als
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Summe D = E:ajcj + aC mit irreduziblen Kurven Cj # C und mit Viel-
fachheiten aj >0 und a2 0. Daraus folgt sofort mK-C =D-C2 0
im Widerspruch zu K-C < 0.

Bei diesem Argument wird die Voraussetzung, daR die Fliche minimal ist,
nicht benétigt. Als Anwendung zeigen wir weiter unten, daf jede Flache

mit x 2 0 ein eindeutig bestimmtes minimales Modell hat.

(d) Zwei Kriterien fur eigentliche elliptische Flédchen (x = 1): Eine
relativ minimale elliptisch gefaserte Fldche ist eigentlich elliptisch,

wenn eine der folgenden (nicht iquivalenten!) Bedingungen erfullt ist:

i) Fir ein m > 1 gibt es einen effektiven m-kanonischen Divisor;
ii) Die Basiskurve B ist vom allgemeinen Typ (g = 2) (siehe etwa
[B-P-VaV: V (12.5), p. 163]).

(e) Zwei Kriterien fur gllgemeinen Typ (x = 2): Eine Fliche mit
K2 >0 ist vom allgemeinen Typ, wenn eine der folgenden Bedingungen

erfillt ist:

i) Fir ein m > 1 gibt es einen effektiven m-kanonischen Divisor;

i) Es gilt K% > 9.

Nach der Klassifikation tritt K? > 0 nur bei rationalen Flichen und
bei Flichen vom allgemeinen Typ auf, aber flir rationale Flichen gilt

x = -0 und somit Pm = 0 fir alle m > 1, sowie K2 < 9.

R. Ausnahmekurven und Minimalitdtsaussagen: Fir die Einordnung einer
gegebenen Fliche in die Klassifikation ist die Minimalitat eine wichti-
ge Voraussetzung. Fir Fliachen mit einem (explizit gegebenen) holomor-
phen plurikanonischen Divisor (d.h. mit « 2= 0 ) 148t sich aus der fol-

genden Bemerkung sofort ein einfaches Minimalitatskriterium herleiten:

Ist D ein holomorpher plurikanonischer Divisor und C eine irredu-

zible Kurve mit K-C < 0, so ist C als Komponente in D enthalten.

Der Beweis ist klar, denn fir zwei verschiedene irreduzible Kurven Cl,
02 gile Cl-C2 > 0 ; wire also C nicht in D = mK enthalten, so
miRte D-C = mK-C =2 0 gelten. - Damit erhalten wir sofort:
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(f) Ein Minimalitdtskriterium fir Flichen mit « > 0: Eine Fliche mit
einem holomorphen plurikanonischen Divisor D ist genau dann minimal,
wenn D keine rationale (-1)-Kurve als Komponente enthilt. Insbeson-

dere sind Flachen mit einem trivialen plurikanonischen Divisor D = mK

= 0 sowie Fliachen mit kK2 -0 (und x = 0 ) minimal.

(g) Die Eindeutigkeit der minimalen Modelle fir Fliachen mit x > O:
Auf Flachen mit & = 0 sind rationale (-1)-Kurven disjunkt, und somit
gibt es ein eindeutig bestimmtes minimales Modell. - Wenn niamlich auf
einer Flache X zwei rationale (~1)-Kurven E #= E’ mit Schnittzahl
E-E' = m 2 1 existieren, so betrachten wir die Kontraktion o¢: X = X
von E’ und die Bildkurve E := o(E) in X. Es gelten die Relationen
KX = U*Ki + E’ und E = ¢*E — mE’, aus denen wir sofort die Schnitt-
zahlen Kg'E := -l-m < -2 und E2 = —-14m? > 0 erhalten, und daraus

folgt k = —o, wie wir oben beim Kriterium c) gesehen haben.

S. Flidchen mit c% - 3c2 : Aus der Fliachenklassifikation ergeben sich

die folgenden Strukturaussagen tber Flichen mit c% - 3c2 :

i) c% - 3c2 < 0 : Die Fliache ist eine Regelfldche mit Basiskurve
vom Geschlecht g = 1-c2/3 > 2, die in 2g-2 Punkten aufge-

blasen ist.

ii) c% - 3c2 = 0 : Die Flidche ist minimal und gehdért zu einer der

folgenden Klassen:

K = — © : Regelflédchen mit elliptischer Basiskurve (g = 1) ;

k= 0 : zweidimensionale komplexe Tori (insbesondere abel-
sche Flachen), hyperelliptische Fldchen ;

k# = 1 : echt elliptische Fldchen ohne singulidre Fasern F;
mit e(Fi) » 0, (insbesondere Produktflichen
B X F mit Basis B vom allgemeinen Typ (g = 2)
und elliptischer Faser F ).

iii) c% - 3c2 = 0 : Die Flache ist minimal und gehért zu einer der

folgenden Klassen:

Kk = — o : Projektive Ebene PZ;

xk = 2 : Ballquotientenfldchen.
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Zum Fall ii), x = 1 bemerken wir erginzend, daf nach der Klassifikation
der singuliren Fasern von elliptischen Fldchen (siehe etwa [B-P-VdV:
V.7, p. 150]) nur glatte elliptische Kurven mit Vielfachheit m; > 1

(d.h. Fasern vom Typ n Io ) als Ausnahmefasern Fi auftreten kénnen.
i

A.2 YLOGARITHMISCHE FORMEN UND INVARIANTEN

A. logarithmische CHERNsche Zahlen: Wir betrachten eine glatte kom-
pakte Varietat Y und darin einen Divisor A mit einfachen normalen
Kreuzungen (d.h. alle Komponenten A; von A sind glatt, wund alle
Schnitte sind transversal). Y kann als Kompaktifizierung der offenen
Varietat Y =Y \ A aufgefaft werden. Mit ﬂ%<A> bezeichnet man die
lokal-freie Garbe der logarithmischen 1l-Formen langs A. Als Modul
tber der Strukturgarbe Oy wird Q%<A> von den holomorphen 1-Formen
auf Y wund von den meromorphen Formen dx/x erzeugt, wobei x eine
lokale Gleichung fir eine Komponente von A ist (siehe [Ii: Chap.ll]
oder [Gri-Har: p. 449]). Die Kohomologieklassen

c (Y,A) = (-1)ici(n}(<A>)

heifen logarithmische CHERN-Klassen des Paares (Y,A); das Vorzeichen
wird in Analogie zum kompakten Fall eingefihrt, wo man ja die CHERN-
Klassen der zu 0% dualen Tangentialgarbe als CHERN-Klassen der Man-
nigfaltigkeit definiert. Produkte logarithmischer CHERN-Klassen in
Hd(YjZ) werden als ganze Zahlen aufgefaft und heiRen logarithmische
CHERN-Zahlen von (Y,A). Fir die totalen CHERN-Klassen von 0% und
ﬂ%<A> gilt

d

o(1) c(al<a>) = c(aly- ] (Lea +a2e . +ady.

Diese Gleichung ist im Kohomologiering H*(Y,Z) oder im CHOW-Ring

von Y 2zu verstehen (siehe etwa [Har: App. A]); dabei ist hier Ai
natirlich die zu dem entsprechenden Divisor gehérende CHERN-Klasse. Die
Herleitung von (1) im CHOW-Ring ist recht einfach: Wir betrachten die

exakten Sequenzen
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0 = 0y(-4ay) = oy -+ OAi - 0
0o - 1 nd 1<A> - @0 - 0
0Y nY Aj '

Oben steht die tibliche Idealgarben-Sequenz (z.B. [B-P-VdV: p. 47); die
Abbildungen in der unteren Sequenz sind die Inklusion und die Residuen-
abbildung, die der logarithmischen Form f-.-dz/z die Einschrdnkung von
f auf den Divisor (z=0) zuordnet. Die totalen CHERN-Klassen verhalten
sich multiplikativ in exakten Sequenzen (s. [Har: p. 430]), und es gilt

-1

-1 2
C(OY(—Di)) = (1-D = 14+ Di + Di +...

i)
Daraus ergeben sich fir die niedrigste bzw. die hochste CHERN-Klasse

die Beziehungen

*(2) c; = cj(Y,A) = ¢ (Y) - A,
cq ™ cd(Y,A) = e(Y) - e(A)

(vgl. [Ii:, p. 321] und IITAKA [1978: Prop. 2]); wegen der Additivi-
tatseigenschaft ist also Ed die topologische EULER-Zahl e(Y\A).

B. Die logarithmische kanonische (oder KODAIRA-) Dimension « : Die
Rolle, die in der ,absoluten" Theorie der kanonische Divisor K (bzw.
dessen Klasse in der PICARD-Gruppe) spielt, tGbernimmt in der logarith-
mischen Theorie der ,logarithmisch kanonische" Divisor K := K+A.

Im Sinne von A.1,G betrachten wir mit D := K die Plurigeschlechter
P - 0/v.n(mi .
Pm Pm(Y,A) : dimcH (Y;0(mK)) fir m=1)

sowie fir fm 2 1 die logarithmisch m-kanonische Abbildung

Qmii Y — ]PN—l

und definieren damit die logarithmische kanonische Dimension

- o, falls Fm =0 fir alle m=1;

e(3) k = x(Y,A) :=
max{dim QmR(Y)) anderenfalls

(s. [Ii: Chap. 11]). Zwischen der ,absoluten”" kanonischen Dimension «
und der logarithmischen Variante x besteht die Ungleichung &« = &
({Ii: 11.4(ii)]); 1ist also Y vom allgemeinen Typ, so ist jedes Paar
(Y,A) vom logarithmisch allgemeinen Typ.
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C. Logarithmische CHERN-Zahlen offener Flidchen: Fir die Kompaktifizie-

rung (Y,A) einer offenen Fliche Q sind also die logarithmischen

CHERN-Zahlen

o AT I¢ VI MPLEE o
cy, = c2(Y,A) = e(Y) — e(A)

sowie die logarithmische KODAIRA-Dimension x = k(Y,A) definiert. Die
Paare (Y,A) mit x = 2 heiRen vom logarithmisch allgemeinen Typ.

Die ENRIQUES-KODAIRA-Klassifikation aus A.l wurde von F. SAKAT [1980]
in die logarithmische Situation Gbertragen. Dabei wird vorausgesetzt,
da® das Paar (¥,A) minimal ist (d.h. daR es keine (-1)-Kurven E mit
E-A <1 gibt, denn solche Kurven kénnen kontrahiert werden) und da
der Divisor A semi-stabil ist, d.h. daR jede rationale Komponente A
von A den Rest A\Ai in mindestens zwei Punkten schneidet. Die Paare
vom ,logarithmisch allgemeinen Typ", also mit «(Y,A) = 2, werden durch
die Ungleichungen §2 2 2 und Ef 2 1 charakterisiert (SAKAI {-:Prop.
4.5]), wegen der Ungleichung &« > k ist natirlich hinreichend, daf Y
vom allgemeinen Typ ist. Eine andere niitzliche Charakterisierung ist:
Der Divisor K ist ,numerisch effektiv", d.h. es gilt K.C = 0 far
jede Kurve C in Y, und die Selbstschnittzahl ®K2 ist strikt posi-
tiv (vgl. SAKAI [-:2.1, 2.3, 3.1]).

Uns wird im wesentlichen der Fall interessieren, daB A aus disjunkten
glatten elliptischen Kurven A besteht. Dann ist A semi-stabil, und

fir die logarithmischen CHERNzahlen gilt

*(5) clv,m) = 2w -3 A,
cz(Y,A) = cz(Y).

D. Verallgemeinerte HURWITZ-Formeln: Die logarithmischen Formen las-
sen sich auch dazu benutzen, die Formeln fir das Verhalten der CHERN-
schen Zahlen unter verzweigten Uberlagerungen mit rein algebraischen
Methoden herzuleiten, die damit auch Gber Kérpern beliebiger Charakte-
ristik gelten. Dazu sei =x: X + S eine endliche surjektive Abbildung
zwischen nichtsinguldren Varietdten der Dimension d Gber einem alge-
braisch abgeschlossenen Kérper. Der Verzweigungsort D auf S sei ein

Divisor mit einfachen normalen Kreuzungen, bestehend aus den nichtsin-
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gul&ren Komponenten Dl""’Dk' Dann ist D = Z ﬁi mit 61 = (“*Di)zw
ebenfalls ein Divisor mit einfachen normalen Kreuzungen, und es gilt
W*Di - ni-ﬁi, wobel ng die Verzweigungsordnung entlang D, ist.

Wir setzen voraus, daR die Verzweigung zahm ist, d.h. daR alle ng
prim zur Charakteristik des Kérpers sind. Die erste Beobachtung ist,
daR in dieser Situation fir die Garben der logarithmischen Differen-
tialformen die Beziehung

o(6) n*n§<n> - n§<ﬁ>

gilt (E. VIEHWEG [1982: Lemma 1.6]. Der Beweis ist fiar die komplexen
Zahlen formuliert, l4Rt sich aber sofort auf den allgemeinen Fall Gber-
tragen. Die beiden betrachteten lokal-freien Garben stimmen nach dem
Lemma auferhalb einer Menge von Kodimension 2 und damit auch global

dberein).

Die totalen CHERN-Klassen von ﬂé<D> und von Oé genigen der Glei-
chung (1) (im CHOW-Ring von S§). Aus (1), (2) und der analogen Aussage
fir X erhdlt man sukzessive Formeln, die die CHERN-Klassen ci(X) =
(-1ic (al) durch die Pullbacks der CHERN-Klassen c,(S),..,c;(S), die
Divisoren D; und die Verzweigungsordnungen n; ausdricken. Indem
man die Produkte in Kodimension 0 auf dem Fundamentalzykel von X aus-
wertet, erhidlt man so die gewiinschten Formeln. Dabei tritt zusitzlich

der Uberlagerungsgrad N von =x auf.

In Kodimension 1 ergibt sich die bekannte Verzweigungsformel fir kano-

nische Divisoren als

o(7) e (X) + D = —r*cl(S) + x'D.

Im Flachenfall (d=2) erhalten wir in Kodimension 2 die Gleichung

o(8) cp(X) = ¢y (X)-D + §B2 +i§jﬁi'§j
* 2
= x (c,(S) — c,(S)-D 4+ ) D5 + D.-D.).
2 1 L i igj i’j

Fir die zweiten CHERN-Zahlen ergibt das (mit Hilfe von (7) und der Ad-
junktionsformel) schlieflich unsere alte Formel, wenn man jetzt die

topologische EULER-Charakteristik der Kurven als CHERNsche Zahl ¢y
interpretiert oder besser nach der Formel ¢y = 2 - 2g mit dem Ge-

schlecht g arbeitet.



Anhang B
Differentialgeometrische Methoden

B.1 BALLQUOTIENTEN UND CHERNSCHE ZAHLEN

Zur Diskussion des Proportionalitidtssatzes fir Ballquotienten und sei-
ner Umkehrung bendtigen wir einige Ergebnisse und Methoden der komple-
xen Differentialgeometrie. Als Literatur erwdhnen wir das kleine Buch

von CHERN (1967) zur Einfihrung; weiterhin verweisen wir auf die ein-
schldgigen Abschnitte in den Lehrbichern [Kob-Nom I/II] von KOBAYASHI

und NOMIZU (1963/1969), [Gri-Har: Ch. O] und WELLS (1973). Schlieflich
nennen wir noch die Ausarbeitung KOBAYASHI - HORST [1983: Abschnitt 1},
an der wir uns besonders hinsichtlich der Bezeichnungen und Konventio-

nen weitgehend orientiert haben.

A. Der komplex-zweidimensionale Einheitsball ZBZ : Wir betrachten den

komplex-zweidimensionalen (Einheits-) Ball

B, == tzec; 712+ jz,)2 <1

2

mit der Standardeinbettung in die projektive Ebene: In der affinen

Standardkarte
U0 e {2 = (zo:zlzzz) EZPZ ;ozg # 0) = Cz
der projektiven Ebene mit dem affinen Nullpunkt o := (1:0:0) wird der
Einheitsball (in homogenen Koordinaten) durch
B(Uo) 12 {Z € Uo; F(z,z) < 0} = B2
beschrieben, wobei wir mit F die indefinite HERMITEsche Form auf c3

bezeichnen, die durch

o (1) F(z,w) := —20-50 + _lei-ai - *%w.5.z
iz
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(far z = t"(zo,zl,zz) , wo=Yw ,wl,wz) ) gegeben ist; dabei bezeich-
net S die zugehérige Matrix

-100
S:= 010
[001]

Unter der induzierten (holomorphen) Operation der Gruppe

U(1,2) :=~ (A € GLy(C) ; F(Az,Aw) = F(z,w))
=~ (A € GLy(0) ; *A.-S.A = S}
der F-unitaren Abbildungen auf P, ist der Ball invariant; weiter ist

diese Operation auf ]B(UO) transitiv: Zu jedem Element z € ]B(Uo)
gibt es Vektoren ay = t(aoj,a1j ,a?_j) e ¢ nit

F(aj,z) =0 und F(aj,ak) - 8jk (j,k=1,2);

bilden wir dann mit a5 =z J-F(z,z) die Matrix A := (ao,al,az), so
gilt A € U(1,2) und A(o) = z. - Die (kompakte) Untergruppe

fA € U(1,2); A(o) = o) = U(1) x U(2) ,
ist die Standgruppe (Isotropiegruppe) im affinen Nullpunkt, und damit

ist der Ball der homogene Raum -

B, = B(Uy = U(,2)/ (U(1)xU(2))

2

B. Holomorphe Automorphismen des Balles: Die Gruppe U(1l,2) operiert
nicht effektiv auf dem Ball; der Kern der Operation, d.h. die Unter-

gruppe der trivial operierenden Elemente, ist genau das Zentrum von

U(1,2), namlich die Gruppe der Skalarmgtrizen
Z = (AI3; |A] = 1)
Die Restklassengruppe
PU(1,2) :=U(1,2)/2
operiert effektiv. Aus dem CARTANschen Eindeutigkeitssatz (sieche etwa

[Ka-Ka: §4A.1, p.16]) folgt leicht, daR ™PU(1,2) die volle Gruppe der

holomorphen Automorphismen des Balles ist: es gilt

AutholaBz) = PU(1,2)
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(Ist namlich £ ein beliebiger Automorphismus des Balles, so gibt es
ein Element g € PU(1,2) mit (gof)(o) = o; daher ist gof nach
[Ka-Ka: 4A.2] linear und offenbar auch unitér und liegt damit in der

“Untergruppe U(2) ¢ PU(1,2).) Insbesondere gilt also bei dieser Ein-
bettung

B, = B(U, C P,

die folgende Fortsetzbarkeit von Automorphismen: Jeder Automorphismus
des Balles kann zu einem (projektiv-linearen) Automorphismus der pro-

jektiven Ebene fortgesetzt werden.
Natiurlich operiert auch die Gruppe
SU(1,2) := {A € U(1,2); det(A) = 1}

der speziellen F-unitiren Automorphismen transitiv auf dem Ball, und

daher gilt auch
B(UG) = SU(L,2) /S(U(1) xU(2) ) ,

Aut B, =PSU(1,2) := SU(1,2)/SZ
mit SZ = ( A-Ig ; Ma1)

Wir bemerken noch, daf der Ball symmetrisch ist, d.h. es gilt: Zu je-
dem Punkt =z eiBz gibt es einen Automorphismus f mit fof = id, so
daf z ein isolierter Fixpunkt von f ist. Das ist klar, da es wegen

der Transitivitit gentigt, nur den Punkt z = o 2zu betrachten.

Alle hier tber B, gemachten Aussagen lassen sich sinngemaf unmittel-

bar auf den komplexen n-dimensionalen Einheitsball B dbertragen.

C. Die Ballmetrik: In diesem und den nichsten Abschnitten folgen wir
der verbreiteten Konvention in der Differentialgeometrie, lokale Koor-
dinaten mit oberen Indizes zu versehen. - Die HERMITEsche Form F aus
(1) definiert auf dem Ball IB(UO) die positive Funktion

N(z) := —F(z,z)/zOEo
(in homogenen Koordinaten). In den Gblichen affinen Koordinaten
zZ = (zl,zz) - (1:z1:22) gilt

N(z) = 1 - 21-21 - 22-52 .
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Mit Hilfe dieser ,Randabstandsfunktion" wird dann auf dem Ball eine
HERMITEsche Metrik
g = as? - Y gj—ﬁ(z)dszEk

(d.h. g(A-B/azj,p-a/azk)lz L= Aﬁ-gji(z) ) definiert, indem

—8210gN(z)

= - (N-5,, + 20.2%) /N2
3zd 8z w jk +zh-zn/

«(2) BiE(®)
gesetzt wird. Die zu dieser Ballmetrik gehérige Fundamentalform (oder
KAHLER-Form)

© = (i/27)-Y g 7dz8Adzl = ~(i/2%)-83(logN) (mit 1 := /7T)

ist geschlossen, und somit ist g definitionsgemif eine KAHLERsche Me-
trik. Die Form w ist reell (d.h. es gilt w = @) und vom Typ (1,1).

Die Ballmetrik ist unter allen holomorphen Automorphismen des Balles
invariant: Das volle Urbild von B(Uo) unter der kanonischen Projek-

tion, der affine offene Kegel
W= (z € €; F(z,z) <0},

ist unter der U(1,2) - Operation auf ¢3 invariant, und die Funktion
N(z) :~ -F(z,z) ist U(1l,2) - invariant auf € und auf W strikt

positiv. Durch
g = LE,p59" dz? mit Bap - -32(1og N)/ 8z% 52

wird auf W eine HERMITEsche Pseudometrik definiert, die auf dem Ball
ZBZ B Wr\(zo=1) die Ballmetrik (2) induziert. Nach Konstruktion ist
diese Pseudometrik auf W sowohl unter der U(1,2) -Operation als auch
unter der natirlichen m*-Operation invariant. Daraus folgt die behaup-
tete Invarianz der Ballmetrik: Alle holomorphen Automorphismen sind
Isometrien. Damit ist der Ball auch als KAHLERsche Mannigfaltigkeit
homogen, und somit kann die Untersuchung von metrischen Eigenschaften
stets im affinen Nullpunkt o erfolgen. Man beachte, daR g auf dem

Tangentialraum To]B2 = c-a/azlec-a/azz = ¢2 die Standardmetrik ist.

D. Der Ball als komplex-hyperbolische Ebene: Zu einer HERMITEschen

Metrik g =~ as? auf einer (n-dimensionalen) komplexen Mannigfaltig-
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keit gehdéren ein HERMITEscher Zusammenhang V auf dem Tangentialbin-
del und dessen Krimmung R . In einem lokalen Koordinatensystem z =
(zl,...,zn) mit dem zugehdrigen Basisfeld (8/621,...,8/azn) werden
¥ bzw. R (mit deanezeichnungen und Formeln aus KOBAYASHI - HORST
[1983: 1.3, 1.5]) durch (nxn) -Matrizen von (1,0)-Formen o — (a iy
bzw. (1,1)-Formen 6 = (8 ) beschrieben, die durch

- (ag)-g‘1 , 6=230
gegeben sind (wobei g = (ng) die Koeffizientemnmatrix der Metrik be-

zeichnet). Mit der Darstellung

ot = pryhaet et - YR gaNaE!
ergeben sich fir die Koeffizienten rjlk bzw. lekT die Ausdriicke
iT i i .=l
Fj k Z(ag 1/62 Vg bzw. Rj Y il BFj x/9z
{(wobei I = (g ) d.h. J g.3- i _ st ilt). Fir die Ball-
g )11 &b Ly j o+ 8ile).

metrik erhalten wir

i g7 i pi o33 1 wo:

*(3) I’i 1= 2z~/N , Fi 3 Fj i zJ/N  und Fj j 0 ;
E T YR L __Rpi_ o g i_ .
Ri™4T = 28T » Ry T ~Ry7q71 ~ 8570 Ry51 =0

(mit 1~ j und i, j, 1 =1, 2 ). SchlieRlich berechnen wir noch die
GroRen
e e R.i_
Rigim = L 8ieRy 1w
im affinen Nullpunkt o: Weil g hier ja die Standardmetrik ist (d.h.

es gilt gijl(z-o) = 6..), erhalten wir einfach

ij
= i__ _ — j_ 2 - 1__ _ R .
Rimst "R a1~ 72 0 Ry~ Ry~ Ry mRe3 ol G4 D)
R.J - =
und Rlel i kI 0 sonst.

Damit ergibt sich nun, daR die holomorphe Schnittkrimmungsfunktion
j 4
(&) = T Rypyg eIehele/lel,

auf allen komplexen Tangentialvektoren £ = 2:61-3/8zi # 0 im Null-

punkt den konstanten negativen Wert S = -2 annimmt. (DaR S konstant
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ist, folgt natirlich auch ohne Rechnung unmittelbar aus der Tatsache,
daR die Standgruppe im Nullpunkt auf den Einheitstangentialvektoren
transitiv operiert.) Aus der Homogenitat des Balles ergibt sich sofort,
daR S diesen konstanten negativen Wert in jeden Punkt und fir alle
komplexen Tangentialrichtungen - und somit auf dem ganzen Bindel PTB,
- annimmt. Damit ist der Ball mit der Ballmetrik ein Raum mit konstant
negativer holomorpher Schnittkrummung; die Ballmetrik g heift auch
die komplex-hyperbolische Metrik. - Bei Multiplikation der Metrik g
mit einer positiven Konstanten p > 0 &ndert sich auch die holomorphe

Schnittkrimmung, und zwar um den Faktor 1/um .

Aus der Homogenitit folgt unmittelbar, daf der Ball beziglich der Me-

trik g vollstindig ist (vgl. [Kob-Nom I: IV,4.5,p.176]). Der Ball,

- versehen mit der komplex-hyperbolischen Metrik g , heift die komplex-
hyperbolische Ebene.

E. Flichen vom komplex-hyperbolischen Typ und Ballquotienten: Es sei

nun Y eine komplexe Fliche mit einer KAHLERschen Metrik g = dsz, so

daR Y beziglich der Metrik vollstandig ist. Die Fliache Y (mit der
KAHLERschen Metrik g ) heift vom komplex-hyperbolischen Typ (oder
auch eine komplex-hyperbolische zweidimensionale Raumform), wenn die
holomorphe Schnittkrimmung S eine negative Konstante § = c < 0 ist.
Da nach [Kob-Nom II: I1X,7.9,p.170] je zwei einfach zusammenhingende
komplex-hyperbolische Raumformen gleicher Dimension (nach Normierung
von c¢) isometrisch sind, folgt daraus: Die universelle Uberlagerung
¥ ist die komplex-hyperbolische Ebene, also der Ball. Die Fundamen-
talgruppe xl(Y) operiert als Deckbewegungsgruppe frei und eigentlich
diskontinuierlich auf dem Ball als Gruppe von holomorphen Automorphis-
men; daher ist Y der Quotient IBz/rl(Y) nach dieser Operation.

Es sei nun umgekehrt Y eine komplexe Ballquotientenfldche, d.h. der
Quotientenraum iBz/P nach einer frei und eigentlich diskontinuierlich
operierenden Gruppe I von holomorphen Automorphismen. Da die hyper-
bolische Metrik (2) wunter allen holomorphen Automorphismen invariant
ist, .erbt" die Quotientenflidche Y diese KAHLERsche Metrik mit kon-
stanter negativer holomorpher Schnittkrimmung und die Vollstandigkeit,
und somit ist Y eine Flache vom komplex-hyperbolischen Typ.
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F. Die CHERNschen Differentialformen: Die CHERNschen Klassen ¢, einer
glatten kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X mit einer HERMITEschen
Metrik g konnen in der reellen DE RHAM-Kohomologie durch die CHERN-
schen Differentialformen Y repriasentiert werden. Diese Formen sind
durch die Krimmung bestimmt und kénnen somit auch im nicht-kompakten
Fall betrachtet werden. Ist X eine Flache und ist in einem lokalen
Koordinatensystem (zl,zz) (nit dem zugehdérigen holomorphen Basisfeld
(8/621,8/622) fir das Tangentialbiindel) die Krimmung durch die Matrix
e = (Gjl) von (1,1)-Formen gegeben, so sind die Formen Ty dann die

reellen (k,k)-Differentialformen
7 - (i/2n)- (8,1 + 8,2) = (i/27)-Spur @ ;

7, - —(1/8«2)-(911,\922 - 921/\912 ) = —(1/8x%).det @ .

Die CHERNschen Zahlen der Fliche sind dann die Integrale
@ =[], e® = [, @it 1f =y,

sofern die Metrik so mnormiert ist, daf mit der Kihlerform w zu g

die Bedingung
j)'(wz -1 (mit % = wAw)

1,22) mit zk - xkd-iyk erhalten

gilt. (In lokalen Koordinaten z = (z
wir dz¥adz® - —21(axFady¥) und damit

2 1,4.2, 4.2

w? = (=2/4x2).G-dzladzindz2Adz? =~ (2/22)-G-dxladyladxZady

mit G = det(ng) >0, d.h. w2 ist eine Volumenform).

G. Der Proportionalititssatz fiir die CHERNschen Zahlen von Ballquotien-
ten: Die Berechnungen aus (3) ergeben fir die CHERNschen Formen der

Ballmetrik die Beziehung:

e(4) =3, 7, - 302 ,
und daraus folgt die Proportionalitdtsrelation
17 -3,

fir die Formen héchsten Grades. Gehen wir von einer Metrik \g¥igg:;§7¥
pg mit einer Konstanten pu > 0 duber, so gilt @ = pw , aber =90
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und 6 = © und damit ;j = 1j . Far die Ballmetrik ergibt sich nach

dieser Abinderung
3 /we , ¥ 3/u?) o2
v = —@G/pe 7y = (3/p7) 0",
so daR weiterhin die Proportionalitit
7 = 3,

gilt. Diese Gleichheit trifft dann auch auf jede Ballquotientenfliche
mit der induzierten hyperbolischen Metrik zu, und damit erhalten wir
folgenden Proportionalitédtssatz fur die CHERNschen Zahlen von Ballquo-

tientenflédchen.

Satz: Ist Y eine glatte kompakte Ballquotientenflidche, so gilt fir

ihre CHERNschen Zahlen c% - K% und c2(Y) = e(Y) die Proportiona-

litst
2
*(5) Kg = 3e(¥) > 0,
und somit verschwindet die Proportionalitatsabweichung:

Prop(Y) = 3e(Y) -x% - 0.

H. Die FUBINI-STUDY-Metrik: Wenden wir die Methode zur Konstruktion

der Ballmetrik (2) auf die affinen Standardkarten Uj - (zj » 0) fur

die projektive Ebene mit den darauf definierten Funktionen
Nj(z) 1= (zOEo + 2121 + 2222)/zj2j (G =0,1, 2)

(in homogenen Koordinaten) an, so erhalten wir die FUBINI-STUDY-Metrik

g auf ¥, . In den tblichen affinen Roordinaten fir U, gilt

171 2-2

ﬁ(z) =1+ z'z" + zz

und damit

gﬁ(z) i= = 8%1log R(z)/azdaz% - (R-5,, - Z3z¥)/R?

h|
Die zugehdrige KAHLER-Form © = —(i/Zx)aE(logﬁ) ist geschlossen, d.h.
g ist eine KAHLERsche Metrik. Analog zum Fall der Ballmetrik gilt auch
hier die Homogenitat: Die FUBINI-STUDY-Metrik ist unter der transitiven
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Operation der Gruppe Eﬁé auf Pz invariant. Auf dem Tangentialraum

im affinen Nullpunkt ist é wiederum die Standardmetrik.

Die Berechnung der Komponenten von Zusammenhang und Krimmung ergibt die

Werte
A A3 - _j A Aj - J - ‘—__ A A3 _
o(3) erJ. 2zI/N Tyly Ty 5 z</N  und rka =0 ;
A j — A _ A j . A j - A _ A j -
R757 = 2857 » Ryl g ~ Ry =g und Ry =0,

(mit j »k und j, k, 1 =1, 2 ). Im affinen Nullpunkt gilt wie im
Fall der Ballmetrik

A o ‘k _

Rikim 13 -
und damit ergibt sich fur die holomorphe Schnittkrimmung der projek-

R,
J

tiven Ebene mit der FUBINI-STUDY-Metrik der konstante positive Wert
S = +2. Fur die CHERNschen Formen ergeben sich aus (3) die Beziehungen
und daraus folgt fir die Formen hochsten Grades wiederum die Proportio-
nalitatsrelation

A2 A A2

L 3'72 (= 9%° )
Die Metrik ist bereits normiert, d.h. fir das Volumen gilt

~2 A2
w- = wt =1,
J;ll?z on

und so erhalten wir die bekannten Werte
2@, =9, e,®,) =3
1v2 ' 2¥2

fir die CHERNschen Zahlen der projektiven Ebene. Damit kénnen wir nun

den Proportionalititssatz in der folgenden Weise umformen.

Satz: Die CHERNschen Zahlen einer glatten kompakten Ballquotienten-
flache Y und der projektiven Ebene sind proportional, d.h. es gilt

“(6) dm = xcd@y (=90,
cz(Y) - X'cz(]Pz) (= 3x)
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mit dem positiven (ganzzahligen) Proportionalitatsfaktor
. - _1y14; i
x = x(0y) : Y (-1) dim H™(Y,0y)

(s. A.1(4)). In dieser Form ist der Satz ein Spezialfall des allgemei-
nen Proportionalitidtssatzes von HIRZEBRUCH [1958: Satz 4].

I. Der relative Proportionalititssatz; Ist Y eine kompakte Ballquo-
tientenfliche und F eine glatte Kurve in Y , die unter einem (nicht-

trivialen) Automorphismus von Y punktweise fest bleibt, so gilt
2
*(7) e(F) = 2-F° .

Vor dem Beweis wollen wir die Aussage in eine andere, &quivalente Form
bringen: Mit der Adjunktionsformel KC + CC + e(C) = 0 erhalten wir
die Gleichung

*(8) 2(Ry F) = —3e(F)

Nun ist die EULER-Zahl e(F) der Kurve F ihre (erste) CHERNsche Zahl
cl(F) - <c1(TF),[F]> , und die Schnittzahl KY-F kann folgendermaBen

ausgedrickt werden:
Ky F = <c1(KY),[F]> - <—c1(TY),[F]> .
Damit bleibt die zu (7) &quivalente Relation
2-c1(TY|F) - 3~c1(TF)

zwischen den CHERNschen Klassen zu beweisen, die natirlich aus der ent-

sprechenden Relation
(9 2.7 (D | = 3-7,(F)

fur die CHERNschen Differentialformen folgt.

Zum Beweis dieser relativen Proportionalitat benutzen wir wiederum die

differentialgeometrischen Methoden. Der Automorphismus g (» idY) von
Y, der F punktweise fest 1laRt, hat endliche Ordnung, da die Gruppe
Aut(Y) endlich ist (vgl. [Kob:III1,2, Thm.2.1, p.82]). Durch Hochhebung
auf den Ball B, erhalten wir einen Automorphismus g (von endlicher

Ordnung), der das volle Urbild von F invariant und eine Komponente
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punktweise fest laRt. Da g zu einem projektiv-linearen Automorphismus
der Ebene P, fortgesetzt werden kann, ist diese Komponente dann - bei
geeigneter Koordinatenwahl - der eindimensionale Ball By : (zz=0) in
fBZ . Die Ballmetrik g = as?  aus (2) induziert auf dann auf B, die
ibliche POINCAREsche Metrik der Einheitskreisscheibe

ds? = dzlazl/(1~z21-z2hH? |
Fir die zugehérige (erste) CHERNsche Form

1,471

v, = (/2met = (i/2m) Rllﬁ dzladz

ergibt sich wegen R111T = _ZgIT (nach (3)) die Gleichheit
71(131) = _2“’]31 = _2wl]B1 ,

wobei w die KAHLER-Form der Metrik bezeichnet. Mit der fir B, her-
geleiteten Beziehung 11(B2) = -3w (vgl. (4)) gilt also

*(10) 2.0 (By) | = 3-71(By)

Die Relation (9) folgt nun wegen der Invarianz der Ballmetrik sofort
durch Ubergang zum Quotienten Y =IB2/11(Y) mit der induzierten hyper-
bolischen Metrik.

Wir merken noch an, daR diese relative Proportionalitidt in der projek-
tiven Ebene ebenfalls gilt, da eine Fixkurve eines Automorphismus eine
projektive Gerade ist. Mit der FUBINI-STUDY-Metrik gilt ebenfalls die

Gleichheit

2'71(192) IIP]. - 3'71(191)

auf dem Niveau der CHERNschen Differentialformen. Diese enge Beziehung
zwischen dem Ball und der projektiven Ebene ist ein Spezialfall der
Dualitatsrelation fir HERMITEsche symmetrische Riume, die dem allgemei-
nen Proportionalitdtssatz zugrunde liegt (vgl. HIRZEBRUCH [1958]).

Die Gleichung (7) ist der Grenzfall einer Ungleichung fir Kurven in
Ballquotienten, die wir im folgenden Abschnitt B.2,H noch genauer dis-
kutieren; der Gleichheitsfall charakterisiert gerade die Kurven, die

von einem linear eingebetteten eindimensionalen Ball uberlagert werden.
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Fir einen anderen Beweis der relativen Proportionalitit verweisen wir

auf die Arbeit von MOSTOW und SIU [1980: 8., Lemma &4 (p. 355)].

B.2 KAHLER - EINSTEIN - METRIKEN UND BALLQUOTIENTEN

Wir wollen in diesem Anhang auf die Ungleichung c% = 3c, zwischen den
CHERNschen Zahlen einer Fliche vom allgemeinen Typ und die Charakteri-
sierung von Ballquotienten durch die Gleichheit eingehen (Umkehrung
des Proportionalitdtssatzes). Dazu setzen wir die differentialgeome-
trischen Betrachtungen fort. Fir Flichen mit einer KAHLER-EINSTEIN-
Metrik kann die oben erwidhnte Ungleichung - mit der Aussage tiber den
Gleichheitsfall - recht leicht hergeleitet werden; wir reproduzieren
in Absatz B den von H. GUGGENHEIMER angegebenen Beweis. Die Existenz
einer derartigen Metrik ist aber nur schwer nachzuweisen; wir kénnen
hier die wesentlichen Existenzsdtze (von Th. AUBIN und S.-T. YAU) in
Absatz E lediglich zitieren. Ein Beweis der Ungleichung mit rein al-
gebraisch-geometrischen Methoden stammt von Y. MIYAOKA; das Resultat
ist damit auch fir Flidchen anwendbar, die nicht die Voraussetzungen
des Existenzsatzes (c1 < 0, siehe D) erfillen, aber es liefert keine
Aussage Uber den Gleichheitsfall. Die differentialgeometrischen Metho-
den lassen sich jedoch so modifizieren, daB sie auch in dieser allge-
meineren Situation anwendbar sind; wir berichten in Absatz G dber

diese Ergebnisse, die von R. KOBAYASHI stammen.

A. KAHLER - EINSTEIN -Metriken und RICCI -Formen: Ist eine HERMITEsche

Metrik g = d52 auf einer Fliche in lokalen Koordinaten (zl,zz) durch
die Matrix (gjf) gegeben, so hat die erste CHERNsche Form 7 die
Darstellung

o(1) M = (/20 IRg azadz®
mit den Koeffizienten

«@ Rgp=3 RiijE - - 3%2(log G)/8zd8zF (mit G :- det(g;p) )



B.2 KAHLER-EINSTEIN-Metriken 251

Diese Form ist geschlossen und vom Typ (1,1); sie wird auch die RICCI-
Form genannt. Die HERMITEsche Metrik heift eine KAHLER-EINSTEIN-Metrik,
wenn ihre RICCI-Form <, proportional zu der KAHLER -Form

w = (i/2w)-2gkidzkAdEI

ist, d.h. wenn es eine (reelle!) Konstante X mit
*(3) 1= A (= Ryp = Agyg )

gibt. (Fir X = O ist damit die KAHLER-Bedingung dw = 0 erfallt.)
Die Ballmetrik und die FUBINI-STUDY -Metrik gentigen dieser Bedingung
(mit X = -3 bzw. X = +3 ). Ein anderes, triviales Beispiel ist die
komplex-euklidische Ebene Cz mit der ,flachen" Metrik d52 = ZdzjdEj
(d.h. ng = sjk ): Es gilt =0, also 6 = Y= 71y = 0 und somit
A=0. ImPFall X >0 (bzw. X < 0 ) sagt man, daR die RICCI-Form
positiv- (bzw. negativ-) definit ist; im Fall X = 0 heiRt die Metrik
RICCI-flach.

B. Eine Ungleichung fiir die CHERNsche Formen einer Fliche mit KAHLER-
EINSTEIN -Metrik: In einer kurzen Note hat H. GUGGENHEIMER [1952] das

folgende Resultat bewiesen.
Satz: Fir die CHERNschen Formen hochsten Grades auf einer Fliche mit
KAHLER-EINSTEIN-Metrik gilt die Ungleichung

o(4) 0<12 =3y, ,

und die Gleichheit 72 - 3y tritt genau dann ein, wenn die holomorphe
1 2 p

Schnittkrimmung konstant ist.

Der Bewels dieser Aussage ist nicht schwierig: Zuerst &ndern wir ein
gegebenes lokales Koordinatensystem z = (zl,zz) durch eine lineare
Transformation so ab, daR die Metrik im Koordinatenursprung o die

Standardmetrik
8ik(0) = b4y

ist; damit folgt

*(5) Ripa(® = Rigo)

und aus der EINSTEIN-Bedingung erhalten wir die Beziehung
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(6) Rig(0) = Tj Ryjpg(@) = A-dqy

fir die Koeffizienten der RICCI-Form. Nun gelten fiir eine KAHLERsche
Metrik definitionsgemiaf die Relationen

—/3z) = 3g.—/8z3
agjm/az aglm/az ,

aus denen sofort ijl - Plkj und damit
k_ _pk_
*(7) Rj 1m R1 jm

folgt; weiter gelten die beiden Identititen

*(8) Rypm = Rugge "™ Byijm ~ Bagal -
Nach (6) gilt far die Komponenten RjElE T Rjﬁlﬁ(o) im Koordinaten-
ursprung

R + R

111 271w ~ Ao
und daraus folgt dann mit (8) sowie mit (5,7) sofort

RiTiT = Rozo7 =1 20 RT3 = Ryjpi ~ Rzt ~Roypz =1 b »

wobei a, b reelle Zahlen mit a +b = ) sind. Setzen wir dann noch

RlTlf =: ce€ €, so erhalten wir die restlichen Komponenten:
RMmiz=®™ar - ¢ Br~Romai = ¢
Ri227 = Ro317 = ¢+ Royoz ~ Rogo1 = —©

Fir die CHERNschen Formen héchsten Grades ergibt sich damit explizit:
¥3 = (<2/4n2)- (a+b) 2dztAdz Adz2AdZ2 - (a+b)2?

Ty = (=1/4%2) - (a2+2b2+4cc)dzindzIndz2AdZ2 = 13- (a2+2p24r4cTyn? .
Daraus folgt die Behauptung fur den Koordinatenursprung: Wie sofort zu
sehen ist, gilt flir a,b €R und ¢ € C stets die Ungleichung

2(a+b)? < 3(aZ+2b244c0)

und die Gleichheit tritt genau dann ein, wenn a=b und c¢=0 gilt.
In diesem Fall hat die holomorphe Schnittkrimmung S im Koordinatenur-
sprung den konstanten Wert S = %-X . Da wir nun jeden Punkt der Flache

als Nullpunkt eines lokalen Koordinatensystems wie oben wihlen kénnen,
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gilt die Ungleichung (4) dberall. Wenn die Gleichheit 1% - 312 in
jedem Punkt gilt, so folgt nach [Kob-Nom II: IX,7.5,p.168], dak die ho-
lomorphe Schnittkrimmung auf dem gesamten Bindel PTY der komplexen

‘Tangentialrichtungen konstant ( = %-A ) ist.

Die Ungleichung (4) mit der Aussage uber die Gleichheit wurde von CHEN
und OGIUE [1975] auf beliebige Dimensionen tbertragen (vgl. auch YAU
[19771).

C. Komplex-zweidimensionale Raumformen: Eine komplexe Fliche Y mit
einer KAHLERschen Metrik, die konstante holomorphe Schnittkrimmung S

= ¢ hat und die vollstandig ist, heift komplex-zweidimensionale Raum-
form. Die universelle Uberlagerung Y ist dann eine einfach-zusammen-
hangenden Raumform, und diese Flichen sind (nach BOCHNER [1947], HAWLEY
[1953] und IGUSA [1954]) vollstadndig klassifiziert: Je zweli einfach-
zusammenhingende Raumformen mit gleicher Schnittkrimmung ¢ sind iso-
metrisch (siehe [Kob-Nom II: IX,7.9,p.170}). Nach Multiplikation der
Metrik mit einer positiven Konstanten pu kénnen wir uns auf die Fille
c =~-2, 0, +2 beschrianken. Daher ist die universelle ﬂberlagerung von

Y durch das Vorzeichen von c¢ eindeutig bestimmt: es gilt

Pz : ¢ >0 ;

Y- 62 : ¢=0;

By : ¢< 0.
Die Flache Y 1ist der Quotient nach der Deckbewegungsgruppe, die als
Gruppe von Automorphismen frei und eigentlich diskontinuierlich auf ¥
operiert. Da jeder Automorphismus der projektiven Ebene Fixpunkte hat,
kann diese keine andere Fliche unverzweigt uberlagern. Somit ist ®,

die einzige komplex-zweidimensionale Raumform mit positiver Schnitt-

krimmung, d.h. es gilt
Y = PZ far ¢ > 0 .

Ist die Flache Y kompakt mit der Schnittkrimmung c¢ = 0, so ist sie
entweder ein komplexer Torus oder eine hyperelliptische Flache (vgl.
IGUSA {-: p.677); fir die Definition siehe Anhang A.1).
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D. Flichen mit megativ-definiter erster CHERNscher Klasse: Es sei Y
eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, deren erste CHERNsche Klasse
in der DE RHAMschen Kohomologie durch eine reelle (1,1)-Form <y re-
prasentiert werden kann, fiar die —y = w die KAHLER-Form irgendeiner
HERMITEschen Metrik auf Y ist. Wir nennen dann Y eine Mannigfaltig-
keit mit negativ-definiter erster CHERNscher Klasse und schreiben kurz
¢y < 0. Die (erste) CHERNsche Klasse des kanonischen Geradenbiindels KY
ist cl(KY) - -cy; daher ist eine zu ¢4 < 0 &quivalente Aussage,
daf Ky
Dazu ist wiederum dquivalent, daR das Geradenbindel KY ample ist

(d.h. daR fir eine Zahl m > 0 die m-kanonische Abbildung @m aus

ein positives Geradenbiindel ist (vgl. [Gri-Har: I.2, p.l148]).

A.1,F eine Einbettung ist; siehe etwa [Gri-Har: I.4, p. 181] fur die
Richtung ,positiv = ample" (Einbettungssatz von KODAIRA) und Sh. KOBA-
YASHI [Kob: III.2, pp. 82-83] fur ,ample = positiv"). Wegen dy =0
gehdért o zu einer KAHLERschen Metrik. Flachen mit negativ-definiter
erster CHERNscher Klasse haben damit die kanonische Dimension x = 2,

d.h. sie sind vom allgemeinen Typ (vgl. Einfihrung bzw. Anhang A.1).

E. Existenz von KAHLER-EINSTEIN-Metriken: Hat Y eine KAHLER-EINSTEIN-
Metrik mit negativ-definiter RICCI -Form Yy = A, A< 0, so gilt
natirlich cq < 0. Die schwierige Frage, ob diese notwendige Bedingung
cq < 0 auch hinreichend dafir ist, daR eine solche Metrik existiert,
wurde von Th. AUBIN [1976] wund Sh.-T. YAU [1977] durch den folgenden

Satz positiv beantwortet:

Existenzsatz fiir KAHLER-EINSTEIN-Metriken: Fir eine kompakte komplexe
Mannigfaltigkeit mit negativ-definiter erster CHERNscher Klasse gibt es
genau eine normierte KAHLER-EINSTEIN-Metrik.

Daridber hinaus hat YAU auch den folgenden, wvon CALABI [1957: Prop. 1]

vermuteten Satz bewiesen:

Wenn auf Y eine KAHLERsche Metrik g, existiert, so ist jede reelle
(1,1)-Form -, die die Klasse ¢ repriasentiert, die RICCI-Form einer
geeigneten KAHLERschen Metrik g ; insbesondere gibt es also im Fall

¢y =0 eine KAHLER-EINSTEIN-Metrik mit RICCI-Form 4 = O .
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Der Beweis dieser beiden Existenzsidtze erfordert die Lésung von nicht-
linearen partiellen Differentialgleichungen (Typ komplexe MONGE-AMPERE-
Gleichung). Fir einen Uberblick dber den Reweisgang verweisen wir auf
den Bericht von KAZDAN [Kaz: III.6, pp. 26-31], auf die Monographie von
BESSE [Bes: Ch. 11C: pp. 326-329] und auf den Vortrag von BOURGIGNON im
Séminaire BOURBAKI [1978], fir eine detaillierte Darstellung auf den
Artikel von YAU [1978], das Séminaire Palaiseau [SemP] und die Monogra-
phie [Au] von AUBIN, und fir Anwendungen zusitzlich auf den Ubersichts-
artikel von Sh. KOBAYASHI [1981].

Aus den beiden Existenzsidtzen folgt mit (4) als Anwendung: Die Unglei-

chung
*(9) 0<c? =3¢
=€ =%

gilt fir jede kompakte komplexe Flache Y mit KAHLERscher Metrik, deren
erste CHERNsche Klasse negativ-definit ist (dann gilt c% >0 ) oder
verschwindet, und die Gleichheit c% = 3c2 tritt genau dann ein, wenn
Y konstante holomorphe Schnittkrimmung S = c¢ < 0 hat. Eine solche
Flache ist im Fall c¢ = 0O ein Torus oder eine hyperelliptische Fliache,
im Fall ¢ < 0 1ist sie vom komplex-hyperbolischen Typ, also ein Ball-

quotient.

F. Die Ungleichung von MIYAOKA und die Charakterisierung wvon Quotienten
des Balles: Die eben betrachteten Flichen mit negativ definiter erster
CHERNscher Klasse sind wie erwihnt genau die Flichen vom allgemeinen
Typ, fir die die m-kanonische Abbildung e fir gemtigend grofe Werte
von m auf ganz Y definiert ist und eine Einbettung in einen projek-
tiven Raum PN—I ergibt. Es war eine alte Vermutung (vgl. VAN DE VEN
[1966; 1976]), daR die Ungleichung (9): c% =< 3c2 generell (d.h. ohne
Voraussetzung an cl) fir Fliachen vom allgemeinen Typ gilt. VAN DE VEN
bewies die schwidchere Abschitzung c% =< 8c2 ; einen weiteren wesent-

1ichen’Beitrag leistete BOGOMOLOV mit der Verscharfung c% < be,  (vel.
REID [1977]). Der endgiltige Beweis gelang MIYAOKA [1977] (siehe auch
[B-P-vdV: VII,4,pp.212-215) und RAYNAUD [1981]); jedoch ergab sich so
zunichst noch keine Aussage fiir den Fall der Gleichheit. In weiteren
Arbeiten zeigte MIYAOKA [1983; 1984: Prop. 2.1.1] dann, daf auf einer
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Flache vom allgemeinen Typ mit c% - 3c2 keine glatten rationalen
Kurven existieren; daraus folgt (s.u.), daR das kanonische Geraden-
blindel ample ist. Damit ist die erste CHERNsche Klasse einer solchen
Flache negativ definit, wund folglich gibt es auf der Flache nach dem
Existenzsatz eine KAHLER-EINSTEIN-Metrik. Zusammenfassend erhalten

wir so die folgende Charakterisierung von Ballquotienten:

Eine glatte kompakte komplexe Fliche ist genau damnn ein Ballquotient,
wenn far ihre CHERNschen Zahlen die Proportionalitat

2
ey = 3c2

gilt und wenn sie vom allgemeinen Typ ist.

G. Ein differentialgeometrischer Beweis der MIYAOKA-Ungleichung: Fuir
die Ergebnisse von MIYAOKA hat R. KOBAYASHI [1984] einen neuen Beweis

mit differentialgeometrischen Methoden angegeben, duber den wir hier

kurz berichten.

Es sei Y eine minimale Fliche vom allgemeinen Typ. Der Ansatzpunkt
fiar die Arbeit von R. KOBAYASHI ist die auf MUMFORD [1962] (siehe auch
KODAIRA [1968]) zuritckgehende Bemerkung, daf die erste CHERNsche Klasse
von der Fliache genau dann negativ definit ist, wenn keine (-2)-Kurven
(das sind glatte rationale Kurven C mit Selbstschnittzahl 62 =~2)
vorkommen. Fir solche Kurven gilt nimlich Ky-C = 0 nach der Adjunk-
tionsformel; die Beschridnkung des kanonischen Bindels auf C ist nach
der Klassifikation der Geradenbindel auf rationalen Kurven trivial, und
damit folgt fcyl = 0 ; das Bild der Kurve unter der (pluri-) kanoni-
schen Abbildung ist ein Punkt.

Damit ist das Auftreten von (-2)-Kurven nach dem Existenzsatz von AUBIN
und YAU das einzige Hindernis gegen die Existenz einer KAHLER-EINSTEIN-
Metrik auf der Flache Y. Nun bilden die Zusammenhangskomponenten Ej
des Systems F aller (-2)-Kurven auf Y die bekannten A-D-E- Konfi-
gurationen A, (k21), D, (k=4), E, (k =~ 6,7,8) (siehe etwa [B-P-VdV:
Ch. III, p. 74-78, 86-90]. Jede solche Komponente EJ kann zu einem
normalen singuldren Punkt pj kontrahiert werden, der nach Ergebnis-
sen von BRIESKORN [1968] eine spezielle Quotientensingularitat ist,
d.h. der eine Basis von Umgebungen der Form Uj(a) -IB2(c)/Gj besitzt,
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wobei Gj eine endliche Untergruppe von SU(2) ist, die auf Cz\(O)
frei operiert. (Die auftretenden Gruppen sind die zyklischen Gruppen
- <«t 0 : k+1_ " < : $ s : B
Ck+1 <(0 1/§)> mit ¢ 1 fur Ak sowie die bindren Dieder- bzw.
Polyedergruppen Dk—2 fir Dk bzw. T, 0, I far EG’ E7, EB‘ Diese
Gruppen sind die Urbilder der reinen Dieder- bzw. Polyedergruppen unter

der Abbildung SU(2) - BSL,(C) = Aut By ; vgl. 2.4,G.)

In Theorem 1 seiner Arbeit zeigt R. KOBAYASHI, daR es auf der offenen

Fliche Y\ E eine - bis auf konstante Vielfache eindeutig bestimmte -

KAHLER-EINSTEIN-Metrik mit negativ definiter RICCI-Form und mit folgen-
dem Randverhalten gibt: Wir kénnen Uj(e)\{pj) als Umgebung der Rand-
komponente Ej in der offenen Fliche Y\ E auffassen. Die Metrik kann
dann von Uj(c)\(O) nach le(c)\(O) hochgehoben werden, wund die Bedin-
gung ist, daB sie glatt auf ]Bz(e) fortsetzbar ist. Der Beweis beruht

auf den - geeignet modifizierten - Methoden von AUBIN und YAU.

Zu dieser ,E -KAHLER-EINSTEIN-Metrik" gehéren CHERNsche Formen ;1 und
:1'2 auf Y\E, die nach GUGGENHEIMERs Beweis der Ungleichung

«(10) 0 < ?% < 37,

genigen, wobei die Gleichheit ;% - 3;2 wieder dem Fall entspricht,
daf die holomorphe Schnittkrimmung der offenen Fliche Y\E konstant
negativ ist. Durch Integration iiber Y\E werden dann die zugehérigen
CHERNschen Zahlen E% und ¢, definiert, die in Proposition 4 mit
den tblichen CHERNschen Zahlen von Y verglichen werden: es gilt

*(11) 32w = dw,
cy (1) = cp(¥) - ¢

mit & = zj e(Ej), wobei c(Ej) - e(Ej) - 1/|Gj| folgende rationale
Zahl ist:

e(Ak) = k(k+2)/(k+1) = k+l - 1/(k+1l) ;
(D) = (GK2—4k=9) /4 (k=2) = k+l - 1/4(k=2) ;
e(Bg) = 167/24 - 7 -1/24 ;
£(E7) = 383/48 = 8 - 1/48 ;
c(EB) = 1079/120 = 9 -1/120 .
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Die Aussage tber E% ist aufgrund der Konstruktion der Metrik eine

einfache Folgerung aus dem Satz von STOKES: es gilt ;1 -1+ de auf
Y\E, und in jedem singulidren Punkt pj ist die von Uj(c)\(pj) nach
Bz(c)\(O) hochgehobene Form ¢ auf iBz(s) fortsetzbar.

Der Beweis der Formel fir 32 benutzt eine entsprechende Darstellung
;2 = 7, +dv, vobei die 3-Form v jetzt Pole langs E hat, und erfor-
dert die Berechnung des Beitrags der Integrale tber die Residuen der

Formen lings der einzelnen (-~2)-Kurven in E.

Aus (10) und (11) folgt die Verschidrfung
(12) 0 < 2 = 3-(cy(M-e)

der Ungleichung von MIYAOKA aus Absatz F; dabei gilt die Gleichheit
c%(Y) - 3-(c2—£) genau dann, wenn die offene Fliche Y\ E konstant
negative holomorphe Schnittkrimmung hat. Die universelle Uberlagerung
ist dann das Komplement B, \ S, wobei S diejenige diskrete Punkt-
menge ist, die genau auf die Quotientensingularitiaten abgebildet wird,

welche bei der Kontraktion der Komponenten Ej entstehen.

Etwa zur gleichen Zeit hat MIYAOKA in einer weiteren Arbeit [1984] die
Ungleichung (12) in noch allgemeinerer Form bewiesen. Er bericksichtigt
nicht nur Konfigurationen von rationalen (-2)-Kurven - die wie erwshnt
der Klasse der speziellen Quotientensingularitaten CZ/G mit Gc SU(2)
entsprechen -, sondern allgemeiner solche Konfigurationen von glatten
rationalen Kurven mit Selbstschnittzahl =< -2, die zu einer beliebigen
Quotientensingularitit c2/G mit G C U(2) gehdéren. (Diese Gruppen
und die dazu gehdrigen Konfigurationen sind vollstandig klassifiziert;
vgl. BRIESKORN [1968b].)

Als Anwendung seiner Ergebnisse erhdlt MIYAOKA eine Reihe interessanter
geometrischer Aussagen, so etwa die obere Schranke

%'(3c2—c%) - %-Prop(Y)
fur die maximale Anzahl disjunkter glatter rationaler Kurven auf einer
minimalen Flidche Y, die weder rational noch birational &quivalent zu
einer Regelfliache ist. MIYAOKAs Beweis beruht auf den algebraisch-geo-

metrischen Methoden, mit denen in seiner friheren Arbeit [1977] die
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Ungleichung c% =< 3c2 gezeigt wird. Diese Ergebnisse hat R. KOBAYASHI

[1985] auch auf differentialgeometrischem Weg bewiesen, wobei wiederum

der Fall der Gleichheit einer Flache mit konstant negativer holomorpher
Schnittkrimmung (und damit einem singuldren Ballquotienten, s. B.3)

entspricht,

H. Eine Ungleichung fiir die charakteristischen Zahlen von Kurven in

Ballquotienten: Die relative Proportionalitiat e(F) = 2-F2 fir die

charakteristische Zahlen einer Kurve F in einer Ballquotientenfliche
Y, die unter einem nichttrivialen Automorphismus der Fliche punktweise
fest bleiben, 1l4Bt sich als Spezialfall einer Ungleichung interpretie-
ren. Dazu beachten wir, daR jede Komponente der Urbildkurve im zwei-
dimensionalen Ball B, = Y ein linear eingebetteter eindimensionaler
Ball ist, d.h. unter der Standardeinbettung des Balles ZBZ in P2 der
Durchschnitt mit einer projektiven Gerade ist. Die relative Proportio-
nalitat wurde ja genau unter dieser Voraussetzung an die Kurve F be-
wiesen (vgl. B.1,J). Die Verschdrfung der Proportionalitdt ist nun die

folgende Aussage:

Ist C eine glatte kompakte Kurve in einer Ballquotientenfliche Y ,
so gilt die Ungleichung

*(13) 2.¢2 2 e(C) ,

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn jede Komponente der Urbild-
kurve ein linear eingebetteter eindimensionaler Ball ist.

Der Beweis dieser verscharften Version ergibt sich aus der folgenden

Ungleichung fur die ersten CHERNschen Formen:

Bezeichnet € die Urbildkurve von C im Ball B2 (oder eine ihrer

Zusammenhangskomponenten), so gilt
o (14) 2Bl = 37O,

und im Fall der Gleichheit ist jede Komponente der Kurve C ein linear
eingebetteter eindimensionaler Ball. Wegen der KAHLER-EINSTEIN-Relation
110B2) = —3w flir den Ball (vgl. B.1(4)) ist (14) zu der Ungleichung

1,0 = 20|
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(mit der entsprechenden Aussage tiber die Gleichheit) aquivalent. Da 7
die RICCI-Form ist und die Ballmetrik die konstante holomorphe Schnitt-
krimmung S = -2 hat, folgt diese Behauptung aus einer allgemeinen
Aussage lber die RICCI-Form auf Untermannigfaltigkeiten von komplexen
Raumformen (siehe [Kob-Nom II: IX;9.5,p.177]). Im Fall der Gleichheit
hat die Untermannigfaltigkeit verschwindende zweite Fundamentalform und
ist somit total geoditisch (vgl. [Kob-Nom II: VII;8.8,p.59]); folglich
ist jede Zusammenhangskomponente isometrisch zur Einheitskreisscheibe
IBl und auch linear eingebettet, wie aus [Kob-Nom II: XI; 10.7, p.285]

zZu entnehmen ist. -

Dieser Satz wurde (in wesentlich allgemeinerer Form) von I. ENOKI be-
wiesen (siehe [Héfer: 1.2.3]); er ist insbesondere auch fiir beliebige
zweidimensionale Raumformen giiltig, wenn die Aussage tber die Gleich-
heit entsprechend modifiziert wird (die Kurve C muB in Y total
geodatisch sein). Wir merken noch an, daR sich aus der Ungleichung die
folgenden

Aussagen ergeben:

i) Jede glatte kompakte Kurve in einer Ballquotientenfliche hat nega-
tive EULER-Zahl (also Geschlecht g = 2 ).

i1) Jede glatte kompakte Kurve in einer flachen zweidimensionalen Raum-
form ist entweder elliptisch, oder sie hat negative EULER-Zahl.

Beide Aussagen sind wohlbekannt und sind natirlich auch unmittelbar zu
sehen, indem man die Urbildkurve in der universellen Uberlagerung ¥

betrachtet.

B.3 KOMPAKTIFIZIERTE BALLQUOTIENTEN UND LOGARITHMISCHE
PROPORTIONALITAT

A. Der Proportionalitédtssatz fiir kompaktifizierte Ballquotienten: Wir
betrachten eine offene Fliache Y° , die ein kompaktifizierbarer Ball-

quotient ist, d.h. ein nicht-kompakter Quotient des Balles B2 nach
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einer diskreten Gruppe I’ von frei operierenden Automorphismen, der
in der kanonischen hyperbolischen Metrik endliches Volumen hat (eine
solche Gruppe heift ein Gitter). Die offene Flidche kann durch endlich
viele Punkte (,Spitzen") zu einer kompakten Fliche mit normalen Singu-
larititen abgeschlossen werden. Wenn das Gitter T (in einem techni-
schen Sinne) ,hinreichend klein" ist, wird jede dieser Spitzemsingula-
rititen Pj durch eine glatte elliptische Kurve A.j aufgelast, die

in der dann entstehenden glatten kompakten Fliche Y negative Selbst-
schnittzahl hat (vgl. HEMPERLY [1972: 2]). Wir nennen das Paar (Y,A)
eine ,elliptische" Kompaktifizierung der offenen Ballquotientenfliche
Y° mit dem Kompaktifizierungsdivisor A = ¥ A.j . Da wir nach einem

Satz von SELBERG (vgl. BOREL [1963: 2.3]) diese Situation stets durch
Ubergang zu einem Normalteiler T’ < I wvon endlichem Index erreichen

kénnen, wollen wir uns auf diesen Fall beschrianken.

Der Proportionalitdatssatz aus B.1,G hat ein logarithmisches Analogon
fur offene Ballquotientenflichen: Ist (Y,A) eine elliptisch kompakti-
fizierte Ballquotientenfliche, so sind ihre logarithmischen CHERNschen
Zahlen proportional zu den CHERNschen Zahlen der projektiven Ebene,

d.h. es gilt

o(1) 2 (Y,8) = 3¢, (¥,4) > 0 .
Mit A.2(6) konnen wir eine dquivalente Umformulierung geben, nimlich
K2 - ZAJ? - 3e(V)

Dieses Ergebnis wird in dem Artikel von HEMPERLY [-: §5-7] auf folgen-
dem Wege bewiesen: Zu jeder Spitze Pj gibt es eine abzihlbare Basis
von punktierten Umgebungen U;,n , die punktierte Scheibenbindel uber
der kompaktifizierenden elliptischen Kurve Aj sind. Auf jedem dieser
Bandel U n wird dann eine positiv definite HERMITEsche Metrik kon-

struiert, die auf das volle Scheibenbtindel Uj n mit der Kurve Aj

als Nullschnitt fortsetzbar ist. Diese Metriken kémnen auf den ,Kreis-

ringbindeln”

Vin ™ Y50 \NYnn
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mit der hyperbolischen Metrik der offenen Ballquotientenfliche Y° nmit
Hilfe einer Zerlegung der Eins zu einer C* -Metrik auf der glatt kom-
paktifizierten Fliche Y verklebt werden. Zu der Metrik gehdéren CHERN-
sche Differentialformen 7% und Ty die dann durch Integration aus-
gewertet werden koénnen. HEMPERLY zeigt, daB die Grenzwerte (fiur n -+ =)

der Integrale

dieser Formen vy (= 7% bzw. 12) dber die Kreisbiindel Vj n existieren

und daR gilt:

: 2 2 .
11mn*w 71[Vj,n] = Aj ;

lim 7[5 1 =0 .

Da auf dem Komplement der Scheibenbiindel die hyperbolische Metrik mit
1% - 312 beibehalten wird, folgt (mit Un T Uj Uj n und Vn -
Un \ ﬁn+1 ) offenbar

K2 = lim 42[Y\U_ ;1 - lim GEYNU )+ A2V D)

- lim_ 3v,[Y\U_] + lim_,_ y{[vn] - 3e(¥) + ¥ A§ )

Diese Gleichung E% - 332 fur kompaktifizierte Ballquotienten ist wie
in der ,absoluten" Theorie der Grenzfall einer Ungleichung, wie SAKAI
[1980: Thm. 7.6] gezeigt hat: Fur ein Paar (Y,A) vom allgemeinen Typ
gilt

o(2) c%(Y,A) < 3c,y(Y,A)

Der Beweis benutzt die algebraisch-geometrischen Methoden, die im abso-

luten Fall von BOGOMOLOV und MIYAOKA verwendet werden (vgl. B.2,F).

B. Relative KAHLER-EINSTEIN-Metriken, logarithmische CHERNsche Zahlen
und die Charakterisierung von kompaktifizierten Ballquotientenfléchen:

Auch zu der Umkehrung des Proportionalitidtssatzes wund der Charakteri-
sierung der kompakten glatten Ballquotientenflichen aus Abschnitt B.2,
F gibt es entsprechende Aussagen im Rahmen der logarithmischen Theorie.
Wir berichten dazu tiber einige Ergebnisse von R. KOBAYASHI [1985].
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Wir betrachten wieder ein minimales Paar (Y,A), wobei wir voraussetzen,
daf der ,logarithmisch kanonische" Divisor K = Ky + A den folgenden

Bedingungen genigt:

i ®2=1;
ii) K 1ist ;numerisch effektiv" (siehe A.2,C):

iii) Jede Komponente Aj von A mit K-A >0 ist glatt.

Wie wir bereits wissen, folgt aus i) und ii) sofort, daR (Y,A) vom
logarithmisch allgemeinen Typ ist; weiter folgt aus ii) mit der Adjunk-
tionsformel, daB A semi-stabil ist. Wir bezeichnen mit E° das Sys-
tem der (-2)-Kurven, die ganz in der offenmen Fliche Y° = Y\A gelegen
sind. In dieser Situation zeigt R. KOBAYASHI in Theorem 1 seines Arti-
kels, daf es auf Y° eine - bis auf konstante Vielfache eindeutig be-
stimmte - vollstandige E°-KAHLER-EINSTEIN-Metrik (wie in B.2,G) gibt,
deren RICCI-Form auf Y°\E° negativ definit ist, und daR Y° in die-
ser Metrik endliches Volumen hat. Zu dieser ,logarithmischen E° -
KAHLER-EINSTEIN-Metrik" auf (Y,A) gehéren wiederum CHERNsche Formen
91 und ;2 , und es gilt die Ungleichung

o (3) 0 < ¥ = 3,

mit der Charakterisierung der Gleichheit wie bisher. In Lemma 9 wird
gezeigt, daR die Formen ;% und ;2 Uber Y° integrierbar sind und
daf zwischen diesen Integralen 3% bzw. 32 und den logarithmischen

CHERNschen Zahlen &2 = c2(Y,A) bzw. C, = c,(Y,A) die Beziehung

o(8) &2 - E% L &y =Ty~ c(E%)

(mit ¢ aus B.2(11)) besteht. Zum Beweis wird die logarithmische E°-
KAHLER-EINSTEIN-Metrik aus Theorem 1 als singulare HERMITEsche Metrik
auf dem holomorphen Vektorbiindel F interpretiert, dessen Dual F
zu der lokalfreien Garbe Q%<:A> gehért, wobei diese Metrik auf Y°
regular ist und liangs A genau kontrollierte Singularitdten hat. Die
logarithmischen CHERNschen Zahlen E% bzw. 52 sind die Integrale
der CHERNschen Formen ;% bzw. ;2 , die zu einer glatten HERMITE-

schen Metrik auf F gehoren. Die Formen ;k und ;k unterscheiden
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sich auf der offenen Fliache Y° \ E° um exakte Formen d¢k mit kon-

trolliertem Randverhalten.

Fir eine Ausschopfung (Wn) von Y° durch relativ kompakte Mengen mit
glattem Rand, so daB Y"\Wn eine Basis von ,guten" Umgebungen von A
ist, wird durch Analyse dieses Randverhaltens bewiesen, daR fir die
3-Formen ;1A¢1 bzw. @Adp; bzw. ¢, die Folge der Integrale tber
8Wn gegen Null konvergiert. Die Behauptung folgt dann aus dem Satz
von STOKES; der Beitrag e(E°) der (=2) -Kurven von Y® berechnet
sich wie im absoluten Fall. Aus (3) und (4) folgt dann die Aussage

des Theorems 2:

Zwischen den logarithmischen CHERNschen Zahlen eines Paares (Y,A) wie

oben gilt die Ungleichung

o(5) 0 < E%

< 3(cy-e(E%))
und die Gleichheit gilt genau dann, wenn die offene Fliche Y° \ E°

konstant negative holomorphe Schnittkriimmung hat.

Da Y° beziglich der logarithmischen E°-KAHLER-EINSTEIN-Metrik voll-

stdndig ist, gilt im Fall der Gleichheit E% - 332 , daR Y° das Kom-
plement der diskreten Menge von Quotientensingularitdten in einer sin-
gulidren offenen Ballquotientenfliche ist. Ahnlich wie in B.2,G haben
wir damit eine Verschirfung der algebraisch-geometrischen Ungleichung

(2) erhalten.

C. Die globale logarithmische Proportionalitiitsabweichung: Wir kénnen
die Ungleichung (2 ) fir die logarithmischen CHERNschen Zahlen, den

logarithmischen Proportionalititssatz (1) und die Charakterisierung der
relativen Ballquotienten mit der globalen logarithmischen Proportiona-

litiatsabweichung
. 2 -~ =2
e(6) Prop(Y,A) = (3c2-c1)(Y,A) - 3c2 -c3

folgendermaRen ausdricken: Ist (Y,A) eine minimale relative Flache
vom logarithmisch allgemeinen Typ und A eine semi-stabile Kurve, so

gilt stets die Ungleichung

Prop(Y,A) =2 0 ,
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und die Gleichheit Prop(Y,A) = 0 gilt genau dann, wenn (Y,A) eine

relative Ballquotientenfliche ist.

Wir wollen weiterhin den Standardfall betrachten, daR nimlich A aus
disjunkten glatten elliptischen Komponenten Aj besteht. In dieser

Situation erhalten wir jetzt den Ausdruck
- (2 - vady - 2
o(7) Prop(Y,A) =~. 3e(Y) (Ky ZAj) = Prop(Y) + ZAj ,

indem wir die Formel A.2(6) benutzen.

D. Der logarithmische relative Proportionalitidtssatz: Wir haben in der

Formel 1.1(15) mit Hilfe der Adjunktionsformel die relative Proportio-
nalitdtsabweichung prop(C) = 202 - e{(C) einer glatten Kurve C in

einer (kompakten) Flache X durch die Formel
prop C = —(ZKX-C + 3e(C))

ausgedrickt. Wie wir in A.2,1 gezeigt haben, gilt far den Fall, daR X
eine kompakte Ballquotientenfldche ist und daR C unter einem nicht-
trivialen Automorphismus punktweise fest bleibt, die Proportionalitit
2-KXC = -3.e(C) (vgl. B.1(8)), also prop C ~ 0. Wie ist die Formel

in unserer ,logarithmischen" Situation zu modifizieren?

Werm in dem Paar (Y,A) der Divisor A =¥ Aj aus disjunkten ellipti-
schen Komponenten besteht, so hat der logarithmische kanonische Divisor

K = Ky + A die Orthogonalitatseigenschaft
E-Aj =0 fur alle j ,

denn es gilt (KY+A)-Aj - KY-Aj + Aj-Aj = 0 . Damit ist die Dar-
stellung

K, = K-a
eine  orthogonale Zerlegung des kanonischen Divisors in ,innere” und
«Randkomponenten”; die zu KY und K gehérigen Geradenbindel sind
auf Y° isomorph. Nun sei (Y,A) ein kompaktifizierter Ballquotient
und C eine Kurve, die nicht in A 1liegt und die unter einem nicht-

trivialen Automorphismus punktweise fest bleibt. Wenn nun diese Kurve
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nim Inneren” liegt, d.h. wenn also C-A = 0 gilt, so laBt sich der
Beweis des relativen Proportionalititssatzes aus B.1,I tbertragen, und

wir erhalten
2K-C = -3e(C)
Wegen C-A = 0 gilt dann natltirlich auch

2K-C = -3e(C\A) = ~3(e(C)-C-A)

Diese Gleichung ist die logarithmische Variante des relativen Propor-
tionalitidtssatzes; sie ist auch dann richtig, wenn die Kurve € die

Kompaktifizierungskurve A transversal schneidet: Es gilt
K-C = —-3e(C\A) = —3e(C) + 3A-C

oder mit K = KY + A &4quivalent umgeformt

¢(8) ZKY-C = -3e(C) + A-C bzw. prop(C) + A-C = 0 .

Wir gehen auf den Beweis hier nicht ein. Fir den Fall arithmetischer
Ballquotientenfldchen hat R.-P. HOLZAPFEL [1981: Prop.3.4] den Satz
mit Hilfe von MUMFORDs Proportionalitidtssatz [1977] bewiesen.

E. Offene Ballquotienten mit Verzweigungsort: Nach neueren Ergebnissen
von CHENG und YAU [1986] sowie KOBAYASHI, NARUKI und SAKAI [1987] (an-

gekindigt) kann man auch solche Ballquotienten BZ/P durch verallge-
meinerte Chernzahlen charakterisieren, bei denen die Elemente von T
nicht-isolierte Fixpunkte haben. Wir wollen hier die Resultate aus der

letztgenannten Arbeit in der uns interessierenden Situation darstellen:

Es sei § eine glatte Fliache und £ - Zf.j wie in Kapitel 4 eine
(regularisierte) gewichtete Kurvenkonfiguration auf §. Alle Kurven
in ﬁ, die nach 4.2 oder 4.3 modifizierte Gewichte n < 0 oder

n = « erhalten dirfen, werden kontrahiert. Diese Kurven sind dann
rational oder elliptisch; sie sind disjunkt und haben negative Selbst-
schnittzahlen. Wir erhalten so eine normale Fliche S’ mit einem
rationalen (WEIL-) DiYisor D’ = Z xj-Lﬁ , der aus den Bildern der
restlichen Kurven in L mit den Koeffizienten xj =1 - 1/nj wie in

4.1 gebildet wird. Den Tridger dieses Divisors bezeichnen wir mit L’.
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Wir setzen voraus, daf (S’',D’) vom allgemeinen Typ ist, d.h. daR die
normale Flache §' ©bezlglich des Divisors K, + D' (oder aquivalent
die glatte Flache S bezliglich des rationalen Divisors Q°® aus 4.3,E)
die Dimension 2 (im Sinne der D-Dimension aus A.1,G) hat. Falls dieser
Divisor Kg, + D’ schon ample ist (was man ggf. durch Kontrahieren von
weiteren Kurven auf S’ erreichen kann), kann man auf (5',D') eine
EINSTEIN-KAHLER- "Orbifold-Metrik" konstruieren. Dies ist eine Metrik
auf den glatten Punkten von S’\L’ , die auf dem Rand in dem folgenden

Sinne ,gutartige" Singularitdten hat:

Uber den regularen Punkten von L' und tber den Punkten von S’ , die
von der Kontraktion der Kurven mit negativen Gewichten herkommen, liaRt
sich die Metrik beim Zurickholen auf die passenden lokalen Uberlage-
rungen (eindeutig) so fortsetzen, daf dann eine echte Metrik entsteht.
Diese passende lokale Uberlagerung ist in einem reguldren Punkt von L/
gerade die zyklische Uberlagerung vom Grad nj ; in einem gewshnlichen
Doppelpunkt nimmt man entsprechend das Produkt zweier solcher Uberlage-
rungen, und in dem Bildpunkt zu einer kontrahierten Kurve mit Gewicht
m < 0 die Uberlagerung vom Grad m? , die in C.1 beschrieben wird. In
den Spitzen, d.h. den Bildpunkten der kontrahierten Kurven mit Gewicht
© ist die Metrik nicht definiert, sie ist aber im Komplement vollstin-
dig. Wie in den friher betrachteten Fillen gilt dann eine verallgemei-

nerte MIYAOKA-YAU-Ungleichung in der Form

«(9) (xs,+1>')2 < 3.3(s%)

mit der modifizierten EULER-Zahl
¢(10) e(S') = e(S) - jxJ.-(e(Lj)—rj) - Zp(l - 1/Np) )

wobei rj die Anzahl der Schnittpunkte und Singularititen auf Lj ist
und fir einen Schnittpunkt oder singuliren Punkt p die Zahl Np die
oben erwihnte Ordnung einer lokalen Uberlagerung bezeichnet (mit N

d.h. 1/Np = 0 fir das Gewicht « ), Im Fall der Gleichheit

P

i@,

in (9) hat die Metrik konstante holomorphe Schnittkrimmung.

Wenn X eine passende (glatte) N-blattrige Uberlagerung zu der ge-

wichteten Kurvenkonfiguration ist (wobel wie in 4.2 die Kurven mit
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negativen Gewichten schon kontrahiert sind) und A die Vereinigung
aller Kurven zum Gewicht « auf X bezeichnet, so erhalt man leicht

die Beziehungen

o(11) Kz +8)?2 = N-(Kg, +D)?
e(X)-e(A) = N-e(S')

und damit

«(12) Prop(X,A) = N-(38(5*)-(Kg,+D)2)

Wie im ,klassischen" Fall folgt aus der Gleichheit in (9) schon, da8

KS,-PD' ample ist. Wir erhalten so den folgenden Satz:

F. Existenz von passenden Uberlagerungen zu hyperbolischen Gewichten:

Die gewichtete Kurvenkonfiguration L auf § sei numerisch” hyper-
bolisch, d.h. in den Formeln aus Kapitel 4 gelte formal (mit negativen

und unendlichen Gewichten)
Prop(X) = 0 und «(5,Q°) =2

(wobei Q° gemiR 4.3, E mit dem Absolutbetrag der Gewichte gebildet
wird); wir setzen also hier die Existenz einer passenden Uberlagerung
nicht voraus! Dann ist die normale Flache §' die Kompaktifizierung
eines Ballquotienten iBz/P , und die Uberlagerung ZBZ -+ §’ 1ist entlang
Lj mit Ordnung “j verzweigt. Daraus folgt nun, daf es tatsichlich

eine passende Uberlagerung gibt:

Der Satz von SELBERG (s. BOREL [1963: 2.3]) garantiert, daR in I ein
torsionsfreier Normalteiler Fo von endlichem Index existiert. Damit
ist die glatte Flache 'BZ/PO in unserem Sinne eine passende Uberlage-

rung zu der gewichteten Kurvenkonfiguration mit GALOIS-Gruppe F/Fo .
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C.1 VERZWEIGTE UBERLAGERUNGEN

1. Definition. Eine (verzweigte) Uberlagerung einer komplexen Mannig-
faltigkeit X 1ist eine endliche surjektive eigentliche holomorphe Ab-
bildung #: Y - X eines zusammenhingenden normalen komplexen Raumes

Y auf X.

2. Der Grad von n ist die Gesamtzahl der Blatter, die Verzweigungs-
ordnung in y € Y die Anzahl der in y zusammenfallenden Bliatter
(genauere Definitionen: [B-P-VdV], I.16). Die ﬁberlagerung heift un-
verzweigt, wemn die Verzweigungsordnung in allen Punkten von Y
gleich 1 ist. Unverzweigte Uberlagerungen sind genau die endlich-
blattrigen topologischen Uberlagerungen von X. Der Verzweigungsort
von x in X ist das Bild aller y € Y mit Verzweigungsordnung

n > 2 unter . Zwei Uberlagerungen LIk Y1 -+ X und LOX Y2 -+ X
sind isomorph, wenn es eine biholomorphe Abbildung £: Yl - Y2 mit
ﬂzf = x; gibt. Eine Decktransformation von =x 1ist eine biholomorphe
Abbildung £f: Y > Y mit «f = x. Wenn die Gruppe der Decktransforma-
tionen von = transitiv auf Y operiert, heift = Galois-ﬁberlage-
rung. Uberlagerungen mit kommutativer Decktransformationsgruppe heifen

abelsch.

3. Satz (Fortsetzung von Uberlagerungen).

(a) x: Y-+ X sei eine Uberlagerung der komplexen Mannigfaltigkeit X.
Dann gibt es eine echte analytische Teilmenge Z von X, Uber deren

Komplement = eine unverzweigte Uberlagerung ist.
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(b) Umgekehrt sei Z eine echte analytische Teilmenge der komplexen
Mannigfaltigkeit X und «°: Y° -+ X° =X\ Z eine (nach Defini-
tion endlichblittrige) unverzweigte Uberlagerung. Dann gibt es bis auf

Isomorphie genau eine verzweigte Uberlagerung «: Y + X, die =«°

fortsetzt:
Y ¢ ¥
x| | =
X° c X

(c) w;: Y; - X; (i=1,2) seien unverzweigte Uberlagerungen mit Fort-

setzungen =, : Yi - Xi wie in (b). £: Xl - X2 sei eine holomorphe
Abbildung, deren Einschrinkung f£°: X; i X; sich zu F°: Y; - Y;
liften laRt. Dann hat E° eine Fortsetzung f: Y, - Y2 :

k4
¥ Yy
D L, F° o &
Y > X
[} o
ﬁ'l 11 1|’2 12
o
g —E
D N\
X £ X
1 2

(d) In der Situation (b) 14Rt sich jede Decktransformation von x° zu
einer von « fortsetzen. Wenn x° eine Galois-Uberlagerung ist, so

auch =«.

Beweis. (a): vgl. [B-P-VdV]}, I.16. (b) ist Satz 8 bei Grauert und Rem-
mert [1958]. In der Arbeit wird bewiesen, daB die dort betrachteten
nanalytischen Uberlagerungen" verzweigte Uberlagerungen in unserem
Simme sind. (¢) ist in der topologischen Kategorie das ,Extension
Theorem” von R.H. Fox [1957]. Der Riemannsche Abbildungssatz garan-
tiert, daR f analytisch ist. (d) folgt sofort aus (c). o

AuRerhalb der Singularitiaten des Verzweigungsortes ist die lokale

Struktur einer verzweigten Uberlagerung =x: Y » X recht einfach. (a)
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und (b) des folgenden Satzes sind die Sitze 11 und 10 bei Grauert und
Remmert [1958], (c) folgt z.B. aus dem bekannten Aufldsungsverfahren

fir Singularitidten, etwa [Lau}, p. 7-13.

4. Satz. Far eing Uberlagerung =n: Y - X der komplexen Mannigfaltig-
keit X gilt:

(a) Der Verzweigungsort Z ist eine rein l-kodimensionale analytische
Teilmenge von X (oder leer).

(b) Singularitdten von Y konnen hochstens {iber denen von Z 1liegen.

Wenrmn 7 in y € Y mit Ordnung n verzweigt ist und z = x(y) ein

reguldrer Punkt von Z 1ist, gibt es lokale Koordinaten (vl,..,vm)

von Y um y und (ul,..,um) von X um 2z, beziglich derer =
. . n = =

beschrieben wird durch uy vy u, = v, . = vy

(c) Nun sei X speziell eine Fliache und z ein gewdhnlicher Doppel-
punkt von Z. Dann ist Y in y e n'l(z) genau dann nichtsingulir,

wenn es lokale Koordinaten wie oben gibt, so daR =« die Form

n n
- v, 1 - 2
171 Y2 T V2
hat. o
5. Definition, n: Y > X sei eine Galois-Uberlagerung der Fliche X.

Dann wird far ein x € X die Verzweigungsordnung in einem (beliebigen)
y € r'l(x) als Verzweigungsordnung in x bezeichnet. Die Verzwei-
gungsordnung lings einer irreduziblen Kurve € in X 1ist gleich 1,
wenn € nicht im Verzweigungsort liegt, und ansonsten gleich der
Verzweigungsordnung in einem (beliebigen) Punkt auf C, in dem die

Verzweigungskurve glatt ist.

In Ausnahmefillen liegen auch Uber Mehrfachschnittpunkten des Verzwei-

gungsortes regulare Punkte:

6. Satz. Es seien Ll'Lz'L3 verschiedene Geraden durch den Ursprung
der komplexen affinen Ebene und n,,ny,n3 2 2 ganze Zahlen. Die Summe

der Reziprokwerte sei grofer als 1. Dann ist auch die durch

1 1 1
— e — F — = 1+ —
ng N, Ny m

definierte Zahl m ganz (sogar durch 2 teilbar), und es gibt genau
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eine Uberlagerung =: Y -+ €2 durch eine nichtsingulare Flache Y, die
genau entlang der L; mit Ordnung n; verzweigt ist. x hat den
Grad mz. Wenn o: $2 - ¢ die Aufblasung des Ursprungs mit der ex-
zeptionellen Geraden E 1ist, ist die durch x definierte Uberlage-
rungsfliche ¥ von &% ebenfalls nichtsingulir, und die induzierte

Abbildung o: ¥ » Y ist die Aufblasung im Punkt w_l(O). x ¥ g2

ist langs E mit der Ordnung m verzweigt.

Beweis (vgl. Deligne-Mostow [1986], 10.3): Fur solche ,platonischen®
Tripel von Zahlen (vgl. 4.2, B) gibt es eine verzweigte Uberlagerung
£: By *IPl, die in genau drei Punkten mit den angegebenen Ordnungen
verzweigt ist: Man lasse die entsprechende Polyedergruppe (der Ordnung
m) in S0(3) auf der Einheitssphire s2 =iP1 operieren. Nach Defi-
nition des tautologischen Linienbindels O0(-~1) auf dem Pl ist des-
&2

sen Totalraum die aufgeblasene Ebene mit der exzeptionellen Kurve

E =P, als Nullschnitt. Wir betrachten das Diagramm

o-1) -4 o(-m) £ o¢1)

~ | l

f ==
P, - P, =E.

O(-m) 1ist das zurtickgeholte Bindel f*O(—l), und d ist die Diago-
nalsbbildung s + s@...8s € 0(-1)®® = 0(-m). Far die Totalraume
ist  := fod eine Uberlagerung von 62, wobei das Urbild der exzep-
tionellen Kurve wieder eine rationale (-1)-Kurve ist. Man tberzeugt
sich leicht, dafR man nach Kontrahieren beider Kurven die gewiinschte
Uberlagerung = erhalt. Die Galois-Gruppe ist eine zentrale Erweite-
rung der urspriinglichen Polyedergruppe mit einer zyklischen Gruppe

der Ordnung m. 0

7. Satz. «x: Y+ X sei eine Galois-Uberlagerung zwischen glatten
Flachen. Wenn dann der Verzweigungsort in X, € X 1lokal aus r 2 3
nichtsinguliren Komponenten besteht, die sich in X, transversal
schneiden, so ist r = 3, und es liegt die in Satz 6 beschriebene

Situation vor.

Beweis. Ohne Einschrankung bestehe n_l(xo) nur aus einem Punkt Yor

und X sei ein kleiner Ball im €2. Die Aufblasung o: £-+X in %,
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induziert die Abbildungen

A

vy —2

| i

X +——

P> b— =D
EES

wobei ¥ nun aber den Schnittpunkten der exzeptionellen Kurve E mit
den eigentlichen brbildern ii der Verzweigungskurven von « singu-
lar sein kann. f: ¥ » ¥ sei eine Aufldésung dieser Singularititen
durch Ketten rationaler Kurven mit Selbstschnittzahlen < -2 (s. z.B.
[Laul). (fos)_l(yo) besteht aus dem eigentlichen Urbild E von E
unter for als zentraler Kurve und diesen Ketten als Armen. Diese
Konfiguration muf also durch sukzessives Niederblasen von (-1)-Kurven
verschwinden [B-P-VdV], III.4), was nur mdglich ist, wenn E selbst
exzeptionell ist und héchstens zwei Arme vorhanden sind. Die Ein-
schrankung E -+ E ist daher eine Uberlagerung der projektiven Geraden
tber sich selbst. Die Verzweigungsordnung in ii NnE sei ni. Die
Hurwitz-Formel ergibt dann fir den Grad d

(0) 2 - 2-ya-H.
Wenn tber ii N E keine Singularitit von]_Q liegt, gilt ng =mn; =2
(Satz 4(c)). Da héchstens zwei Singularitidten auftauchen, bleiben fur
die ni ¥ n; nur die Fille

oni—nﬁ-d (i i) oni-d -2n’i-d.

Die ersten beiden Fille kollidieren mit (¢), im letzten Fall folgt
nach (¢) r =3 wund nj = 2 fur die ubrigen beiden Punkte. Dann
haben wir aber schon den in Satz 6 beschriebenen Fall und erhalten

nachtraglich ni - n;. o]

C.2 PASSENDE UBERLAGERUNGEN ZU GEWICHTETEN KURVENKONFIGURATIONEN

1. Definition. Eine Kurvenkonfiguration L 1ist die Vereinigung von k
verschiedenen zusammenhingenden nichtsinguliren Kurven Ll,..,Lk
auf einer glatten Fliche S, von denen sich je zwei stets transversal
schneiden. Eine Geradenkonfiguration ist eine Kurvenkonfiguration aus

projektiven Geraden auf dem Pz(C).
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Fir jedes p € S bezeichne r(p) die Anzahl der L; in L, die p
enthalten. py,--,Pg seien die pe S mit r(p) = 3; die P, hei-
Ben singuldre Schnittpunkte von L. r(pu) wird mit r, abgekirzt.
Fir jede Kurve L; wund jedes r = 2 setzen wir

T B (peLi :r(p) = r)
T, = (peLi : r(p) 2}
L B (pGLi : r(p) = 3}.

v

o: § + S sei die Aufblasung in den singuliren Schnittpunkten von L.
Dann wird die aus den eigentlichen Transformierten L'i der L; und
den exzeptionellen Kurven EV -1 (py) bestehende Konfiguration £

auf § als Regularisierung von L bezeichnet.

2. Definition. Gewichte fir eine Kurvenkonfiguration sind ganze Zahlen
n; = 1 (i=-1,..,k) und m, = 1 (vwv=1,..,s).

Das Gewicht 1 1ist hier also ausdricklich zugelassen.

3. Definition. L sei eine Kurvenkonfiguration auf S mit den Ge-
wichten N,y und MWy, .M. Eine verzweigte Galois-ﬁberlagerung
A A
x: X > S

heift zu den Gewichten passende Uberlagerung, wenn X eine nicht-
singulare Flache ist und = genau entlang der Kurven L: mit Ordnung
n; und entlang der E, mit Ordnung m, verzweigt ist. Wenn es eine
solche Uberlagerung gibt, heift die gewichtete Konfiguration auch uni-
formisierbar. Das Komplement §\£ =~ S\L wird mit S° bezeichnet,
der Uberlagerungsgrad mit N. Die reduzierten Urbilder der L bzw.
E, seien ti bzw. Ey.
4. Passende Uberlagerungen zu einer vorgegebenen gewichteten Konfigu-
ration sind - wenn sie Uberhaupt existieren - meist nicht eindeutig
bestimmt. Zu je zwei Uberlagerungen gibt es jedoch eine dritte, die

die beiden unverzweigt Gberlagert (s. C.4.5).

5. In der betrachteten Situation haben wir das folgende kommutative

Diagramm (C.1.3):



C.2 Passende Uberlagerungen 275

Qi

X p'e
> L, ¢
X
. | x
SO
) [\
s §
ag

7 ist die Fortsetzung der unverzweigten Uberlagerung x° - 8°. Die
Flache X ist normal, und g ist eine Auflésung der Singularititen

von X (mit Ausnahme der Situation von C.1.7).

6. Uber einer glatten Kurve C mit Verzweigungsordnung n induziert
7 eine g-bléttrige Uberlagerung. Der Divisor 2°C auf X ist das
n-fache der reduzierten Urbildkurve %'I(C). {Uber dem Schnittpunkt
zweier Kurven mit den Ordnungen n und m liegen ﬁ% Punkte von X.

Nach C.1.4(b) ist ~ }(C) nichtsingular.

C.3 DIE FUNDAMENTALGRUPPE DES KOMPLEMENTS EINER GERADENKONFIGURATION

1. Definition. € sei eine projektive Gerade, q1,--,9, Ppaarweise
verschiedene Punkte auf C. q sei ein Punkt in €° = ¢ —(ql,..,qr).

Einfache Erzeugende der Fundamentalgruppe wl(C°,q) sind dann
Elemente Wy, mit Wyt = 1, wobei die Umlaufzahl eines wg

um  qg gleich 1 und um die Ubrigen qj gleich 0 ist.

2. Fir solche Wy, 0L hat dann wl(Co,q) die Priasentation

( R | wl-..vwr-=1 ).

3. Satz, L sei eine Geradenkonfiguration auf S =P? nit dem
Komplement S° = S\L. C CS sei eine weitere Gerade, die keine

Schnittpunkte von L trifft. q sei ein Punkt auf C° = CcnS°.
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Dann gilt
(a) Die Inklusion C° - S° induziert einen Epimorphismus
L ﬁl(Co,q) - kl(So,q) =: H.
(b) Auf dem Niveau der Faktorkommutatorgruppen ( = Homologiegruppen)
induziert ¢« einen Isomorphismus

L' ri(Co,q) - xi(So,q) =: H'.

Einfache Erzeugende von rl(Co,q) erzeugen also H. Der Satz ist
altbekannt: (a) stammt von S. Lefschetz und gilt fdr beliebige Hyper-
flachen im IPM, (b) ist eine einfache Folgerung aus der zuerst von
0. Zariski [1929] angegebenen Prasentation von H. Far M > 3 ist
schon ¢ ein Isomorphismus; in unserem Fall M = 2 ist es wichtig,
daR L eine Geradenkonfiguration ist. Eine genauere Ubersicht iber
diese Sitze und Beweise findet man bei D. Cheniot [1973]. Die Kon-
struktion einer Prisentation von H geben wir hier wieder, einmal um
Aussage (b) 2zu beweisen und zum anderen, weil sie recht interessant
ist. Referenz ist Cheniot [1973], Théoréme (5.1.5) (dort nach van
Kampen benannt, weil ein erster vollstandiger Beweis von ihm stammt

[1933]). Die Konstruktion wird spater nicht mehr benétigt.

4, Eine Pridsentation von H = xl(so,q). Die Voraussetzungen und Be-

zeichnungen von Satz 3 werden Ubernommen. W10, seien einfache
Erzeugende von G = xl(C°,q). Die Bilder - L(wi) erzeugen dann
H, und VLo 1 ist eine Relation.

Sei nun A der Parameterraum aller Geraden durch q, die keine
Schnittpunkte von L treffen. Ein Grundpunkt in A wird durch die
Gerade C festgelegt. A 1ist eine gelochte projektive Gerade. Wenn
nun @ eine Schleife in A 1ist, die jedem t € [0,1] eine Gerade
Ct zuordunet (Co -C - Cl), damn gibt es dazu eine Isotopie ht

(t € [0,1]) der Einbettung ho: c® + 8° mit Ht(Co) - Ctr\S° und
ht(q) -q. h1 transformiert die wg in Elemente wi von G, deren
Bilder unter « mnach Konstruktion mit denen der wg tbereinstimmen.
Andererseits wird jedes wg durch eine Schleife ¢y reprasentiert,
die man wie folgt wihlen kann: Zunichst beschreibt ¢y einen Weg von

P 2zu einem Punkt nahe LirNC, dann eine kleine kreisférmige Schleife
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um diesen Punkt und verfolgt dann den Hinweg zurick. Dasselbe gilt
dann fur wi, und zwar umliuft wi wieder denselben Punkt im gleichen
Umlaufsinn - und dies unterscheidet unseren Fall von dem einer belie-
bigen Kurve im P,. w; ist daher in G zu w; konjugiert und stimmt
in der Faktorkommutatorgruppe G' mit ws tiberein. Jede Schleife ®

im Parameterraum A erzeugt so Relationen der Form L(wi) = L(w—l

wiw).
Der Satz von Zariski / van Kampen besagt nun, daf man so ein vollstédn-
diges Relationensystem fur die v; erhdlt, wobei man offenbar mit

endlich vielen Wegen, die ﬂl(A) erzeugen, auskommt. o

5. Definition. L sei eine Kurvenkonfiguration auf einer Flache S.

L sei beziglich lokaler Koordinaten (zl,zz) durch zy = 0 charak-
terisiert. Eine Schleife der Form t -» (e®*,0) (0 <t < 1) heift
dann kleine einfache Schleife um die durch zy = 0 bestimmte Kurve
von L. Eine einfache Schleife um eine Kurve Li beztiglich eines
Grundpunktes q € 8° ist die Hintereinanderschaltung eines von ¢
ausgehenden Weges w, einer kleinen einfachen Schleife um L; wund des
Rickweges w  nach (. Auch die Homotopieklasse einer solchen einfa-

chen Schleife in wl(S°,q) wird als einfache Schleife bezeichnet.

6. Bemerkung. Da je zwei kleine einfache Schleifen um L; als freie
Schleifen, d.h. ohne Fixierung des Basispunktes, ineinander deformiert
werden kénnen, sind je zwei einfache Schleifen um L, in der Funda-

mentalgruppe H konjugiert.

7. Definition. p sei ein Doppelpunkt Li n Lj der Kurvenkonfigu-
ration L. Beziglich lokaler Koordinaten (21’22) in einem durch
1zl <1, lz50 < 1 definierten Polyzylinder Up sei L durch
292y = 0 charakterisiert. Die Fundamentalgruppe nl(Uan°,p')
(p' € UprﬁS°) heiBt dann lokale Fundamentalgruppe in p.

8. Bemerkung. Up n $® 148t sich auf den Torus lzq = %, |z2| - %
zurickziehen. Die lokale Fundamentalgruppe in p ist daher (bis auf
die offensichtlichen Isomorphismen) unabhingig von den Auswahlen; sie
ist das freie abelsche Erzeugnis zweier einfacher Schleifen um Li

und L, (in (Upns°,p')).

3
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9. lokale Fundamentalgruppen einer Geradenkonfiguration. L sei eine

Geradenkonfiguration. Die exzeptionellen Kurven Eu auf § werden

von nun an auch mit Lﬁ+y bezeichnet, so dal alsoA L aus Li""Lﬂ+s
besteht. p sel ein Schnittpunkt L.n Lb von L mit lokaler Funda-
mentalgruppe Hp = ﬁl(UerS°,p), die von einfachen Schleifen wap'
“gp um L bzw. Lb erzeugt wird.

opt Hy o H=m(s%,q)

sei ein durch die Inklusion induzierter Homomorphismus. L(wap) und
L(wﬂp) sind dann einfache Schleifen um Lé bzw. Lé in H. Falls
L& eine der transformierten Geraden ist (d.h. a < k), ist damit

L(wap) konjugiert zu dem Erzeugenden Y, Von H. Anderenfalls gilt

10. Lemma. Ll""Lr seien r 2 1 Geraden durch den Ursprung im 62,
Uc €2 ein offener Ball um O und U° das Komplement der Li in U.
Dann gibt es einfache Schleifen w; um die L, in U°, deren Produkt
Wyt in nl(Uo,q) eine einfache Schleife um die exzeptionelle

r
Kurve E 1ist, die beim Aufblasen des Ursprungs entsteht.

Beweis ,durch Zeichnung":
) '
Z1
gl-ﬁ
§2 = 22
P E
-0 ¢ ’ ” £ ;=0
z €
- 1 -
210 flo

Ohne Einschrankung sei z = 0 keine der Geraden Li' Fir gentigend
kleines ¢ € € 1liegen alle Schnittpunkte P; der Ly mit der
Geraden zZ) = ¢ im Inneren einer Kreisscheibe ((zl,zz)lz1 =g,
|zz| < r) € U, deren Randkurve einerseits ein Produkt wyte 0.
einfacher Schleifen w; um die Li (in der Kreisscheibe) ist, ande-
rerseits innerhalb U° auf die Gerade z, - 0 parallel verschoben
werden kann. Diese Schleife ist dann eine einfache Schleife um E, wie

man in der Koordinatendarstellung der Aufblasung sofort sieht. ]
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Damit ist die Topologie von S° fur unsere Zwecke ausreichend be-
schrieben. Der Vollstidndigkeit halber sei noch erwdhnt, daf M. Kato
beim Beweis seines Existenzsatzes fir Uniformisierungen ([1984], Satz
C.4.7 in der vorliegenden Arbeit) die Konstruktionen in diesem Ab-
schnitt sehr genau durchgefihrt und dabei das Zusammenspiel der loka-

len Fundamentalgruppen mit der globalen detaillierter beschrieben hat.

C.4 EXISTENZUNTERSUCHUNG MIT HILFE DER FUNDAMENTALGRUPPE

1. Satz. L sei eine Kurvenkonfiguration. Mit den Bezeichnungen aus
Abschnitt €.3 gilt dann

(a) Die Isomorphieklassen verzweigter Galois-Uberlagerungen von s,
deren Verzweigungsort in £ liegt, stehen in bijektiver Beziehung
zu den Normalteilern von endlichem Index in H = wl(So,q). Die Deck-
transformationsgruppe der Uberlagerung ist dabei isomorph zur ent-
sprechenden Faktorgruppe von H.

(b) ACH sei ein Normalteiler von endlichem Index, =«: X+ 8§ die
zugehorige Uberlagerung. Dann ist die Verzweigungsordnung n, langs
einer Kurve H& in L gleich der Ordnung einer einfachen Schleife
um L& modulo A. Uber einem Schnittpunkt p von zwei Kurven L&

und Lb von L' ist X genau dann nichtsingular, wenn der Normal-

teiler L;l(A) in der lokalen Fundamentalgruppe Hp von (wap)n“

und (wﬂp)np erzeugt wird.

Beweis. (a) folgt sofort aus dem entsprechenden Satz fur unverzweigte
Galois-Uberlagerungen und dem Fortsetzungssatz C.1.3. Zu (b): Nahe p
zerfallt die Uberlagerungsfliche lokal in mehrere Zusammenhangskompo-
nenten. Die einzelnen Uberlagerungen entsprechen dann dem Normalteiler
t;l(A). Die Aussage ist daher nur eine Umformulierung von Satz C.1.4;
die Aquivalenz der Koordinatenbeschreibung dort mit der Formulierung

hier ist einfach, siehe z.B. [Lau], p. 7-13. O
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Wahrend es so gut wie hoffnungslos erscheint, Satz 1 fir einen allge-
meinen Existenzbeweis fiar Uniformisierungen zu benutzen, wurde das

analoge Problem im eindimensionalen Fall von R.H. Fox gelést:

2. Satz, G° sei das Komplement von r = 1 Punkten qqs- 09, auf
der projektiven Geraden C, und W15 ,@L seien einfache Erzeugende
der Fundamentalgruppe G = wl(Co,q).

(a) Die nur in den 9 verzweigten Galois-Uberlagerungen von C ent-
sprechen bijektiv den Normalteilern A von endlichem Index in G. Die
Verzweigungsordnung in 9 ist gleich der Ordnung von wy modulo A.
(b) Eine verzweigte Galois-Uberlagerung zu den Verzweigungsordnungen
ny,..,n, > 2 gibt es genau dann, wenn entweder r = 3 oder r = 2

und n; =n, ist.

Beweis. (a) ist das eindimensionale Analogon der Aussage von Satz 1.
(b) folgt dann fir r < 2 sofort daraus, daR G trivial oder gleich
Z ist; fir r > 3 konstruierte Fox [1952] eine endliche Gruppe G’
mit r Erzeugenden der Ordnungen ng, .., deren Produkt trivial
ist. Daher 1liaRt sich ein Homomorphismus G -+ G’ angeben, der die ge-

winschte Uberlagerung definiert. O

In einigen besonders einfachen Fdllen kann man den zweidimensionalen

Fall auf den eindimensionalen zurickspielen:
3. Lemma. L sei eine der folgenden gewichteten Konfigurationen:

(a) ein Blischel aus r = 3 Geraden Ll”"Lr

durch Py € S -ZPz mit Gewichten ny,..,0

T
und m - 1.

(b) ein Fast-Bischel, das auRer den r Gera-

den aus (a) noch eine weitere Gerade Lr+1

(Lr+1 ) pl) enthilt, mit Gewichten

0y, und mo=n.,.
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(¢) ein Doppelbiischel aus r > 3 Geraden

Ll""Lr

Lr+1""Lr+s durch P, #* Py» wobei die

durch pp €S und s > 3 Geraden

Verbindungsgerade von p; und Py nicht

zu L gehdért, mit Gewichten n und

1 Peyg
m = m,.
Dann gibt es eine passende Uberlagerung zu L mit diesen Gewichten.

Die Bedingungen m =1, my =n bzw. m - m, sind fur die

r+l
Existenz notwendig.

Beweis. Zuerst wird die letzte Aussage gezeigt. Sei also =: X - 5
eine passende Uberlagerung. C sei eine weitere Gerade, die in den
Fallen (a) und (b) durch Py und im Fall (¢) durch Py und Py
geht. Auf § wird die Transformierte C 2zu einer rationalen Kurve,
tber der « héchstens zwei Verzweigungspunkte hat. Da ¢ den Ver-
zweigungsort transversal trifft, induziert x eine verzweigte Uber-
lagerung von é mit diesen Verzweigungspunkten, woraus nach Satz 2

(b) die Behauptung folgt.

Nun zur Existenz. Fall (a) ist sofort erledigt, da das Komplement s°
auf die unendlich ferne Gerade zurlckgezogen werden kann, wo eine
ﬁberlagerung nach Satz 2(b) existiert. Da eine einfache Schleife um
die exzeptionelle Kurve E, trivial ist, ist die Fortsetzung auf §

langs El unverzweigt.

Fall (b) kann adhnlich behandelt werden, wird aber hier besser als
degenerierter Spezialfall von (c) aufgefaft, d.h. mit einem weiteren

Punkt P, auf L und s = 1.

r+1’ M2 T Tra

C sel die Verbindungsgerade von P und Po> ¢ ihre Transformierte
in §. Niederblasen der (-1)-Kurve C liefert insgesamt einen bi-
rationalen Morphismus

§=P, — Py xXP) =S".
Die Bilder der Li und Ey in S" seien L; bzw. E;; S" ist
dann in kanonischer Weise gleich E{ x Ej. E: sei das Komplement der

Schnittpunkte mit den L7 in EJ. Bis auf die Gerade C stimmen dann
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also S° und E; X E; berein; es
L ) o _ o
) ist = (E] X Ep,(q1,9,)) = H) X Hy
- . [
im mit HV = rl(Ey,qu). wl,..,wr,Sz
r bzw. w_4,..,0.,.,8; seien einfache
E3 Erzeugende von H, bzw. H,, wobei
§ die Gerade E" und w., die
Er Lr .. " v 14 1
1 r+l r+s Gerade L] umlauft.

In die Sprache der Algebra tbersetzt, liefert Satz 2 Homomorphismen
e1: By > @ e Hy > 8
auf endliche Gruppen <I>:'l und Qi’_, unter denen Wy a0y auf Elemente
der Ordnungen n,,..,n. abgebildet werden und § 2 im ersten Fall die
Ordnung m, erhdlt und im zweiten Fall verschwindet.
(pl—(pixrpﬁt Hl — ¢1=<I>]’_X‘Pi
hat dann die Eigenschaft
(01) Fir jedes Konjugierte €y ZU 62, far i =1,..,r und

alle a,beZ gilt: w? zg € ker Py = nila und m2|b.
Analog wird im Fall (c¢) Py H2 - 4’2 definiert. Im Fall (b) ist ®y
einfach der kanonische Homomorphismus zum von ST‘ erzeugten Normal-
teiler von H2 == <61>. A sei der von (¢1(52),¢2(61)) erzeugte
Normalteiler von @1 X <I>2. Der dadurch induzierte Homomorphismus
e: Hy xH, — (<I>1x<§2)/A
definiert eine verzweigte Uberlagerung von §, die Gber dem Komplement
der Li und Ev unverzweigt ist, denn die einfache Schleife (62,61)
€ Hl X H, liegt ja nach Konstruktion im Kern. Fir einen Doppelpunkt
P= L’i N LJ! sind (wi,l) und (l,wj) bis auf Konjugation Bilder von
Erzeugenden der lokalen Fundamentalgruppe. a(w? w?) =1 impliziert
q:l(w?) = :pl(::z)c fir ein Konjugiertes €, von 62 und ein ¢ €Z,
woraus wegen (01) n,la, m2|c und daherx nj|b folgt. Uber L n Lj
liegen daher glatte Punkte der Uberlagerungsfliache (C.4.1 (b)). Ana-
log geht man flr Li NE] vor. Im Fall (b) ist damit alles gezeigt,
denn das Aufblasen von p, war ja udberflussig. Im Fall (c) ist die

Situation symmetrisch in » = 1,2, und wir sind auch hier fertig. a

Uniformisierbare Konfigurationen kénnen zusammengesetzt werden, wobei

fir die Gewichte das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) gebildet
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wird. Schwierigkeiten tauchen dabei auf, wenn ein singuldrer Schnitt-
punkt der zusammengesetzten Konfiguration in einer der Ausgangskonfi-

gurationen nicht singular war:

4. Proposition. (Vereinigung uniformisjerbarer Konfigurationen).

L®, a=1,..,q, seien uniformisierbare gewichtete Kurvenkonfigura-
tionen auf einer Flache S, L sei die Vereinigung der L'®. Fur

a=1,..,q, i=1,..,k und jeden singuldren Schnittpunkt p, von

L sei ; (@) (a)
Gewicht von L. in L'*¥, falls L. c L'?
n(_a) = 1 1
i 1 sonst
Gewicht von P, in L, falls P, ein
nﬁ?) = singuldrer Schnittpunkt von L!® ist;
(a)
kgV(ni | L; 3 pu) sonst.
- (1) (qy e (&%) (q) s _
ng kgV(ni ey ) und m, : kgV(mu R ) sind dann Ge

wichte fur L.

Falls ein singulidrer Schnittpunkt P, in einer Konfiguration L'

nicht singuldr ist, setzen wir noch voraus:

Es gibt ein a’ € (1,..,q}, so daR P, in L% singular ist
und eine der folgenden Bedingungen gilt:
(a)y (a’)
(a) ng Imy
(a) [ (a')
8 ns Ini

(v) p, ist ein Doppelpunkt L; N Lj von L npit n{®=ni").

i
DPann ist L mit den angegebenen Gewichten uniformisierbar. Wenn fur

alle L® abelsche Uberlagerungen existieren, dann auch fir L.

Beweis. Die Uberlagerungen zu den einzelnen Konfigurationen liefern
auch verzweigte Uberlagerungen von § (die Standardbezeichnungen
beziehen sich auf L), die zu Normalteilern A® von H gehéren.

Der Durchschnitt A dieser Normalteiler ist dann ebenfalls ein Nor-
malfeiler endlicher Ordnung und definiert eine verzweigte Uberlagerung
x: X > §. Einfache Schleifen um die L{ und E, haben modulo A
tatsichlich die Ordnung n‘;’ bzw. m® (s. C.3.10 fur die nicht-
singularen Sonderfille) und daher modulo A die gewlinschte Ordnung

oy bzw. m,. Zu zeigen ist daher nur, daR b nicht-singular ist,
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und das ist nicht trivial: Wenn man z.B. einen glatten Punkt des Ver-
zweigungsortes aufbldst und dann die induzierte Uberlagerung betrach-

tet, ist diese Gber dem unendlich benachbarten Punkt singulir.

Sei also p ein Doppelpunkt Lc'x n Lé von L' (1 < a,8 < k+s wie in
C.3.9) und Hp die lokale Fundamentalgruppe, erzeugt von einfachen

Schleifen um Ll; und Lb,
bezeichnet seien. Nach Satz 1(b) ist zu zeigen:
a_b

Tap Tgp

Wenn die durch die A‘® definierten Uberlagerungen dber p nicht-

deren Bild t it d
eren Bilder unter tp mi Yop U4 g,
€EA e nala, nﬂ|b.

singuldr sind, folgt das auch fir A. Probleme tauchen also nur dann
auf, wenn eine der Kurven, etwa L%, von einem singuldren Schnittpunkt
p, stammt und L‘; in einem L liegt, fur das P, kein singula-
rer Schnittpunkt ist. Wenn also in diesem Falle ’ya; 7,6'; in A liegt,
gelten fir das nach der Zusatzvoraussetzung existierende a’' die Re-
lationen n‘(;’)la und m‘(’")[b. In L™ 1liegt auRer L, héchstens
eine weitere Kurve Li durch P, denn sonst wire der Schnittpunkt ja

singuldr. Module A igt 7ﬂp dann ohne Einschrankung gleich Yap

bzw. 'Yap”ip’ wobei 7ip eine einfache Schleife um Li ist. In je-
dem dieser Fialle folgen aus -ya; Yﬂg € A die Relationen n“:)|a+b,

n(i')lb. Um n Ja und m |b zu erhalten, ist noch zu zeigen:
n¥a, nfg"|b ,
wovon offenbar eine Aussage reicht. Jede der Bedingungen (a) (8) (v)

fuhrt hier zum Erfolg. u]

3. Korollar. L sei eine Kurvenkonfiguration mit passenden Uberlage-

(a)

@), R ., § zu Gewichten (3™, ml("’) fir a = 1,2.

rungen =
Dann gibt es auch eine passende Uberlagerung x: 8 + 8§ zu den Gewich-

ten ng = kgV(n:(i_l),nz(lz’) und m, = kgV(le),m:’Z)), die dber die

7 faktorisiert:
A
o X o
' N
FO &
;(1)\' ‘/;(2)
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Die »‘® sind dabei nur iber den i;" mit Ordnung ni/n;._" und

den -ﬁ;‘) mit Ordnung mu/m(‘)

» verzweigt.

A
Bewelis. n wird wie im vorangegangenen Beweis durch den Durchschnitt

(a) (a)

A der definierenden Normalteiler A der =« gegeben. A ist

auch das Bild der Fundamentalgruppe von (%“’)‘1(5") unter dem Mono-

@ induziert wird.

morphismus, der durch die Einschrinkung von x
Betrachtet als Normalteiler dieser Fundamentalgruppe definiert A
eine verzweigte Uberlagerung p‘®: X'® + X, die dann die ange-

gebenen Eigenschaften hat. 0

6. Bemerkung. Falls L mit den vorgegebenen Gewichten iiberhaupt uni-
formisierbar ist, liefert der Durchschnitt aller Normalteiler zu sol-
chen Uberlagerungen die universelle Uberlagerung oder Uniformisie-
rung zu diesen Gewichten. Dies ist eine meist unendlichblattrige ver-
zweigte Uberlagerung von § durch eine einfach zusammenhingende

Fliache, in unseren hyperbolischen Beispielen BZ.

Mit dem Zusammensetzungs-Verfahren (Satz 4) folgt jetzt leicht der
Uniformisierungssatz von Mitsuyoshi Kato. Spezifisch fir Geradenkonfi-
gurationen ist nur noch die Uniformisierbarkeit eines Biischels (Satz
3(a)), wiahrend in seinem Originalbeweis [1984] explizit die in C.3

beschriebene Konstruktion der Fundamentalgruppe H ausgefiihrt wird.

7. Satz. (M. Kato) L sei eine gewichtete Geradenkonfiguration. Far
jede Gerade L; sei die Anzahl oy der singuldren Schnittpunkte auf

Ly groRer als 0, und fir die Gewichte m gelte
m, = kgV (ng | p, € Ly, 0122)
Dann ist L uniformisierbar.

Beweis. Fir v = 1,..,s sei L%’ das Baschel aller Li’ die 1
enthalten, versehen mit den Gewichten n; fur die Li und 1 fur
den singulidren Schnictpunkt. L® ist nach Satz 3(a) uniformisier-
bar. Die Vereinigung nach Satz 4 ist wieder L mit den urspringlichen
Gewichten. Da fir jedes P, das ja far die dbrigen L™ nicht singu-

lar ist, die Zusatzbedingung (a) erfullt ist, folgt die Behauptung. 0
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C.5 ABELSCHE UBERLAGERUNGEN

Besonders einfach werden die Betrachtungen in den vorigen Abschnitten,
wenn abelsche Uberlagerungen gesucht werden. Diese entsprechen den
Untergruppen der Faktorkommutatorgruppe H’, die ja im Falle einer
Geradenkonfiguration eine sehr einfache Struktur hat (C.3.3(b)). Eine

offensichtliche Bedingung ist

1. Proposition. Wenn zu der gewichteten Geradenkonfiguration L eine
passende abelsche Uberlagerung existiert (die hier durchaus auch sin-
gular sein darf), so gilt

m, | kgV(ni lp, € Li)
far alle singuldren Schnittpunkte m,.

Beweis. Nach C.3.10 ist in H' eine einfache Schleife um E,  das
Produkt einfacher Schleifen um die beteiligten L;» far die Ordnungen
dieser Elemente modulo des definierenden Normalteilers gilt damnn die

angegebene Beziehung. a

Hinreichende Bedingungen sind umstindlicher zu formulieren. Die spe-
zielle Gestalt von H’ erlaubt es daher aber, das Problem auf die
Losbarkeit simultaner Kongruenzen und damit letztlich auf elementare

Arithmetik zu reduzieren:

2. L sei eine gewichtete Konfiguration aus k = 3 Geraden, die kein

Bischel bilden. Es sei

F: Z x ZS e H(Z/niz) -2 C
(u;vly--svs) — (t11-~)tk)
die Z-lineare Abbildung mit t; = u + 3. myv,  (mod n;). Sie wird
beschrieben durch die Matrix vet
M = (11 M)

iv
sonst 0. 1In der Gruppe C sel ¢y - (0,..,1,..,0) das Element mit

t .
mit 1= °(1,..,1) und M = (Miu)' m, =, fur P, € Li und

genau einer 1 an der i-ten Stelle und sonst Nullen (i =1,..,k),

fir v=1,..,s sei d die Summe aller c., mit p € L,.
v i v i
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3. Satz. (Existenz passender abelscher Uberlagerungen). L sei eine

Konfiguration aus k > 3 Geraden im P,, die nicht alle durch einen
Punkt laufen. Dann gibt es eine passende abelsche Uberlagerung zu den
Gewichten (n,m) genau unter den folgenden Bedingungen fir die oben
angegebene Abbildung F:

() Bilda F n (Zci +ch) =0 fiir jeden Dopelpunkt Li n Lj .

() Bild F 0 (Ze; +Zd ) =Zmd fir alle v und i mit P, € L;.

Den Satz erhdlt man sofort aus dem folgenden Lemma.

4, Lemma. Sei L wie oben. Mit den Bezeichnungen aus C.2 sei
o= c= ’ [ = . .

Sty - dy, hk+v =m, Lk+u : EV (v 1,..,8). A CC sei die
von allen mydu und dem Element ¢q+...+c, erzeugte Untergruppe.
Dann existiert eine passende abelsche Uberlagerung genau unter der
Bedingung

(-) Far jeden Schnittpunkt L; n Lb (1 <= a,B8 < k+s) von i gilt

te, t tﬂcﬂ €A = nalta, nﬁltﬂ.

Beweis. Die nur iber L verzweigten abelschen Uberlagerungen von §
entsprechen den Normalteilern von endlichem Index in H’. Nach
C.3.3(b) ist H' die von einfachen Schleifen Vysees Yy um die Li
erzeugte abelsche Gruppe mit der definierenden Relation Tyt Yy = 1.
Einfache Schleifen um die E, sind nach €.3.10 durch das Produkt

5 = v
v k+v
H', die die gewinschten Verzweigungsordnungen liefert, muf also alle

aller beteiligten 73 gegeben. Eine Untergruppe B wvon

ns
7i
ﬁ, 1l <a,B < kts. Hp sei die lokale Fundamentalgruppe (C.3.9),

m,
1 und JV" enthalten. Sei nun p =1L' N Lé ein Schnittpunkt von

erzeugt von ;a und ;ﬂ mit den Bildern Vg und 7ﬂ unter dem

induzierten Homomorphismus Lél Hé -+ H’. Da L kein Bischel bildet,
liegt <7a,1ﬂ> im Erzeugnis einer echten Teilmenge von rys o)y
so daR die einzige Relation YooV = 1 auf <1a,1ﬂ> trivial wird.

Daher ist Lé eine Injektion. ¢: H' - H'/B sei der kanonische
Homomorphismus. Nach C.4.1(b) ist die zugehérige Uberlagerung genau
dann nicht-singulir, wenn far jeden Schnittpunkt gilt

-n ~-n
) ker(qup) - <y, ’Yﬂ">-

(Die Bedingung Gber die Verzweigungsordnungen folgt hieraus.) Wenn



288 Anhang C: Topologische Konstruktionen

also irgendein B die gewinschte Uberlagerung liefert, so tut das

schon B = <—yan°

] 1 < a=<k+s> das dann die ,universelleabelsche
Uniformisierung" liefert. Mit diesem B haben wir fir jedes p das

kommutative Diagramm

H' ——H'/B

Hp/ )
Se _Lc/a

mit den offensichtlichen Homomorphismen, und (..) ist nur eine Umformu-

lierung von (). u]

5. Korollar. L sei eine gewichtete Konfiguration aus k = 3
Geraden, die nicht alle durch einen Punkt laufen.
(a) Notwendig fir die Existenz einer passenden abelschen Uberlagerung
sind die Bedingungen

(@) ng | kgV(nsl s#i,j) far jeden Doppelpunkt L; n L,

(8 n, ] kgV(njl J#L, P,,ELj) und m, | kgV(nsl pyeLs)

fir jeden singuldren Schnittpunkt p, und jedes L; a2p,.

(b) Wahlt man fir beliebige n; speziell m,  als das kleinste
gemeinsame Vielfache aller ng mit P, € Li’ so sind (a) und (B)

auch hinreichend fir die Existenz einer abelschen Uberlagerung.

Beweis. (a): Sei Li n Lj ein Doppelpunkt, a das kgV der restli-
chen n,. Da F(a;0,..,0) nach Satz 3(a) verschwinden muf, gilt

also nila und njla.

Entsprechendes gilt fir einen Schnittpunkt Li NE,: Es sei
£ - kgV(njlpv € Lj’ j#1) und § = kgV(nSIpv & Ls). ec; — ed,  ver-
schwindet nach Wahl von &, und daher gilt nilc nach 3(B8). Es ist

F(§;0,..,0) = de, woraus nach 3(8) dann mulb' folgt.

(b): Nach Wahl von m, kann die Matrix M durch die Nullmatrix er-
setzt werden. Das Bild von F ist jetzt nach dem Chinesischen Rest-
satz charakterisiert durch '

(®) ti = tj (ggT(ni,nj)) far alle 1i,j.
Es sei Ly n Lj ein Doppelpunkt und t.c. + t:jcj € Bild F. Nach (¢) -

i~i
ist ty ein Vielfaches aller ggT(ni,ns) (s ¥ 1,j) wund damit von
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kgV(geT(n;,n)ls # 1,5) = ggl(n;. kgVin,ls # 1,3) ),

woraus mit (a) ti =0 (ni), also tici = 0 folgt. tjcj =0 gilt
dann nattrlich auch, und wir haben 3(a) nachgewiesen. Wenn Li N Eu

ein Schnittpunkt von f ist und Aci + pdy =: t in Bild F liegt, so
gilt far die Komponenten

ti - i

t. = ] i, €L,

j= M G#A1i,p, €Ly

ty = 0 (sonst),

also nach (¢) X = 0 (ggT(ni,nj)) fiur dieses j und damit wie im Be-
weis von (a) X =0 (ggT(ni,kgV(njlj # 1, p, € Lj))’ dh. A =20 (ni)
nach (B8). Damit gilt dann

B =0 (ggT(n;,np))  (p, £ L, ,
daher u = 0 (ggT(ni,kgV(nzlpy 3 Ll)) und schlieflich nach (B)
p =0 (my). Damit ist auch 3(B) nachgewiesen. [m]

6. Bemerkung. Wie im Beweis von Satz 4 erwihnt wurde, definiert die
Untergruppe Bild F der Gruppe C die universelle abelsche Uberlagerung
(abelsche Uniformisierung) zu den vorgegebenen Gewichten, falls tuber-
haupt eine abelsche Uberlagerung existiert. Im Gegensatz zum allgemei-
nen Fall (C.4.6) ist diese Uniformisierung also endlich, und man kann
die Blatterzahl, d.h. die Ordnung der zu C/Bild F isomorphen Deck-
transformationsgruppe, ausrechnen. In vielen Fillen kommt man mit
kleineren Graden aus; ein extremes Beispiel ist CEVA(3), wo fir die
Gewichte n = 3, me3y = 1 eine zyklische Uberlagerung mit Galois-
Gruppe Z/3Z existiert (5.6,D).

C.6 PASSENDE UBERLAGERUNGEN ZU DEN SPIEGELUNGSGRUPPEN-KONFIGURATIONEN

1. Ikosaeder-Konfiguration (23) n=2, m(a)-a, m(s)-a;

Abelsche Uberlagerungen kann es nach C.5.1 nicht geben. Wir wenden das
Zusammensetzungs-Verfahren C.4.4 an: Fir jedes Paar nicht durch eine

Gerade verbundener Tripelpunkte gibt es nach C.4.3(c) eine Uberlage-
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rung zum zugehérigen Doppelblischel mit n; = 2 fur die sechs Geraden
und m = 4 fiar die beiden Tripelpunkte. Fir je zwei Fanffachpunkte
konnen wir ebenfalls das Doppelbischel nehmen, wobei allerdings die
Verbindungsgerade entfernt werden muf. Die Geraden bekommen das Ge-
wicht 2, die beiden Zentren das Gewicht 4. Zusammensetzen dieser
Teilkonfigurationen liefert die gewlinschten Verzweigungsordnungen, und
Bedingung (a) in C.4.4 garantiert, daR die so definierte ﬁberlagerung
nichtsingular ist.

=5, m

2. Ikosaeder-Konfiguration (23) n=5, m 5)-].:

3) (
Man kann die Bedingungen in €.5.3 dberprifen und so zeigen, daf eine

passende abelsche Uberlagerung existiert. In diesem Fall kénnen wir

aber sogar eine Uberlagerung vom Grad 25 angeben:

L zerfallt in finf Dreiecke Ai aus
i’ By» Oy
Zeichnung die Ag durch das Zentrum

laufen und die Bi das duBere Funfeck,

Geraden A wobei in der

die C; das einbeschriebene Pentagramm
bilden. Die zugehdérigen Erzeugenden der
abelschen Fundamentalgruppe H' seien
e, ﬂi, Yy- Ein Homomorphismus ¢

auf die Gruppe G = (Z/SZ)2 wird
dadurch definiert, daf alle a; auf
(3,3), alle ﬂi auf (1,0) wund alle
13 auf (0,1) abgebildet werden. Da

je finf Erzeugende von jeder Sorte vor-
kommen, wird die definierende Relation
alﬂ171"'a5ﬂ575 =1
respektiert, und wir erhalten wirklich einen Homomorphismus. Die ein-
fachen Schleifen um die Geraden erhalten die Ordnung 5; in den Fanf-
fachpunkten wird das Produkt der beteiligten Erzeugenden trivial, so
daf hierkeine Verzweigung langs E, stattfindet. Es bleibt also die

Situation in den Doppel- und Tripelpunkten zu untersuchen.

In den Doppelpunkten treffen sich je zwei Geraden verschiedener Typen.
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Die Bilder einfacher Schleifen unter ¢ sind daher nach Konstruktion
unabhingig in G, wund die zugehdrige Uberlagerung ist nach C.4.1(b)
glatt Uber diesen Punkten. Fiur die Tripelpunkte gilt das auch: In
einem der &uferen Tripelpunkte treffen sich je zwei Geraden vom Typ B
und eine vom Typ A, so daR eine einfache Schleife um die exzeptio-
nelle Kurve auf .(0,3), die entsprechenden Erzeugenden aber auf (1,0)
bzw. (3,3) abgebildet werden. Die immeren Tripelpunkte behandelt man

analog.

¢ definiert also eine passende Uberlagerung vom Grad 25. Ein klei-
nerer Grad ist auch gar nicht méglich, da schon dber den Doppelpunkten
so viele Blitter zusammenkommen missen, wenn dort keine Singularititen

liegen.

Algebraisch wird die Uberlagerung folgendermaRen beschrieben: Wir zie-

hen die funfte Wurzel aus den Divisoren

3-8, +) By und 3-Y 8, +YCy
(s. 5.3,B), genauer: aus dem Pullback dieser Divisoren auf ﬁz. Die
Verzweigungsordnungen haben dann den angegebenen Wert. Da in den Dop-
pelpunkten tberall lokal zwei unabhingige Wurzeln gezogen werden, kann

man auch in dieser Sprache sofosrt sehen, daR die ﬁberlagerungsfléche

glatt ist.

3. G168-Konfiguraticn (24) n=2, m(a)-h, m(“-2:

Abelsche Uberlagerungen gibt es nicht (€.5.1). Allerdings existiert
die Kummer-Uberlagerung zu n = 2, die auch in den Schnittpunkten das
Gewicht 2 1liefert. Fur jedes Paar nicht verbundener Tripelpunkte
ist das Doppelbischel der Geraden durch diese Zentren mit den Gewich-
ten 2 fur die Geraden und 4 fir die Punkte uniformisierbar. Da
jeder Tripelpunkt nur mit 3-(ri,3-1) = 9 anderen Tripelpunkten
verbunden ist, aber t, = 28 solcher Punkte existieren, liegt jeder
Tripelpunkt in einem solchen Doppelbilischel. Die Zusammensetzung all
dieser Konfigurationen liefert also eine Uberlagerung mit den ge-
winschten Verzweigungsordnungen, und Bedingung (a) in C.4.4 impli-

ziert, daR diese tatsadchlich glatt ist.
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4. GlGa-Konfigt_xration (24) n=4, m(a)-a, m(”-zz
Zunachst basteln wir wie im Fall 3 die uniformisierbare Konfiguration

mit n=2, m(s)-8, m, . =2. Wenn wir jetzt noch nachweisen, daf eine

4)
Oberlagerung zu n=4, m(a)-h, m_ =2 existiert, sind wir fertig.

In der Tat kann man sogar eine al():a)lsche Uberlagerung finden: Man stel-
le die Matrix M aus C.5.2 auf und rechne Bedingung C.5.3(b) fir die
Tripel- und Vierfachpunkte nach. Das ist zwar eine Menge Arbeit, aber
lediglich lineare Algebra iber Z/4Z. Befriedigender wire es sicher,
die Symmetrien der Situation auszunutzen und weniger zu rechnen. Das

wollen wir im nichsten Fall einmal exemplarisch vorfihren.

5. Glss-Konfigt_xration (24) n=2, m(s)-2, m,= 1:
Zu einer Spiegelung s und einem Element t der Ordnung 7 in der
G168 (s. 2.4,L ff) betrachten wir alle Konjugierten der Form

b o I

u = t "stT.

r
Wir erhalten so sieben Spiegelungen und damit eine Unterkonfiguration
aus sieben Geraden L v deren Schnittverhalten wir nun untersuchen.
Da je zwei Elemente der Ordnung 2 konjugiert sind und die beiden
Konjugationsklassen fir Elemente der Ordnung 7 sich nur um eine
Spiegelung an der Hauptdiagonalen unterscheiden, kénnen wir ohne Ein-
schrankung die Repridsentanten S = [_?_ (1) ] bzw. T = [ % %

in ]PSLZ(Z) benutzen. Wir erhalten Reprisentanten

r r+l 1 «r

e " [‘1 -r ] S0 = [r r2+1]
far u. bzw. s-u. und stellen fest, daf S-Ur fir r =*1,*3 die
Ordnung 4 und fir r = *2 die Ordnung 3 hat (nattrlich modulo
I'(7)). Der Schnittpunkt von Lo mit Lr hat dementsprechend die
Vielfachheit 4 oder 3, wund man rechnet leicht nach, daR fir q = r
(mod 7) das Element s-u, keine Potenz von s-uq sein kann. Die
Schnittpunkte L0 N Lq und L0 n Lr sind damit verschieden. Wenn
wir also die Wurzel aus den restlichen 14 Geraden ziehen, tritt jeder
Vierfachpunkt mit gerader Ordnung auf. An den zugehdrigen exzeptionel-

len Kurven findet also keine Verzweigung statt.
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Adjungiert man nun genlgend viele dieser Quadratwurzeln, so daf jede
Gerade mindestens einmal auftritt, so erhdlt man schlieRlich die
gewinschte Uberlagerung. Da in den Tripelpunkten lokal unabhingige

Wurzeln gezogen werden, wird diese Uberlagerungsfliche tber 8 glatt.

6. Hesse-Konfiguration (25) n=4, m“)==2:

Hier gibt es keine abelsche Uberlagerung, obwohl die notwendigen Be-
dingungen aus €.5.5 alle erfillt sind. Beim Nachrechnen stellt sich
aber heraus, daB Gber den Doppelpunkten zwangsliufig Singularitdten
entstehen. Eine explizite Beschreibung einer (nichtsinguliren) passen-

den Uberlagerung ist uns nicht bekannt.

7. Erweiterte Hesse-Konfiguration (26) nw=x¥==2, m(”x=2, m(”==4:
Da die Konfiguration aus der Hesse-Konfiguration 1, wund der Konfi-
guration 1% = CEVA(3) =zusammengesetzt ist, bietet sich das Vereini-
gungsverfahren C.4.4 an: Zu L, konstruiert man die Kummer-Uberlage-
rung mit n = 2, und zu LF mit n =2 und mg, = 4 bastelt man
eine Uberlagerung wie im Fall 3. Zusammen gibt das die gewiinschte
(nicht-abelsche) Uberlagerung.

8. Erweiterte Hesse-Konfiguration (26) nw-2, n, = 3, m(“=m(5)=2 :
Mit der Kummer-Uberlagerung zu n = 2 fur L, kombinieren wir die
durch die dritte Wurzel aus aller Geraden gebildete Uberlagerung von
I..F mit n=3 und = 1 (vgl. 5.6,D). Das ergibt eine abelsche
Uberlagerung zu den angegebenen Gewichten.

9. Erweiterte Hesse-Konfiguration (26) ﬁbrige Falle :

In den drei restlichen Fidllen kann man die Existenz einer abelschen
Uberlagerung durch langere Rechnereien verifizieren (G.5.3). Auch hier
kénnte eine Zusammensetzungs-Konstruktion wie in den ersten Beispielen
funktionieren, wenn man die Situation in den Funffachpunkten geeignet
interpretiert.

10. Gaso-l(onfiguration (27) n=2, mo=m,, =4, m,

Hier kann man wieder wie im Fall 3 Doppelbilischel zusammensetzen. 0OOQ

=2
)
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s. Geradenbedingung
Kurvenkonfiguration 14,274
siehe auch Geradenkonfiguration
- elliptische 20,22,32,34,35
- gewichtete 159ff
- reguldre 55,117,146f,160f
- singulare 55,147f,160,163

71£,79

Lage, allgemeine 51,55

Mehrfachpunkt, gewdhnlicher 23
Menelaos, Satz von 74,79
Metrik, komplex-hyperbolische
Miayoka-Yau-Ungleichung
5f,11,144,255fF,264
Minimalitidt s. Fliche, minimale
Modulgruppe, Modulargruppe,
Modularkurve 88
Modulfliche, elliptische

244

96f

Noether-Formel 143,223
Noether-Ungleichung 144
Normalkurve 90

Obstgartenproblem 63
Oktaedergruppe 83f,86f
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Oktaeder-Konfiguration A;(9)
66,81,188,207

- erweiterte A;(10) 215

Oktaeder-wirfel-Konfiguration

- erweiterte A,(13), A;(12)
69,103,215

Orbifold-Metrik 267

Perspektivlinien 75
Picardsche Modulfliche 176
platonischer Kérper 65,83
platonisches Tripel 168

Plurigeschlecht 226
projektive Ebene 1-293
- fake 144

proportionale Gewichtung
s. Gewichtung, proportionale
Proportionalititsabweichung
9,19,165,167£,178
- logarithmische 173,264
- logarithmische relative
- relative 10,21,167f,171
Proportionalitdtsbedingung 34,35
Proportionalitidtssatz 5,179,245,247
- logarithmischer 179,261
- logarithmischer relativer 179,265
- relativer 9,34,179,248,259

174,265

Punktbedingung 34,105,166,178,184

quadratische Form 180ff
quadratisches Polynom 133,181
Quotientensingularitit 256,258

Raumform 244,253

Regelflache 125f£,129,228,232,234

Regularisierung 26,160,274

Ricci-Form 251

Riemannsches Gebilde 42,48,50

Schnittkrimmung, holomorphe
243,247 ,251,258

Schnittpunkt
- regularer 159
- singuldrer 23,34,160,184

Schnittzahl 221

Schnittzahlformel 45

Signatur, -satz 221

Spiegelungsgruppe 82

- héherdimensionale

- reduzible 82

Spiegelungsgruppen-Konfiguration
82-104,210-218,289-293

Spitze 261

103,215£¢
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Teilungspunkt, n-Teilungspunkt
41,72,97,229
Tetraedergruppe 83f,86f

Tetraederkonfiguration
s. vollstandiges Viereck
Torus, komplexer
229,230,234,253,255
Tripelpunkt 121,137
- euklidischer 172
- platonischer 168,271

Transformierte
- eigentliche 26
- strikte 26,224

- totale 26,224
Transversale 57

Uberkreuzungen, einfache normale
14

Uberlagerung :

- abelsche 269,286-289

- konstant verzweigte 15

- regular verzweigte 15

- passende 160,177,274

- verzweigte 14,269-293

Uberlagerungsgrad 16,26

Uniformisierung 192ff,285,289

Sachwortverzeichnis

Valentiner-Gruppe s. Gag
Verzweigungsformel 220,238
Verzweigungsverhalten 14,23
siehe auch
Uberlagerung, verzweigte
Verzweigungskurve, -ort
14££,20,32£,269
Viereck, vollstandiges
s. vollstindiges Viereck
vollstandiger Durchschnitt 50,52
vollstdndiges Viereck A,(6)
7,65,80,86,108,115,124,149,
156f£,188,195-205,207,209

WeierstralRsche o-Funktion 39
Wendelinie, Wendedreiseit 72
Wendelinien-Konfiguration

s. Hesse-Konfiguration
Wendepunkte 71
Wurzelziehen aus Divisoren 191

Zellenzerlegung 61
Zusammenhang 243
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