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§ 1 Der Gruppenbegriff

Unter einer Menge verstehen wir "jede Zusammenfassung M

von bestimmten,wohlunterschiedenen Objekten unserer An-
schauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen" (Cantor 1845 =
1918). Die Objekte werden Elemente von M genannt.

Man schreibt xeM genau dann,wenn x Element von M ist;

x¢ M genau dann,wenn x nicht Element von M ist.

Eine Menge kann durch ihre Elemente folgendermafBen ange-—

geben werden: M ={ a,b,¢,...},wobei zwischen den Klammern
alle BElemente von M explizit oder durch eine Eigenschaft

aufgefihrt werden.

man mit IN bezeichnet:

N ={1,2’3,o-o} .

2) Die ganzen Zahlen bilden eine Menge,die
man mit Z bezeichnet:

Z ={"-!“3:"29"1v011v233y9-:} .

3) Die rationalen Zahlen bilden eine Menge,die
man mit @ bezeichnet.

Definition 1.1

Seien M,N Mengen und seien a,ceM, b,deN.

(a,b) helBt geordnetes Paar.

(a,b)=(c,d) genau dann,wenn a=c und b=d ist,

Die Menge aller Paare (a,b) mit aeM,beN bezeichnen wir
mit Mx N,

Definition 1.2

Sel M eine Menge.
Eine Operation ¢ auf M ist eine Vorschrift,die jedenm



Paar (a,b) mit ae M und beM genau ein Element a-b el
zuordnet,

auf M. Dagegen ist "-" keine Operation auf M,
denn 3—5 = —2¢ N .

Die Addition + auf Z erfillt folgende Eigenschafien:

0) + ist eine Operation auf 7 .,

PFilr beliebige a,b,c «ZZ gelten:

I) a+(b+c) = (a+b)+c (assoziatives Gesetz)
II) O+a = a
III) Zu a gibt es a’'e Z unit a'+a = 0

IV) a+b = b+a (kommutatives Gesetz) .

Definition 1.3

Seien M und N Mengen. \

N heiBt Teilmenge von M (man schreibt: Nc M) genau dann,
wenn filir alle xeN gilt: x< M.

Sei NcM,

M-N :={ x| xeM und x¢N},d.h. M~N besteht aus allen x,
die die Eigenschaften xe¢ M und x¢ N erfilllen.

In der Menge Q" 1= @ -{0} = {x| x ¢ & und x£0 |
erfilllt die Multiplikation+ folgende Eigenschaftens

0)+ ist eine Operation auf ®*
Flir beliebige a,b,c ¢ ™ gelten:
I) a-(bec) = (a-b)-c
II) 1-a = a
III) 2u a gibt es a'e ®" mit a®a = 1



IV) a:b = Db-a

Beachte: In ® gilt III) nicht,da es kein a'&« & mit
a'«0 = 1 gibt.

Definition 1.4

Eine Gruppe ist eine Menge G,auf der eine Operation e
definiert und in der ein Element e ¢ G ausgezeichnet ist,so daé
die folgenden Eigenschaften (Axiome) fiir alle a,b,c e @
erfillt sind:

I) ae(bec) = (aob)esc
II) eca = a
III) Zu a gibt es a* ¢ G mit a'esa = e .

Die Gruppe G heiflt kommutativ oder abelsch,wenn
fir beliebige a,b,c «a G gilt:

IV) aeb = Dbea

*¥
Z. mit der Qperation + und & mit der Operation * bil-
den also kommutative Gruppen.

Folgerungen aus den Gruppenaxiomen

1) a'sa = ¢ = aca' = e

(Seien A und B Aussagen. "A => B" heiB{: Wenn
A wahr ist,dann ist B wahr. "A & B" heilt:
A= Bund B = A. Man sagt fiir "A <> B" auchs:
A gilt genau dann,wenn B gilt.)

2) ace = a fir alle aeG
3) Plir jedes Element e" e G,das Axiom II) erfilllt,gilt

L

e = e, Man nennt e deshalb das neutrale Element
von G.

4) Zu jedem ae G gibt es genau ein Element a'< G mit
a'sa = e,das auch das inverse Element zu a genannt
und mit a~! bezeichnet wird.
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5) (3-1)—1 = a Tfir alle a<«@
6) (a-b)"1 = b a"l fir beliebige a,be G

Bewelise:

Zu 1) Nach Axiom III) gibt es zu a'<« G ein a''e G mit
a''ca’' = e.
Mit I) und III) folght:
aca' = eo(aca') = (a''ea')s(aca') = a''o(a'ec(aca’)) =
= a''e((aea)ea’) = a'’o(eca’) = a''oa’ = e ,
Zu 2) Unter Verwendung von 1) gilt:
ace = ao(a'ea) = (aca')ea =eca = a,
Zu 3) Es gilt:
e® = gog® = @"ce =8 .
Zu 4) Sei a* ein weiteres Element von G,fir das a*ca = e-ist
Dann gilt:s
a* = a*ce = a"c(aea'’) = (a*sa)ea’ = eca' = at ,
za 5) (8™ = ee(a™)™1 = (aea™N)e(a™N)"1 =
=\.%?(a-1_l.°=2;'1)._1) =a .
Zu 6) BEs gilt:s

(0"t a " T)e(asb) = b la(a " to(ach)) = b To((a" ka)eb) =
= b-1°(eob) =b “b=e .,

Definition 1.5

Sel G eine GruppesacGne /N .

an iz Sogedrseescd
—————

n-mal

- — - -

das allgemeine Assoziativgesetz gilt,d.h, bei einer end-
lichen Anzahl von Hintereinanderschaltungen der Operation
hdngt das Ergebnis nicht von der Stellung der Klammern ab.



Definition 1.6

Sei ne Z . an ﬁir n’o
al 5= / o fir n=0

(a-n)'1 fir n<0

Man beweist damit leichi die folgenden Aussagen:
Pir aQG’ n,mt—z_ gilt:‘}

IS) an° am = an+m
Ist G kommutativ,so gilt auBerdem fiir a,b eG, ne Z. :

¥) (aed)® = afob® .

Dieser Potenzschreibweise fiir eine multiplikativ geschrie-
bene Gruppe entsprechend definieren wir fiir eime ad-
ditiv geschriebene Gruppe G:

Definition 1.7

Seine N ,acG.

od) D8 = A+E+ ees +8
e e
n-mal
Sei ne Z_ ,a<G.
na Lir n>0
ﬁ) n-a = 0 fiur n=0
~((=-n)a) Fiir n<0

Bemerkungs Die fiir das Rechnen mit Potenzen oben angegebe=-
- nen Geseize gelten in entsprechender Schreib-
wiise.

Definition 1.8

Eine nicht leere Teilmenge U einer (additiv geschriebenen)

Gruppe G heiBt Untergruppe von G,wenn fir alle a,becG
gilit:

a-b e .



§ 2 Mengen und Abbildungen

Definition 2.1

Seien M und N Mengen.
MuvN := {x|x <M oder x« Nj.
Man nennt Mu N die Vereinigung von M und N.

(Seien A und B Aussagen. Die Aussage "A oder B"
ist wahr genau dann,wenn wenigstens eine der
beiden Aussagen wahr ist. Man schreibt fiir
"A oder B" abkiirzend AvB.)

Definition 2.2

Seien M und N Mengen.
MAN :={x|xeM und xe N},
Man nennt MaN den Durchschnitt von M und N.

(Seien A und ‘B Aussagen. Die Aussage "A und BY
ist wahr genau dann,wenn sowohl A als auch

B wahr ist. Man schreibt fir "A und B" ab-
kiirzend AsB.)

Beispieles M ={1,2,3] ; N ={2,3,5]
MHN = {2’32
MuN = {1,2,3,5}

Mit ¢ bezelchnet man die leere Menge,d.h. die Menge,die
kein Element enthdalt.

Beispiels M = {1,2] ; N ={4]
MﬁNz ¢

Definition 2.3

Seien M 1A N Mancan.



Sei Mc N. Man sagt:
M ist echte Teilmenge von N,wenn M#ZN ist.

Eigenschaften von ~ und v .
Seien M1 ,Ma,M3 beliebige Mengen.
1) MyAl, = Myn M,
3) M, v (MZUM3) = (M1uM2)u M3
5) MoAa(M,uM.) = (M.AaM,) v (M, nM,)
1 2 3 1 2 1 3 )‘ Distributivgesetze

Beweise:
Zu 5) xe My (lyuty) & xelynxelywi,
Xelyn xelyuly & xel alxem, v xeM3]
xcM.‘Afxesz xc—.M3]
& [xelky A xeMZ]v{st1 A xeM3]
[xéM, ~ xeMz]v[xe.M1 A xelly]
= xe(M1nM2)v(M1nM3) .

Zu 6) Der Beweis verlduft entsprechend.

Fir jede Menge M gilt: ¢ clM .

Fir zwel Mengen M und N gilt:
MAanN =M < McKN
MuN = M &) NelM

Definition 2.4

Seien X und Y Mengen.
Eine Abbildung £ von X in Y ist eine Vorschrifi,die jedem
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x e X genau ein Element f£(x) ¢ Y zuordnet.
Man nemnt f(x) das Bild von x und x ein Urbild von £(x).

Man beschreibt eine solche Abbildung folgendermafen:

£ s =Y
x> £(x) fir xeX .

Beispiel: f:

x‘-.>§)4+3x5+32

Definition 2.5

Sei £f: X—Y eine Abbildung.

o) £ heiBt injektiv
> fir alle Xq9%Xg e X gilts x.!;!xz = f(x1);£f(x2)
(d.h. zu jedem Bild gibt es genau ein Urbild)

f3) £ heiBt surjektiv
&> fiir jedes yeY gibt es ein x e X mit £(x)=y

(d.he jedes Element yeX ist Bild)

¥) £ heiBt bijektiv
& £ ist injektiv und £ ist surjektiv

Wir verdeutlichen die Begriffe injektiv,surjektiv,bijektiv
an folgenden Beispielem von Abbildungen.

f: Z_—»Z_

1) x+—»x°, Die Abbildung ist weder injektiv noch surjektiv.

2) x+—x3. Die Abbildung ist injektiv,aber nicht surjektiv.

fir x20 i . R .
3) x—f(x) =] X, i . Die Abbildung ist surjektiv,
{x+2 fur x"0§ aber nicht injektiv. '

4) xv-+x+2, Die Abbildung ist bijektiv.

Fir bijektive Abbildungen f: X Y kann man die Umkehr-
abbildung £~ 's Y —X einfiihren.



Sei yeY. Dann gibt es genau ein xe X mit £(x)=y.
£~ (y) 1=x.
Trivialerweise ist £~ | wieder bijektiv.

Definition 2.6

Seien f: X— Y und gs Y—> Z Abbildungen.
Dann ist gof: X—> Z die Abbildung mit xw» g(£(x)).

Eglggj_.g}j X=Y=% t=N

£(x) = x+1 ; g(x) = x+5
(gef)(x) = g(£(x)) = g(x+1) = (x+1)+5 = x+6

Bemerkung:~Seien f: X—->Y,g: Y->Z,hs Z-—~A Abbildungen.
Dann sind die Abbildungen (hveg)ef und ho(gef) defi=-
niert und es gilt:

(heg)ef = he(gef)
Beweist
Sei xe X,
((heg)eof)(x) = (heg)(£(x)) = h(g(£(x)))
(he(gef))(x) = hge£)(x)) = h(g(£(x)))

Definition 2.7

Sei X eine Menge.

Id : X— X sei die durch Idx(x) = x fir alle xe¢ X defi-
nierts Abbildung.

Diese Abbildung heiBSt identische Abbildung.

Bemerkungen: 1) PFir jede Abbildung £33 X—>Y gilt:

f‘I = x - N
Ay = £ = Idof




2) Sei £f: X —»Y eine bijektive Abbildung.
Dann gilt:
£7lef = Id_,denn fir x< X ist (£ £)(x) = 27N (£(x)) = x

o™l o Idy,denn fir yeY ist (fof-1)(y) = f(f"‘(y)) =y

-e

]

3) Sind f:X~—> Y und g: Y- X Abbildungen und ist
fog = Idy und gof = Id ,dann sind £ und g bijektiv und

es gilt £ = g"1 und g = =1,

feg = Idy £ surjektiv und g injektiv und wegen gof = Idx
£ injektiv und g surjektiv sind. Plir die bijektiven Ab-
bildungen f @nd g folgt dann mit 1) und 2):

271 - f"‘oxdy = £7le(£og) = (£7lo2)og = Id og = &

und entsprechend g"1 = £ .

Definition 2.8

f: A—B sei gegeben und X< A,
£{X: X =B ist die Abbildung mit (£iX)(y) = £(y) fir alle

eX ,
£1X heiBt Einschrinkung von f auf X und v

£f  heilBt Fortsetzung von £|X .




§ 3 Die symmetrische Gruppe

In der Menge /N der mnatiirlichen Zahlen gilt das
Prinzip der vollsténdigen Induktion.

Sel Tc N und gelte:

a) 1e T

bP) neT = n+l1e T filr alle ne N .
Daun gilts T = N .

Satz 3.1
Sel neiN und seien M und N Mengen von jeweils n Elemen-

ten,
Dann gibt es genau nl bijektive Abbildungen von M auf N,

. Bewels:

Sei T die Menge der natilirlichen Zahlen n,fiir die der Satz

richtig ist.

a) Pir n=1 ist der Satz richtig,also gilt 1e¢ T.

b) Sei neT. Wir betrachten die Behauptung des Satzes
flir n+1: ;
Sei a e« M. Die Anzahl der mdglichen verschiedenen Bil-
der von a ist n+1. Sei a ein Element b e N zugeordnet.
Aus neT folgt: Die Anzahl der verschiedenen bijek-
tiven Abbildungen von M in N,die a in b Uberfiihren,
ist nl. Somit gibt es genau (n+1).n! = (n+1)! bijek-
tive Abbildungen von M in N. Also gilt n+le T,
Nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion folgt:
T=IN,

Bemerkung: Es selen A,B endliche Mengen,wobei die Anzahl .
ihrer Elemente iilbereinstimmt. Aus der Injektivitdt (und
ebenfalls aus der Surjektivitédt) einer Abbildung f£: A— 3B
folgt,daB £ bijektiv ist (Beweis als Ubung).



Definition 3.1

Sei M eine Menge.
Die Menge aller bijektiven Abbildungen von M anf Y wird
mit SM bezeichnet.

Folgerung: Fir M = { 1,...,n} hat Sy nal verschiedene
Elemente.

Satz 3.2

Sei M eine Menge.
Dann ist Sy mit der Operation (£,8)— feg eine Gruppe.

Dag SM die Gruppenaxiome erfiillt,folgt unmittelbar
aus den in § 2 bewiesenen Eigenschaften von Abblldungen.

Fir M = {1,...,n} bezeichnet man die Gruppe der bijek-
tiven Abbildungen von M in M mit Sn und nennt Sn die
symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe von n Elementen),

Jedes Element der symmetrischen Gruppe Sn kann folgender-
maBen geschrieben werden:

t={ony 2oy o am) .

Behauptung: 83 ist eine nicht kommutative Gruppe.

Beweiss

- aton so T

83 hat \folgende Elemente:

o=(123) 1 -(133) =-(2%3) 5-(253)

2
fo352) 531
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Dann ist zum Beispiel:

6= (131)(127) - (131) -5

'fs'f1"( 21)°(132) = (372) =% -

Definition 3.2

Eine Gruppe,die nur endlich viele Elemente hat,heil¥{
endlich.

In einer endlichen Gruppe G = {31,...,an} mit der Ope-
ration o kann diese Operation in einer Gruppentafel
dargestellt werden,die folgendermaBen aussieht:

y
P 31 32 ses ak coe an
31 8.1°a1 3108.2 sen a1°alk see a1°an
32 8-203.1 32" 32 eee 32°&k see aab an
ai aiea.] cessssnsens aj.‘ak sese aioa.n
an ahca ssessovcsns a°3k seee anQan

Es muB also im Schnittpunkt der i-ten Zeile und der k-ten
Spalte das Element ajoa, stehen.

Als Beispilel mdge sich der Leser die Gruppentafel fiir 83
aufschreiben.



- 14 -

§ 4 Ringe und Korper

Definition 4.1

Ein Ring ist eine Menge R,auf der zwei Operationen,die
Multiplikation « und die Addition +,erklért sind und in
der ein Element 0 <R ausgezeichnet ist,so daB fiir alle
a,b,ceR gilt:
a) Axiome fiir die Addition
I) (a+b)+c = a+(b+c)
II) O+a = a
III) Zu a existiert ein Element -a <R mit
(=a)+a = 0
IV) a3b = b+a

b) Assoziatives Gesetz der Multiplikation
V) a-«(b.c) = (a*b)+c

¢) Distributive Gesetze
VI) a<(b+c) = a*b + a-c
(b+c)ea = bea + Cea

Gilt auBerdem

VII) a<b = b.a
fir alle a,b eR,dann heilt R kommutativer Ring .

Bemerkung: Die unger a) aufgefilhrten Axiome kann man durch
die PForderung "R ist besziiglich + eine kommutative Gruppe"

ersetzen.
Die Gruppenaxiome I1),II),III) implizieren,dal O und -a ein-
deutig bestimmt sind (siehe §1).
FPerner ist b+(-c) das eindeutig bestimmte Element x,welches
der Gleichung x+c=b geniigt und mit b-c bezeichnet wird.
Die Aquivalenz

X+C = b & X = b-C
wird spdter beli den Beweisen von Folgerungen aus den Ring-
axiomen verwendet,
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Definition 4.2

Der Ring R heilit Ring mit Einselement,wenn ein Element
1eR ausgezeichnet ist mit
10 und 1-a = a<1 = a fir alle aeR.

Definition 4.3

Eine nicht leere Teilmenge R' eines Ringes R heiBi
Unterring von R,wenn mit Elementen a,beR' auch stets
-a=-b und a-b zu R' gehiren.

Ist R' ein Untérring,dann folgt O e¢R',da wenigstens ein a
zu R' gehort und O=a-a.

Ist beR',dann gilt auch -b=0-b <R'. Die Operationen +
und ¢ filihren aus R' nicht heraus. Fir . steht dies in der
Definition,fir + beachte

a,beR* => a,~-beR’

a,~beR' = a+b = a~(~b) «¢R' .
Die GlUltigkeit der Ringaxiome I,IV,V,VI fiir R' bezliglich
der in R erklirten Operationen folgbt aus ihrer Glltig-

keit in R.
Jeder Unterring ist also ein Ring.

Ist R ein Ring mit Einselement 1 und ist 1 Element des
Unterringes R',dann ist natiirlich auch R' ein Ring mit
Einselement 1.

und ¢« ein Ring mit BEinselement.

Die Menge Z der ganzen Zahlen und die Menge 2 Z
der geraden Zahlen sind Un'é‘trringe.

Z. ist ein Ring mit Einselement,2 Z dagegen nicht.
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Polgerungen aus den Ringaxiomen:

Sei R ein Ring. Dann gilt fiir Elemente a,b,ceR
1) a<(b-c) ¢ a-b - a-c
2) (b-c¢c)ea = bea - c-a
3) a+0 = 0-a =0
4) a-(-¢) = (-a):c = =-ac

5) (~a)(=-c) = ac

Bewelses

———— o - —

Zu 1) Wegen der in der obigen Bemerkung angegebenen Aquiva-
lenz ist zu zeigen

as(b-c) + asc = a*b .
Dies folgt aus dem Distributivgesetz,denn
a(b-c) + asc = a~((b-¢c) + ¢) = a<b .

Zu 2) Der Beweis verlduft unter Verwendung des 2. Distri-
butivgesetzes wie bei 1).

Zu 3) a0 = a.(0~0) = a*0 - a*0 =0
Osa = (0-0)+a = O+*a - Qra = O

Zu 4) Die Beweise folgen aus 1),2),3),wenn man in 1) und 2)
speziell O fir b einsetzt.

Zu 5) (=a)(~¢) = -(=-a)e = =(-ac) = ac

Definition 4.4

Ein Xorper K ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1,
fir den gilt

VIII) Zu je zwei Elementen a,be X mit a£0 existiert
ein xe X mit ax=b.

Insbesondere gibt es in -dem Kborper K fiir jedes af0 ein
Element a~ ! mit a-a" ' = a " ha = 1 und wegen 1£0 gilt
3-1;‘01
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e i S s e e e’

Aus af0 folgt: Es gibt ein a~Vex mit a”
a*b = O,dann widre auch b = a’1-(ab) =0 .

La=1. %re nun

Also bildet die Menge K = K ~{0} der von O verschiedenen
"Elemente von K eine kommutative Gruppe bezliglich der
Multiplikation mit dem Einselement 1 des Korpers K als
neutralem Element. Nach Folgerung 4) aus den Gruppen=-
axiomen (Def.1.4) ist a~ ' eindeutig bestimmt.

Aus ax=b und af0 folgt: x=a’1b. Das Element x in VIII) ist%
also eindeutig bestimmt und wird mit -:— bezeichnet

( lg.,. atb =1pa~t) .

- e o o s - -

Kdrper.

Definition 4.5

Ein Unterkdrper XK' des Kérpers K ist ein Unterring von X
nit 1e X' und der Eigenschafts
Aus aeK' und af0 folgt a le K' .

t
Man kann einen Un€rkorper K' auch durch folgende Forderungen
fir alle a,beX' definieren:

0,1k’
asbekK' => a~-b €X'
a,bekX' A b0 = %eK' .

Zur Ubung moge der Leser zeigen,daB jeder Unterkdrper
von @ gleich @& ist.
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Piir die Menge IN der natiirlichen Zahlen,die Menge Z der
ganzen Zahlen und die Menge ]} der rationalen Zahlen gilt

Ne Zc @ .
In der Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung wird der
Kgrper IR der reellen Zahlen eingefiihri,der @ als Unter-
kSrper hat. Die reellen Zahlen ktnnen bijektiv auf. jede
Gerade g der Elementargeometrie abgebildet werden (g wird
als Punktmenge aufgefaBt). Dies..folgt aus den fundamenta-
len Eigenschaften der reellen Zahlen und den Axiomen der
Elementargeometrie.

Pir die bijektive Abbildung |R —> g sollen kurz einige
Eigenschaften angegeben werden. Die benttigten Sdtze

der Elementargeometrie setzen wir dabei als bekannt voraus.
Die folgenden Betrachtungen gehOren nicht zum systema-
tischen Aufbau der algebraischen Begriffe (Gruppe,Ring,
Korper,Vektorraum,usw.). Sie sollen die Beziehungeh zZuy
Geometrie beleuchten. Hierbei kann keine Exaktheit er=-
reicht werden,da weder die axiomatische Begriindung der
Geometrie (D. Hilbert,Grundlagen der Geometrie) noch die
Einfiihrung der reellen Zahlen im Rahmen dieser Vorlesung
behandelt werden konnen.

Betrachte eine Gerade g der Elementargeometrie. Auf g
zeichnen wir einen Punkt Po aus. '

Wir definieren ze¢P fiir 2z« Z und Pe g. Mit -P bezeichnen
wir den Punkt,der durch Spiegelung von P an Po erhalten

wirde 1) g.p 3= P, fiir alle Pcg

2) zeP, 3= P filr alle z s Z

3) Sei z>0 und P#Po .
z+P ist der Endpunkt,der durch z-maliges Hinterein-
anderabtragen der Strecke ?;? von P aus auf den
durch P gehenden Halbstrahl erhalten wird.

4) Sei z<0 und P#Po .
ZeP =iy (~z){~P)
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Wir zeichmen jetzt einen Punkt P, eg mit P1;!P° aus.
Definition 4.6

jz s Z_ —» g sel definiert durch
i—(n) = neP, fir ne Z.
32 hat eine FPortsetzung (siehe Def.2.8)
ig ¢ QA —g,
die wie folgt definiert wird.

Sei re @ mit rz%, a,be’Z und bf0. Dann gibt es auf g
genau einen Punkt P mit

beP = a°P1 [}
der nur von r abhdngt. Wir definieren

jQ(r) i= P .

Satz 4.1
Es gibt keine rationale Zahl re @ mit r2=2 .

Beweis:

Die Annahme "Es gibt re Q mit r?=2" 501l zum Widerspruch
gefihrt werdens N
r besitzt eine Darstellung r=% mit teilerfremden ganzen
Zahlen & und b. Es sind dann a und b nicht beide gerade
Zahlen. , :
=2 = é;.,z; 9;:2 = a = 2p?

b b :
Daraus folgt: a ist gerade; denn widre a ungerade,s0 wire
auch a2 ungerade und a2;£2b2.‘
Also gilt a=2¢ mit c&e Z.

82 = 2b° A a = 2¢ => 40° = 2b° =5 20° = b°

Wie oben folgt daraus: b ist gerade.
Das steht im Widerspruch dazu,daBl a,b nicht beide gerade

s8ind.
Also gibt es kein re € mit =2 .



Behauptung:

3 Q ist nicht surjektiv. \\

4 \
Zum Beweis betrachten wir auf g
das Quadrat iiber P‘)II?1 3

Aus Satz 4.1 folgt mit dem Satz des
PytHagoras,daB es kein ae Z ,balN gibt mit

a°P1 = boj »

Da wir den Korper der reelen Zahlen nicht definiert haben,
ist es uns nicht mbglich, auf die "topologischen" Eigen=-
schaften von R und g einzugehen,die Begriffe wie Stetigr
keit,Konvergenz,usw. erst sinnvoll machen wiirden. Die in
dem folgenden Satz enthalteneuwichtige Eigenschaft von R
kann deshalb nur ohne Beweis angegeben werden.

Satz 4.2

Es gibt genau eine bijektive und in beiden Richtungen
stetige Abbildung f: R - gmit £|1Q = j@ .

R - QU ist die Menge der nicht rationalen (d.h. irratio-
nalen) Zahlen,

Die reellen Zahlen lassen sich durch unendliche Dezimgle
briiche oder auch durch unendliche XKebttenbriiche darstellen.

Beispiel: V2' = 1+ L

Berechnet man die Briiche 14%-

’ 1+ 2‘1"‘: ’ oct,dm erhalt man
die Folge g-, %, -}'27-, %’%, %—%,.,. sdie gegen '/E "konvergiert!,
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"Ein unendlicher Dezimalbruch stellt die reelle Zahl a dar"
bedeutet,dal die entsprechende Folge unendlicher Dezimal~-
briuche gegen a konvergiert. Dabei ist a rational genau
dann,wenn der Dezimalbruch periodisch ist.

Die genauenBegriindungen all dieser Behauptungen gehort

in die Infinitesimalrechnung.
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§ 5 Aguivalenzklassen

Definition 5.1

Seien M und 3 Mengen. Eine Menge [M,|de 3} von Teilmengen
von M heiBt Klasseneinteilung von M genau dann,wenn

1.) Fur alle deJ gilts M, # 8
2.) LM, =M
3-)0(.9{3&‘3 undd:#{z'-:)MeLf\M{s zﬂ .

Definition 5.2
Sei M eine Menge. RFiir jedes Paar (a,b) e M x M sei erklirt,
ob die Aussage a~b wahr ist oder nicht.

Wir nennen ~ eine Relation.
~ heiBt eine Aquivalenzrelation,wenn folgende Axiome

erfillt sind:
1.) Piir jedes aeM gilt: a~a . (Reflexivitat)

2.,) Fur a,by,c eM mit a~b und b~¢
gilt: a~c . (Transitivitat)

3.) Fir a,be M mit a~b gilt: b~a .(Symmetrie)

Seli ~ eine Relatipn auf der Menge M. Durch ~ wird eine
Teilmenge R von Mx M = {(a,b) l aeMab eM} definiert;
R := {(a,.‘n)l (a,b)eMxM A~ a~b} .

Umgekehrt definiert jede Teilmenge R von MxM eine Rela-

tion von M durch: a~b <£!-._‘~{> (a,b)eR .

Wir konnen also jede Relation durch eine Teilmenge R

von Mx M bestimmen.
R definiert daher genau dann eine Aquivalenzrelation,

wenn folgendes gilts
1.) (aya)eR fir alle aelM (reflexiv)

2.) (ayb)eR A (byc)eR = (a,c)eR (transitiv)
3.) (a,D)eR = (bya)eRr (symmetrisch)
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Definition 5.3

Seien nun ~ und 2 Relationen auf M. R, und R, seien die
durch & und ® definierten Teilmengen von M x M.

~x R A R, =Ry .

Satz 5.1

Sei M eine Menge.

Jede Klasseneinteilung {Mj|<e J{ von M gibt folgender-
maBen AnlaB8 zu einer Aquivalenzrelation:

Sei a,beM.

a~Db &5 Es gibt deJ mit aed, wid bely .

Beweiss

Wir zeigen,daB ~ eine Aquivalenzrelation ists

1.) Piir jedes aeM gibt es o0e J mit aecM, ,
dshe a~a .

2.) Seien a,b,c cM und a~b und b~ec .
a~b & Es gibt oteJ mit ae M und belM, »

br~c &> Es gibt feT mit beMp und ceMp

Aus beM, und b eMs folgts

MynMg # 8 .

Nach der Definition der Klasseneinteilung ist dann
{3 = OL .

Also gilt a~c .

3e) Sei gbeM und a~b .,
a~b & Es gibt oteI mit acM; und be M .
Daraus folgt nach der Definition von ~ ,daB auch
b~a ist,.

Satz 5.2

Sei M eine Menge.
Jede Aquivalenzrelation ~ gibt folgendermaBen Anla8 zu
einer Klasseneinteilung von Ms
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RE a{A]AcM und es gibt ein acM mit A ={ blbeMAab~al .
Dann ist {A{Ae¢.J] eine Klasseneinteilung von M.

Bewelis:

Nachwe_ia der Eigenschafien einer Klasseneinteilung:

1.) AeJ =) Es gibt aeM derart,daB 4 = {blbecMarb~al .,
VWegen a~a folgt aelA .
Also gilt A # 4.

2.) a) Nach Definition von J gilt: H\;I’ACM .
b) Sel xeM. x~x =>xchi={ y|lyeMay~x}.
Aus a) und b) folgth: pA =M.

3.) Zum Beweis der dritten Eigenschaft einer Klassen-
einteilung wird der folgende Hilfssatz benutzt.

. s s —— .y

Der Beweis bleibe dem leser Uberlassen. Er folgt
unmittelbar aus der in 1.) und 2.) nicht benutzten
Transitivitédt und Symmetrie der Aquivalemzrelation.

Seinun AeJ ,Be] .

Zu zeigens A £ B = A~B =g .

Wir zeigen die b‘.quivaien‘ce Behauptung:

AAB#¥ P = A =3B,

Sei A~AB# @ . Dann gibt es x« M mit xe A und x < B,
Nach dem obigen Hilfssatz folgt sofort:

A=DB.

Bemerkung: Die durch -~ induzier‘lge Klasseneinteilung in-

duziert ihrerseits eine Relation ~' .

Es gilt: ~ = o~
Die durch eine Klasseneinteilung induzierte Relation indu-
zlert eine Klasseneinteilung,die gleich der vorausgesetzien

Klassgseneinteilung ist.

Man nennt die in Satz 5.2 beschriebene Klasseneinteilung
"die durch ~ induzierte Einteilung von M in Aquivalenz-

klassen®,




Beispiel: M = Z
a~b &a—b teilbar durch.5
Nachweis,daB ~ eine Aquivalenzrelation ists

1.) a~-a ist durch 5 teilbar,
also ist ~ reflexiv,

2.) a=b und b-c¢ sind durch 5 teilbar,folgt
a-¢ = (a~b)+(b-c) ist durch 5 teilbar,
also ist ~ transitive.

3.) a~b ist durch 5 teilbar,folgt b-a ist
: durch 5 teilbar,
also ist ~ symmetrisch,

Die durch ~ induzierte Klasseneinteilung sieht
folgendermaen aus:

MO = {o-.,”10’-5,0'5’101000
M1 = {oot,’f9,'4,1,6'11,ooo

}

I

M2 = ..,.,-8,‘3’2,7’12).00}
!

|

g

M3 = { 0---:"7”2:3'8113100-
M4 = 1.too,‘6,‘1'4,9)14){00

Die Menge {Mj|ie{0,...,4}{ ist die durch ~
induzierte Klasseneinteilung.

Bemerkung: Ist x ein Element einer Aquivalenzklasse,so
nennt man x einen Reprédsentanten der Klasse,
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§ 6 Einfihrung des Vektorraumes

Wir bringen zundchst eine Motivierung der axiomatischen
Definition eines Vektorraumes.

Sei E die Ebene der Elementargeometrie. Wir betrachten

die Menge ‘
ExE % {(4,B)|acE~BeE ]| .

Sei (A4,B) « BxE,A#B. Mit g(A,B) bezeichnen wir die
durch A und B gehende Gerade.

In der folgenden Definition soll eine Aquivalenzrelation
in EX E eingefiihrt werden.

Definition 6.1

Sei (A,B)e ExE und (C,D)eExE., Wir unterscheiden
mehrere Fdlle:

I) A#B und C#£D

(4,B)%(C,D) & BEs gibt (C',D*) e« ExXE mit C'#D’
und

1.) g(C',D') # g(4,B)
2.) g(c',D') # g(C,D) D
3.) g(C',D') parallel g(A,B) \\
4.) g(Cc*',D*) parallel g(GC,D) N
5.) g(A,C*) parallel g(B,D') ¢ N p
6.) g(C,C') parallel g(D,D') AN
) 7
II) A=38 7N
B
(A;B)z(C,D) &> 0= D , ¢
III) C =D ' /’
| (A,B)%(C,D) &> A =3 . A

Wir nennen (4,B,C,D) ein Parallelogramm,wenn (A,B) ~(C,D).
Der Nachweis,daB & eine Aquivalenzrelation ist,bleibt
dem. Leser Uberlassen. Man filhrt den Nachweis auf ge-
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wisse Eigenschaften von Parallelogrammen zuriick (vergleiches
J. Schmidt,Analytische Geometrie I ). Die Definition un-
ter I) wurde in dieser etwas umsténdlich erscheinenden Art
und Welse gemacht,um auch ausgeartete Parallelogramme
(4,B,C,D liegen auf einer Ebene) zu erfassen., Wie bereits
frither ausgefibrt,legen wir keinen Wert auf Vollstédndig-
keit,da wir nur den Begriff des Vektorraumes motivieren
wollen.

Die durch A induzierten Aquivalenzklassen heiBen Vektoren.
Ist (A,B) Repridsentant einer solchen Klasse,so bezeichnet
man die Klasse auch als B . Der Pfeil soll ausdricken,

daB fir A#B gilt: IEB # BR . Die Menge aller Vektoren

der Ebene E bezeichnen wir mit V.

Wir bringen im folgenden eine in der Geometrie hdufig
benutzte Definition von Vektoren,die sich auf die Begriffe
Abstand bzw. Orientierung griindet.

In der Geometrie wird erkldrt,wann zwei Strecken AB und

TD gleiche Lénge haben; wir schreiben dann d(A,B) = d4(C,D) .

Seien A,BeE, A#B. Die zu AB senkrechite Gerade durch A
teilt E in zwei Halbebenen. Mit H(A,B) bezeichnen wir die
Halbebene,in der B liegt.

Definition 6.2

Seien A'B'C'DG E; A%B » C#D .
(A,B) und (C,D) heiBen gleichorientiert <>
H(A,B) < H(C,D) oder H(C,D)c H(A,B) .

Wir benutzen nun die Begriffe Abstand und Orientierung,
um in ExE eine Aquivalenzrelation A einzufilhren.

Definition 6.3

Seien A,B,C,De E. Wir unterscheiden drei Fdlles
I) Seien A#B und C#D .



(4,B) 2 (c,0) &

o) d(A,B) = d(C,D) und

B (A,B) und (C,D) sind gleich orientiert
II) A=B

(4,B) ®(C,D) &b 0=D
III) ¢C=D

(4,B)8(C,0) & a=B

Satz 6.1
B ob

Der Beweis folgt aus den geometrischen Eigenschaften
eines Prallelogramms und aus den Begriffeniliédnge und
Orientierung.

Auf Grund dieses Satzes schreiben wir im folgenden statt
X und & einfach ~ .

Wir geben nun zwei Sdtze an,deren Beweis uns ebenfalls
zu sehr in die Geometrlie fiihren wiirde.

Satz 6.2

Sei (A,B)&«ExE; PeBE.
Dann gibt es genau ein Q< E mit (4,B) ~(P,Q) .
Satz 6.3

B Q
H/ p/
Selen A,B,C,DecE.

(A;B) ~ {C,D) = (A,C) ~ (B,D) C D
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Definition 6.4

‘S-eien v,weV, Fir v und w wihlen wir Représentanten (4,B)
bzw. (C,D). Sei Q der Punkt mit (B,Q) ~(C,D).

v+w Y ¥ 3 <

Zum besseren Verstédndnis dieser Definition benutz‘en wir
folgenden Hilfssatz.
Hilfssatz

Seien A,B,C,D,A',B',C',D'c E. Sei (A4,B)~ (A',B*),
(C,D)~(C*,D'). Sei Q' der Punkt mit (B',Q')~(C',D*).
Sei Q der Punkt mit (B,Q) ~(C,D).

Dann gilt: (A,Q)~(A',Q') .

&) (B,Q)~ (C,D) A (G,D)~ (C*,D*) =3 (B,Q)~(C',D")
(B',Q'")~(C*,D*) = (C*',D")~(B*,Q")
(B,Q)~(C*",D*')A(C*,D*')~(B*,Q') =>_(B,9) ~(B',3")

P (4,B)~(A*,B") => (4,A')~(B,B")
(B,Q) ~(B',Q') => (B,B")~(Q,Q")
(A,A')~(B,B") a(By,B")~(QQ") = (A,A")~(Q,Q")
(8,A")~(Q,Q") = _(4,Q)~(A",Q")

(q.e.d.)

Der Hilfssatz zeigt,daB Definition 6.4 sinnvoll ist,d.h.
die Definition ist unabhi@ngig von der Auswahl der Repri-
sentanten.

Satz 6.4

V mit der Operation + und dem neutralen Element O=AR (A& E)
ist ein kommutative Gruppe.
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1.) Zum Nachweis des assoziativen Gesetzes geniigt es zu
zeigen,daB fiir alle A,B,C,DeE gilts

(A + BC) + CO =48+ (BC + CD) .

(A8 + BC) + CO = iC + CD = AD und
B + (BC + UD) = AB + BU = AD _>
(X8 + B0) + OB = A8 + (BC + OD)

2.) Seien A,B,C ¢E,sei Q ¢E der Punkt mit (A,Q) ~(B,C) .

Dann gilts AR + BC = AA + AQ = AQ ="BC

3.) Pir alle A,BeE gilt:
BR + A8 =BF=0
Wir schreiben deshalb: BA = -AB

4.) Zum Nachweis des kommutativen Gesetzes braucht man
nur zu zeigen:
Fir alle A,B,C <E gilts AB + BC = BC + AB .
Sei Q der Punkt mit (A,Q) ~(B,C) .
Dann gilt: (A4,B)~(Q,C) .
(A,B)~ (QyC) » (B,C) ~ (4,Q) =
B0+ 8 = AQ + Q0 = AC = AB + BC

Durch Satz 4.2 haben wir fiir zwei Punkte PO,P1 ¢E mit

PO#P1 die Abbildung f3: IR —g(P,,P,) eingefiihrt.

Wir bezeichnen diese Abbildung im folgenden mit j}?,, 2
. o ]

Definition 6.5
Seien A,BeE , A ¢ R

= an | AB fir A=B |
AAB =) o ,
[AJH‘.(A.) fir A¢B |

(Dap diese Definition sinnvoll ist,d.h.unabhingig vom
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Repréasentanten,folgt aus den Eigenschaften der Abbildung £,
auf die wir hier nicht niher eingehen konnen.)

Polgerungen aus den Eigenschaften von f sind ebenfalls
die Eigenschaften:

1) (A+pu)v = AV + AV

2.) A(V $ W) =AV + AW fiir alle v,w eV
3 ALp V) = (Aru)v Av e R -
4.). iv=yv

Die folgende Zeichnung illustriert das distributive vesetiz
A(v+w) = AV + AW. Der Leser mache sich daran die Bezie-
hungen zum Strahlensatz klar.

[LRTSRVY

Definition 6.6

Sei X eine Menge und K ein KOrper.
X ist ein Vektorraum iiber K,wenn folgende Eigenschaften
erfillt sind:

a) In X ist eine Operation + definiert und ein Element
0 ¢ X ausgezeichnet. AuBerdem ist eine skalare Mul-
tiplikation erklért,das ist eine Abbildung

KxK — X
(r,a) —> A a

b) I) X ist beziiglich der Operation + eine abelsche
-Gruppe mit O als neutralem Element.

II) (A+p)a = Aa + Ma

A(a+b) = Aa + AD fur alle a,beX
III) (A» uda = A(M4 a) A, e K
IV) 1a =a
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Wir notieren zunéchst einige einfache Folgerungen aus dem
Axiomensystem fiir einenVektorraunm,.

Seien a,beX und A, ek 3
1) (A= pla= Aa - la

2.) A(a-b) = Aa - Ab

3.) 0a =0, AO=0

4.) -a = (-1)a
Bewoises

Zu 1.) (Einfihrung der Differenz: In einer additiven Gruppe
gilt a-b=c genau dann,wenn a=c+b ist.)
Nach obiger Einfilhrung der Differenz gilt:

(A= mla= Ada=- pna & (A= p)a+ pra=7a .
Es gilt aber:
(A= pmla+ pa= ((A=-u)+ ula=2ra.

Zu 2.) Es ist wieder zu zeigen: Afa-b) + Ab = Aa .
Ala=b) + Ab = A((a=b) + b) = Aa .
Zu_3.) 0a = (0-0)a = 0a - Oa = 0
A0 = A(0-0) = A0 = A0 = 0 .

Beachtes Die neutralen Elemente bzgl. der Addi-
tion in K und in X werden mit demselben Symbol. 0
bezeichnet.,

Zu 4.) Es ist zu zeigen: a+(=~1)a = 0

a+(-1)a = 1a+(-1)a = (1+(-1))a = 0a = 0 .

Wir haben in Definition 1.7 (Seite 5) fir jede additive
Gruppe G eine Multiplikation der Elemente von 2 mit
denen von K und mit denen von X erklart,und es gilis

Behauptungs ne Z ,aec¢K und 1¢eX => (n+1)a = na .

- -

Wir unterscheiden drei Fidlle:
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Satz «11

Ein Vektorraum X ist genau dann endlich-dimensional,wenn
es m« N gibt,derart daB je m Vektoren in X linear ab-

hangig sind.

Beweis:s

1.) Sei X endlich-dimensional.

o) dime X = 0 = X = {0} . Also gilt der Satz fiie
dimKX= 0.

f) dim'K X=neMN | Dann gibt es eine Basis {a1,...,an}

von X. Setze m=n+1. Aus dem Steinitzschen Austausch-
satz folgt,daB je m Vektoren linear abhingig sind.

2.) Sei me N und seien je m Vektoren in X linear ab-
héngig. Da jede nicht-leere Teilmenge der natiirlichen
Zahlen ein Kleinstes Element besitzt,gibt es ein moeiN
derart,daB es mo-1 Vektoren b'l""’bmo-‘l gibt,die
linear unabhingig sind.

{Pgreeesby 4} 15t eine Basis von X,denn b eX =

b’b1”"’bmo'-1 linear abhingig,also
be[biyeeesby _4] (Satz 7.7) .

Brgénzungs
Sei X endlich-dimensionaler Vektorraum., Dann gilt:
dimK X = Maximalzahl von linear unabhi@ngigen Vektoren in X .

Satz 7.12

Ein Vektorraum X ist genau dann endlich-dimensional,wenn
es endlich viele Vektoren Bqreserdy gibt mit [31,...,anj =X .

Bewelss

1.) Sei X ein endlich.dimensiomaler Vektorraum. Dann besitzt
X eine Basis.



2.) Seien aqyees,ay eX mit [aq,e000a )= X o
Bewels durch vollstédndige Induktions
o) n= 1
Fallunterscheidung:
a) Sei a.#0 . Daraus folgt {a,| ist Basis von X .

b) Sei a,=0 . Daraus folgt X = {0},d.h. @ ist
Bagis von X.

f3) Es ist zu zeigen: [a1,...,ak+ﬂ besitzt eine Basis.

Nach Induktionsazmahme besitzt [a,,.+..,a] eine
Basis M.

Fallunterscheidung:
a) 8y, 1€ [a1, coesd ] o Dannsist M Basis von

[8qreceray 47 -

b) ak+1§é[a1""'ak;]‘ Daraus folghs: a4 ?L[M] .
Unter Beachtung von Satz 7.7 folgt daraus:
Mu{a ] ist Basis von [ajseeeray 47 o
(Man beachte,daB der erwdhnte Satz 7.7 auch

fir M=0 gilt.)

Bemerkungs Sei X ein Vektorraum iiber K und Bgeeeyay € X,

Dann gilt: :
dim {91 yees ,a.x'1 = Maximalzahl linear unabhingiger

Vektoren aus {a.x,...,ang .

Beweisg:

Da beim 2.Teil des Beweises von Satz 7.12 die Induktions-
annahme dahingehend verschdrfi werden kann,dal
HC{ 31,0001311% iB‘b,gil‘hs

BEs gibt eine Basis Bc{a.‘,...,anl von [a,’,...,an] .
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Sétzohen: Sel X ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U
Unterraum von X. Dann gilt:

1.) U endlich-dimensional und dimK U £ d:i,mK X
2.) dimKU = dimKX & UT=X

Der Beweis bleibe dem Leser als Ubung iiberlassem. (Zu 1.) be-
achte Satz T.11; zu 2.) den Steinitzschen Austauschsatz.)
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§ 8 Lineare Abbildungen

Definition 8.1

Seien X und Y Vektorrdume iiber K.
Eine Abbildung P: X —Y heiBt linear genau dann,wenn
fir alle a,beX und A eX gilts

1.) Fla+d) = F(a) + T (b)
2.) PAa) = XP(a) .

Beispiele fiir lineare Abbildungen:

10) 03 X"—"*I
X0

20) id: X—X
XX

Folgerungens

1.) Seien a; ¢ X und AeK fir alle ic{ly...,n} .
Dann gilts

\F( A1a1+.coo+ (\nan) = P\1\F<a1)+0.'+ {\nf(an) .

Beweis:

Der Bewels wird mit Hilfe des Pringips der vollstén-
digen Induktion gefihrt.

Flir n=1 gilt die Aussage nach Definition der linearen
Abbildung.

Angenommen,die Formel gelte fir,n=k .

Fir n=k+1 ist

POAqagreeer A gty ) = TCAagrerer Apap)s M fog, )

wegen der Linearitédt von T .
Nach Induktionsvoraussetzung ist

‘f( A,1a'1""“+ Akak) = A‘}f(a‘l)*’""f ;\kf<&k) .
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2.) Es gilt: f(0) = 0

Beweis:

T(0) = f(0:0) = 0-F(0) = 0

3.) Es gilt: P(-a) = = f(a) fir alle acX .

Beweils:

- — - o—

T(-a) = F((~1)a) = (~1) F(a) = - f(a) .

4.) Es gilts f(a-b) = P(a) - f(v) fir alle a,beX .

Beweiss
Es ist zu zeigen,da8 “f(a=b) + P(b) = ¥(a) ist .
Es gil+is

F(a=b) + PAb) = f(a=b+b) = F(a) .

Satz 8.1

Seien X uan Y Vektorrdume iiber K. Sei {e.l, ...,en{ eine Basis
von. X und {b1,...,bn§ eine Teilmenge von Y.

Dann gibt es genau eine:lineare Abbildung f: X =Y mit
f(ey) = by fir alle ie{l,...m}

Beweiss

—— o a -

1.) Eindeutigkeit: ‘
Seien ¥, T lineare Abbildungen mit F(e;) = f (e5) = (B)
fiir alle 13{1,-..,1’1} . N
Seii;”-a, ELX". @ a8 = % Aiei mit ﬁ ¢ K fir alle JT.E’. {1 gece 'n.{o

Dann gilts P(a) = 3o Ay Pleg) = Lo Agby

24 =4
und \f’(a) = Z“: (\i ‘?.(ei) = i Aibi ’
A A

d.h, filr alle a eX gilts
f(a) = f(a) .
2.) Existenz: "
Sei aeX @aagr\iei .
f(a)s = Z.: Ayby

Damit ist eine Abbildung f: X —Y definiert,denn
{6474+.,8 ] 18t eine Basis von X .
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Diese Abbildung erfiillt die geforderten Eigenschaften,

denn

a) fir alle ic¢{1,...,n} gilt:
f(ei) = bl

und

b) P ist eine lineare Abbildung.
\f (a+b) = \F( 'i Aiel + Z/“iei)

A 4

= T¢ ZL:-,(:ELi + frydey)

= TO(Ay + by

= Z.::;'\ibi * éﬂi’%

= f(a) + F(b)
F(pa)= FC T R Ayey) -

= (A

= /""f; Agby

- fP@ .

Satz 8.2

Seien X,Y und 2% Vektorrdume iiber K. ‘s X—Y und V: Y =%
seien lineare Abbildungen. '
Dann ist “Yo'f: X~ Z eine lineare Abbildung,.

1.) (Yo ¥)(a+h) = ¥ (P(a+h)) = ¥ (¥ (a)+ F(b))
' Yef(a)) + (¥ (b))
(e f)(a) + ("“‘F)(b)

(P (Aa)) = V(X ¥ (a))
AN (f(@)) = M¥ofi(a)

L}

20) 'r('\i"a f )(7\»3)

Definition 8.2

Sei'en X und ¥ Vektorrdume iiber K,
Eine lineare Abbildung f: X —>Y heiBt Isomorphismus,wenn
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¥ bijektiv ist.
X und Y heillen isomorph,wenn es einen Isomorphismus

i1 X >Y gibt.

Satz 8.3

Fiir Vektorrdume hat "igomorph" die Eigenschaften einer
Aquivalenzrelation.

(Warnungs: Aus logischen Griinden ist es nicht méglich von
der Menge aller Vektorrdume zu sprechen. Wir gehen auf
diese Problematik nicht niher ein.)

Beweils:

1.) Die Abbildung id: X —X ist ein Isomorphismus.
XX

2.) Sei ¥: X~ Y ein Isomorphismus.
Wir zeigen:
¥-=1; Y X ist ein Isomorphismus.
&) P bijektiv => P~ vijektiv
ﬁs) ‘F"1 ist linear,denn

P ) = £TICPCP )+ PP )
= PR Ny + P00
= P+ P
Flap =l P e

= P AP N
= A 30-1(5’) .
3s) Seien 3 X—»Y und ¥: Y— Z Isomorphismen.

Dann ist ¥e¢¥: X — 2 ein Isomorphismus,denn Ve ist
bijektiv und linear.

In folgenden umtersuchen wir,wie sich die Begriffe "Lineare
Abhiéingigkeit","Lineare Unabhdngigkeit","Basis","Dimension"
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und "Unterraum® bei linearen Abbildungen bzw. Isomorphis-
men verhalten., Dabei setzen wir stets voraus,daB X und Y Vek-
torrdume Uber demselben Grundkdrper EKisind.

Satz 8.4

Sei ¥ : X =Y linear und byyeessb «X seien linear abhén-
gig.
Dann gilts

F(oy)peie, P(b ) sind linear abhingig.

Beweiss

o o - -

Aus b1,...,bn linear abhéngig folgt,daB es eine Darstellung
Aqbiteest A D = 0 mit A #0 fir ein ie{1,...,n} gibt.
Aus 0 = F(0) = Ayf(bdveser A f(by) und N0 fur

ein ie{1,...,n{ folgt,da8 f(by)yee., P(b,) linear abhingig
Sindo i

Satz 8.5

Sei ¥ : X—>Y eine lineare injektive Abbildung.

Dann gilts

Dyyees,b, ¢ X linear unabhéngig ==>~f’(b1),..., T(b,) linear

Beweiss

Es gilt: A1‘F(b1)+o-o+ (\n‘f(bn) = 0.:9,> ‘P( A1b1+ooo+ p‘"\nbn) = Qo
Da F(0) und ¥ injektiv ist,folgt darauss

A1b1+ooo+ Anbn = 0 . -

Aus Dyye..,b, linear unabhéngig und r\1b1+...+ Anbn = 0

folgts

A1 I'Aa Tye e An = Q
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Satz 8.6

Sei f: X—>Y ein Isomorphismus. Dann gilt:

{84s0+4,a,] Basis von X & {‘f(a.l),..., ‘f’(an)§ Basis von Y .

Bewelgs

Es genfigt,nur eine Richtung zu beweisen,da P~1:; Y—X
ein Isomorphismus ist.

Sedi {a.l,...,an} Basis von X. Aus dem vorigen Satz folgt,
daB 'f(a.{),..., f(a,) linear unabhiéngig sind.

yex = "Wy ex .
f-1(y')&x = ‘P-‘!(Y) = ;\1&1*‘0..'}- Anan
P = Aqagrenes Nay = ¥ = PTG = A Playdees A Fla)

s e ol as -

eine Basis von X gegeben.

Sei h: K*— X ein Isomorphismus. Dann lassen sich die Vek=-
torenxvon X durch n-Tupel beschreiben (x+> h"1(x))¢

Bel Vorgabe eines Isomorphismus von BoX spricht man

von einer linearen XKoordinatendarstellung der Vektoren von X .

Sei {a.i,...,an} eine Basis von X, Dann ist die Abbildung

h: K2 —X ein Isomorphismus.
Ay A}y Ad-42, 8,

Sel .xeX.
Dann gilts X = fq8q+eeet bpa, und (/‘1,.‘..,/(&1) ist die
durch h bestimmte boordinatendarstellung von X.

Satz 8.7

Seien X,Y endlich dimensionale Vektorrdume.,
Dann gilts
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X und Y sind genau dann isomorph,wenn

dimK X= dimK Y
ist.

Beweis:

ol) Sei ¥ : XY Isomorphismus. Sei dimg X = n>0 . Dann
g&ibt es eine Basis {a1,...,an1 von X.
Aus dem vorherigen Satz (8.6) folgt,daB ff(aT),...,‘f(gnﬂ
eine Basis von Y ist.
Daraus folgt,daB dimK X = dqu I .

Sei dimg X = O ,dann gilt X =Y ={0} ,d.n.
dimKX'zdimKYzo.

f3) sei dimy X = dimg Y = n o Fir n=0 ist die Aussage
"~ trivial.
Sei ns0,dann gibt es Basen {a1,...,an}von X und
tbqys¢eeybj von Y. Die durch f(ay) = by fUr i=1yeeeyn
definierte lineare Abbildung ist ein Isomorphismus
von X auf Y.

Satz 8.8

Sei £ : X—>Y ein Isomorphismus und U ein Unterraum von X,

dann gilt:
P (U)s={FP(x)|xeU} ist ein Unterraum von Y und die Riume

U und ©(U) sind isomorph.

Bemerkung: Auf Grund dieser ®&dtze kann man isomorphe Vektor-
rdume bzgl. Aussagen iiber ihre lineare Struktur als gleich

ansehen.,

Aus Vektorrdumen X,Y ilber K konnen wichtige neue Vektor-
rdume konstruiert werden.
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Definition 8.3
L(XY) s= { f [P : x> *f linear }

Auf L(X,Y) definieren wir eine Addition und eine skalare
Multiplikations

Seien *91, ~?2éi.(X Y).
Die Abbildung X -———> Y ist linear,denn
> £00+ H%)
¥ (x+;ir) + T (x+y) = f (x) + "f’.l(y) + fa(X) + f (y)
= (Ti(x) + fa(x>) + (‘f1(Y) + fz(y))
und
PAT) + Fp(rx) = AF(x) + AF,(x)

= ;'\( \fl(x) + \Fz(x)) .

Daher ist folgende Definition sinnvolls

Tyt x b»*f (x) + P,(x)

Sei yeL(X,Y), A¢K.
Die Abbildung X —>» Y ist linear,denn
x =% N POO

Af(x+y) = A(P(x) + F(7)) = AP (x) + AF(y)
und

AFCux) = Mo (x)) = (N ) flx) = p(n F(x))

Daher ist folgende Definition sinnvoll:

N X — X
(N¥f) s g S

(3¢) Bemerkung: An dieser Stelle wird entscheidend die Kom-

mutativitdt des Grundkdrpers K benutzt |

()
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Satz 8.9

L(X,Y) bildet mit diesen Operationen und der linearen

Abbildung O: X~—Y als neutralem Element einen Vektorraum.
x>0

Bewelss

Zu ‘féL(X,Y) ist =+ : )S:;_};M inverses Element. Die GUltig-
keit der Vektorraumaxiome von L(X,Y) folgt unmittelbar
daraus,daB Y ein Vektorraum ist.

L(X,K) = {f|¥ : X—K und ¥ lineare Abbildung} .
Die Elemente von L(X,K) heiBen Linearformen.
Der Vektorraum L(X,K) = X* heiBt der zu X

duale Raum.

2.) Betrachte den Vektorraum L(X,X).
Das Einselement 1 von K bildet eine Basis
von K.
Da T eine lineare Abbildung ist,gilt:
T(A) = AP(1)
Die Zuordnung T > (1) definiert einen
Isomorphismus von L(X,X) auf X.

Ein besonderes Beispiel ist der Vektorraum L(X,X),da auf

ihm noch eine Multiplikation erklért werden kann,so daB

L(X,X) mit diesen Operationen einen Ring bildet.

Dazu miissen einige Uberlegungen angestellt werden? ;

'Seien X,Y,Z Vektorrdume iiber K. Dann folgt aus Satz 8.2,

daB,mit ¥eL(X,Y) und Y& L(Y,Z) die Abbildung
vePel(X,Z2) ist.

Sei we L(Y,%2) fest gewdhlt,dann definiert die Zuordnung:
< —>"e f eine Abbildung von L(X,Y) nach L(X,Z).

Ebenso definiert fir eine feste Abbildung YeL(X,Y) die

Zuordnung Y -Ye¢f eine Abbildung von L(Y,Z) nach L(X,Z) .
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Satz 8.10
Die so definierten Abbildungen sind linear.,

Bewelis:

1.) Sei V¥ ein fest gewidhltes Element aus L(Y,Z).
Dann gilt fir ¥, P4, Ppe L(X,¥), A &K und fir
alle x eXs
(Ve ( P+ P5))(x) = ¥ (( "f1+ fo)(x)) =¥ (‘f’1(x)+‘92(x))

= (Vo P )(x) + (Yo Pp))

(Fe (™ ))x) = PUNXNT X)) = V(AP (x))
= AV (X)) = MVe P)(x)

2.) Der Beweis,daB fiir ein festes Ye¢ L(X,Y) die
Abbildung L(Y,Z) — L(X,%) linear ist,wird entsprechend
gefithrt . i L0

Bemrkung: Die Abbildung L(Y, Z) x L(X,Y) — L(X,2) ist
(YViP) > npod
mithin linear in jeder Komponente. Eine solche

Abbildung nennt man bilinear.

—— g e e

he:x.B'b der Vektorraum der Endomorphismen von X.

Auf L(X,X) definieren wir folgendermaBen ein Produkti
Seien ¥ , Y e L(X,X) .

T = fory
Nach Satz 8.10 gilt fir alle fy, Pp, Yy V¥ eL(X,X):
CFy + P00 =Py Yae Py 'V,
‘f1("l’1+ (\rz) "‘f‘; ’\Pf" 'fa '\1’2
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Also ist L(X,X) mit den erklérten Operationen ein Ring mit

Eingselement id: X—X .
XX

L(X,X) heiBt der Endomorphismenring von X .

Beachte: Dieser Ring ist im allgemeinen nicht kommutativ.
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§ 9 Matrizen

Definition 9.1

Ein rechteckiges System

a‘ 1 a12 . e s a1n

1

sese

, my, ng N

8n1 8p2 et Bpp
von men Elementen eines Korpers K heiBt Matrix von
n Spalten und m Zeilen,

Sei
) 1, k€ IN.

Dann gilt A=B genau dann,wenn k=n, l=m und ai,j: bij
fiir 1€1<4€m und 1€ j<€n ist. ‘

Bezeichnung: A helBt wxn Matrix. Man schrelibt

A= (aij)’ (121i4m),(1< j4n). Die Menge aller mxn -
Matrizen bezeichnet man mit W (m,n).

Auf W (m,n) definieren wir eine Addition und eine
skalare Multiplikation:

Sei A = (aij) und B = (bij) 1£iém, 1€ j4n
A+ 3B = (aij +'bij) 1€iém, 1€ j<sn

Sei A€k,
AA 1= (}\aij) 1¢ifdm, 14 j4n.

W (m,n) ist mit diesen Operationen und

0...0
0 =1. s
0***0

ale neutralem Element ein Vekitorraum iiber K.
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Die BElemente

0 .o e O
. 000 .
. 010 <—t+—~-1i-te Zeile
i 000 :
O 00020 O
!
J-te Spalte
bilden eine Basis von ¥W((m,n).
Es gilt: dimW(m,n) = n.m,
Daraus folgt: W((m,n) und X*'™ sind isomorph.

Die Abbildung F: ¥N(m,n)—> x2°0

F((aij)) 1= (a11,...,a1n,...,am1r.vamn)
ist ein Isomorphismus.
Die Elemente e; = (Oyevaslyese) von KX (14 i)
bilden eine Basis von K'. (Beachte: Man bezeichnet
diese Basisvektoren fiir alle r €« N mit €qseessy
Es ist darsuf zu achten, daB fiir r1¢r2 der Vektor e,
als Element von K' ! und v,on'Kr2 betrachtet nicht das~
selbe ist.)
Es gilt: f ist gerade die lineare Abbildung mit

2(d35) = e(i-1)en+j e K" (1£igm),(1€ j<n),

. mit

L]

Wir untersuchen im folgenden die Beziehungen zwischen
L(K%, k™) und W(m,n).

Aus Satz 8.1 folgt, daB eine lineare Abbildung

¥ : K™+»k" eindeutig durch f(e;) = b;ek", i=1...n
bestimmt ist. bi ist ein m-Tupel, das wir in "Spalten-
form"

schreiben wollen.
Das System

.
-

aj.}0.0aa}n

(b‘pu;’bn) =
&1 &mn

ist ein Element von #{(m,n).
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Satz 9.1

Die Vektorrsume L(X",k™) und W{(m,n) sind iiber X
isomorph.

Beweis:

Die Abbildung L(K",K")—> W(m,n), P—» ( @ (eq)seeesPley))
ist ein Isomorphismus, denn
1.) Aus Satz 8.1 folgt, daB die linearen Abbildungen

von K2—+g® bijektiv den n-~Tupeln von Elementen aus

K" entsprechen.

Da andererseits die Menge der n~Tupel von Elementen
aus K% bijektiv der Menge aller mxn-Matrizen ent-
spricht, ist die oben definierte Abbildung bijektiv.

2.) seien §.,9, € L(x",x").

Q4+ = (Pale) +Pplep)s vue , Pylen) +§alen))

= (Pylep)seee, Qyley)) + Qoleq)seess Poley)).
sei Ye n(x®,k®) und A€K
AQ —» ((AP)(e)ere (AP (o)) =

(AQep)... Af(ey))
A (P (eg)ens Y e))e
Also ist die Abbildung linear,

il

It

Definition 9.2:

Seien l,m,ne N
Das Matrizenprodukt ist die Abbildung

W(m,n)X W(n,1) —> (m,1)

€V PN - J TP C ol €-FE P
( R R R Lt i iy
mit Cyp = i ai:r:brk ist.
Y=y
Mit (aij) = A, (bjk) = B und (cij) = ¢ schreibt man:

A‘B = Co
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Belspiel: Sel m=1=1, Dann ist A = (& ,81psess8qp)
und b11
B = .
b
Nach Definition folgt dann:

Man kann in diesem Fall A°B als ein Produkt
zwischen einer Zeile und einer Spalte auffassen.

Merkregel: Sei A€ ¥{(m,n) und B€ M(n,1l) und 4B = C
= (cik) (i=1,...,m; k=1,...,1), dann ist c;y gleich dem
Produkt der i-~ten Zeile in W{(m,n) mit der k-ten Spalte

in ¥{(n,1).

Satz 9.2

M(n,n) bildet mit diesem Matrizenprodukt einen Ring,

Eine Motivierung fir die Definition eines Produktes
zwischen Matrizen gibt der folgende Satz.

Satz 9.3

Voraussetzung: Seien.(?e I&Kﬂ,Km) mit der zugeordneten
Matrix A = (aij)e W (m,n) und fe L(Km,Kl)
mit der zugeordneten Matrix B = (bij)es
}U1,m).

Behauptung: Die dem Element Yof von L(Kn,Kl ) zuge~
ordnete Matrix G = (cij)e B((1,n) ist
gleich B-A.

Beweis:
Es gilt:
A\ m
j& {ay-e Y (? (83) = Z_ apjer

T:'..Ai
2\
ke {4 mt % (ek) = i: bols -
Sxi ’
Dann gilt fir alle j€ {1,...,n}
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.
Yo @ (ey) = %Iarj\k(er) Zi 82 jPsrs

Aizy Swy
1

Da die Elemente CPEERRIL-1} eine Basis von K~ bilden,
folgt aus

Yo (ej) = Z Cs 35 und o .
" — ’...,
Vof (0 = EF oege, S
55 = J=lyee4,n

sy = bsrasg

Sei z€X™. Dann 148% sich z als Element von W(n,1)
auffassen. Das z zugeordnete Element von L(K,Kn) be-
zeichnen wir ebenfalls mit z. Es ist gleich der linearen
Abbildung, die der kanonische Isomorphismus K°—>L(K,K7)
dem Vektor z zuordnet.

K? —> (n,1)
NS

L(K,x™)

Sei PeL(x™,K™) und A die P zugeordnete Matrix. Dann
gilt:
vy = ) ¥ = Yox

gox § 1) A-(?‘)
I £

Also gilt: y; = ialrxr fiir alle i€ {1,...,1311{ .
A

y

Definition 9.3

1,) Seien A,B Gruppen. Dann heiBt die Abbildung
? : A+ B ein Gruppenisomorphismus, wenn(s}
bijektiv ist und fir alle a,b€ A gilt:

?(a.d) = Q(a) - P(b)

Folgerung: %g ﬁg;-)f):.:?(*f(a))"‘
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2.) seien Ry,R, Ringe. Eine Abbildung Y: R;—~R,
heiBt Ringisomorphismus, wenn Y bijektiv ist
und fir alle a,b € R‘I gilt:

¥ (a+b) = ¥(a) + P(v)
Y(a.b) = ¥(a) - P(b)

Folgerung: a) $Y(0) =0
' f(a-p) = ¥(a) - P(p)

Folgerung: Der definierte Isomorphismus L(X™,K") —» W(n,n)
ist ein Ringisomorphismus.

Eigenschaften des Matrizenringes:

1,) Der Matrizenring #(n,n) hat fiir n=22 Nullteiler,
das heiBt: es gibt A,Be W (n,n) mit A,B # 0 und

A0B=On
Beweis: Wahle
100 ....0 000. ...0
_ {000 ) {010 """
A =12a00 o MGB_OOOO’:
O .."..O b .
O ‘....O
Dann gilt: A«B = 0

2.) Der Matrizenring W(n,n) iiber einem Kbrper K, in
dem -1 # 1, i1st fir n>2 nicht kommutativ.
Beweis: Setze

100¢e4..0 0-10...0
- A = ?—10 Q, . und B = :]O & ;

OverenssO OuvrenssO
dann gilt:

0 0...0 0104e...0

-100 10

und B-A 0

S
O

.
OC.‘O"O . O'.*O.‘.

i

AB =| O
i

L I B
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Ubung: Sei K der Korper, der nur aus 2 Elementen
besteht, Gilt dann die Aussage 2.) noch?

Folgerung: L(X,X) ist nicht kommutativ fiir dimg Xa2

Wir betrachten die Untermenge GL(X) = {§/9€L(X,X)apbijektiv}
von L(X,X).

Satz 9.4

GL{X) ist eine multiplikative Untergruppe von Sy
(vgl. Definitionen 1.8, 3.1 und Satz 3.2).

Qggpig;i Sei K ein Korper. Dann gilt:
GL(K) £ K ~ {O} = K" (Das Zeichen £ symbolisiert
"isomorph'. )
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§ 10 Lineare Gleichungssysteme

Definition 10.17

Seien M,N Mengen, sei f:M~+N eine Abbildung und yeN.
f"1(y) 1= {xl xeMaf(x) = y}

Definition 10.2

Sei Y:X—+Y eine lineare Abbildung der Vektorriume
X und Y iiber X.

Die Menge L9-1(0) = {x‘ XEMa (f(x) = O} heiBt
EKern der linearen Abbildung¥ .

Schreibweise: Kern9 i = ‘{’—1(0)

Satz 10.1

Kern$Y ist ein Unterraum von X.

1.) Kern¥ # ¢, da P(0) =0
2.) Seien x,yeKerny und A€X, dann gilt:

Plx+y) = P(x) + P(y) =040 =0 und
P(ax) =AP(x) = A0 =0
Definition 10.3
Bi1d9 := Y(x) = {y| yey,\\!x ¢(x) = y}
x

Satz 10.2

Bild‘P ist ein Unterraum von Y.
Bewels:

1.) Bild9 # ¢, da 0 = P(0)
2.) Seien x,y€ Bild9 und A€ K, dann gilt:
*';'.M—X P(x') = x (y') = y. Damit folgt:
P(x'+y') = x+y und Y(Ax') = adx.

t

]
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Sei Y endlich dimensional und Y:X~—+Y eine lineare
Abbildung der Vektorrdume X und Y liber K.
Definition 10.4

dim,BildY = d‘imKt? (x) := rg® (rg{ = Rang der
Abbildung ).

Beachte: Die Definition ist sinnvoll, da BildYy ein
endlich dimensionaler Unterrsum von X ist.

Wir Betrachten nun die folgende Situation:

Sei {:¥—7Y eine lineare Abbildung der Vektorrdume

X und Y iber K. Seli be¥.

Eine grundlegende Aufgabe .in der linearen Algebra ist
_es, die Menge ‘f"(b) = {x} xX€X A‘?(X) = b} zu bestimmen .

Satz 10.3

‘P“(b) ist ein Unterraum von X genau dann, wenn b = O.

Bewels:

P

1.) Sei b = 0, dann gilt: ‘f’"(h) = Kern® ,
2.) sei $*(b) ein Unterraum von X, dann gilt:
o€ $*(b). Da Y(0) = 0, folgt b = O.

Definition 10.5

Sei U ein Unterraum des Vektorraumes X {iber XK und x&X.
x + U := {x+u)ucU} heiBt lineare Mafigfaltigkeit.

it

Beispiel: Sei X die Ebene und U eine Gerade durch den
Nullpunkt. Dann ist X, + U eine zu U parallele
Gerade durch den Endpunkt von Xp.
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Satz 10.4
Sei ‘P_‘(b) # 0 wnd x_ € ‘?‘A(b). Dann gilt: ‘?‘tb) = X,+ Kern‘{’ .

Bewels:

Sei x€X und P(x) = 1 =>(f(x—x0) = ?(x) - ‘f(xo) = 0,
‘?(x—xo) = 0=p x-x_€Kern§.
x-X € Kernp =» X€ X+ Kern?f .

Sei x€x + Kernf =» x = x_ + z wit zeKern{ .
X=X, +2 un-c} z ¢ Kern® =p P(x) :‘(’(xo? + 8(z) = %’(XO) = b.
Also gilt: §7(b) = x + Kernf .

Satz 10.5

Es gilt: P injektiv € Kern{ = {ot.
Beweis:

Sei § injektiv. Dann gilt: Kern{ = {0'('.

Sei Kern® = {o} . Es ist zu zeigens a,/t}eX ©la) = Q(v)=> a = b,
g(a) = P(b) =» €(a) - @(v) = @(a~b) = 0.
Y(a=~b) = 0 und Kern(? = {OS:} a="5.

Die bisherigen S&Hitze beinhalten die Grundeigenschaften
von linearen Gleichungssystemen. Im folgenden sollen
diese Ergebnisse konkretisiert werden:

Sei X = K™ und ¥ = K%, §:K"— K" eine lineare Abbildung
mit der zugeordneten Matrix A = (aij) € W (m,n),
Sel ' ¥4
vy = : e x®,

Y

..‘ . .
Dann ist die Bestimmung von ‘? (y) &dquivalent zur Auf-
ldsung des folgenden Gleichungssystems:

a11x—‘ + ssee “F 8.1an -"= y,]

»
*
L

&m1X1 + enee + amnxn = ym
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oder in Matrixschreibweise:

X4 T4
A =]
XIl y.Ill

Wir konnen deshalb alle vorigen Uberlegungen auf das
Problem der Aufldsung von linearen Gleichungssystemen
anwenden,

Sei ?ﬁ(y) = @, Dann ist das Gleichungssystem nicht
16sbar. % P(y) # @. BEin xeX® nit P(x) = y heist
spezielle Losung. Da die LUsungsmenge des Gleichungs-
systems ?(x) = y durch die Angabe einer speziellen
Losung und die Bestimmung von Kern® gegeben ist

(Satz 10.4), ist die Aufldsung des Gleichungssystems
$(x) = 0 von besonderem Interesse. Man bezeichnet ein
System ?(x) = Q als homogenes'Gleichungssysﬁem und ein
System P(x) = y mit y # O als inhomogenes Gleichungs-
system. Im folgenden geben wir eine Methode an, wie
man die LOsungsmenge eines linearen Gleichungssystems

by

BqXq toees By X, =

X—I‘l".h.ax = b

m1 mn-n m

bestimmen kann,

Wir schreiben das Gleichungssystem in Matrizenschreib-

welsge:
N
&1q s Bqp §b1§
: : il = @
a b i

m1 *** %mn | P

Die Losungsmethode fiir dieses System griindet sich auf
die folgenden vier "erlaubten" Operationen:
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1.) Bel Vertauschung von Zeilen der Matrix G #ndert
sich die Losungsmenge nicht,

2.) Bei Multiplikation einer Zeile von G mit A€ X - {Ol
dndert sich die Ldsungsmenge nicht,

3.) Bei Addition des A-fachen einer Zeile von G zu
einer anderen &dndert sich die Ldsungsmenge nicht,

4,) Bei Vertauschen von Spalten einer Matrix A mit
Hilfe einexr Permutation W& S {1 nt erhalten
. 9000y
wir das System:

a4 (1) e 31 (n) b1

2 oo
W
[ep]

m (1) **° “m (n) by

Dann gilt: (x4, «.. ,xn) ist ganau dann eine Lﬁsung‘von
G, wenn (x (1) **+ ¥ (n)) Losung von G, ist.

Satz 10.6

Durch Anwendung der Eigenschaften 1.), 3.), 4.) kann
G umgeformt werden in:

' ‘ ' * " 0 & LN 2N ' ‘b!
Bl4q eescencee Blqpn 187y pyy seeee Blqp [P
' ' ' LI R B I A ] a! b'
O alpy sees 8lon 187 19 on |P'2
° o . | : :
: " H H} al ’b!
O *trrrereret Bl 18 rrad Liiiiiees T T (= L
O ccrassssers O eeveeveosrsass 0 b'r+1!
: . . . :
0 AN ENIE N NN NN 0 O IR NI I N I N N 0 b‘m

mit r4min (m,n) und a'yy # 0,005l #0 .

Bewels:

o s s oy Sy B

unseitig
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Wir filihren den Bewels, indem wir schrititweise die
Spalten auf die gewiinschte Form bringen:

I} Fallunterscheidung:

1) (a53) 42icm

2.)

IL) Es

O.

14 34m
Dann ist die Behauptung trivial und es gilt: » = 0.

(8345) 121¢m # O

1€ j&n
Sei & # 0 (ke {1,00.,mt; 1e {1,...,0%).
Durch Spaltenvertauschung bringen wir a9 in die
erste Spalte und durch Zeilenvertauschung in die
erste Zeile, Wir bezeichnen das dadurch erhaltene
System hier (wie bei den folgenden erlaubten
Operationen) wieder mit

Byq see B4y DBy
Gnt et amn bm

Fir allelﬁ{é,..,,m} addieren wir zur l~ten Zeile
das (-311/a11)-fache der 1. Zeile und erhalten
eln System, dessen erste Spalte gleich

291
0
0
ist,.
sel nun das System durch Anwendung der Operationen
1.), 3.), 4.) auf folgende Form gebracht:
b T
9’11 csser e 31:9 a1p+1ooo-o..‘. a1n 1
0 322 TR azp a2P+1 cesrssen a2n b2
0 esos e app ap p+1 a0 ¢ 00 06 apn -bp
. : a‘p+’lp~x—1""“" ap+1nbp+1
0 4 8 8 6 &6 ¢ 8 8 O ' : : °
®mprt ottocct fmn P
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Fallunterscheidung:

1.) p = min(m,n). oder

Sp+1 p+1 *** Zpii n
: : = 0
®n p+1 eee 8pm

In diesen Fiallen ist die Aussage bewiesen.

2,) p&min (m,n) und

8p+1 p+1 *** %pyin
: . # O
am P+1 L N 4 a mn

an.
Es ist zu beachten, daB die erforderlichen
Operationen in dem gesamten System gemacht werden
miissen. Da aber diese Operationen die Matrix

o
-

LI 2B 2B BN N AN J ad}P

O 322 s e azp
O 4.0.‘..0 app
O LR I IR K I 4 0
6 s o000 O

nicht &ndern, erhalten wir folgendes System:

o §

311 sss s e e 8-1 p+1 3-1 P+2 ess a,ln b1 \
0 anoto.;c ap+1 p+1ap+1 P+200. ap+1 Ilb_p“i'?( i
O‘ sesssese O. ap+2 p+2--o ap+2nbpf_2
. ) . - : ™ ig
0 EEEXEEREK] 0 an p+2 e e e am.n ;bm
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Da nach hochstens 1 = min(m,n) Schritten der Fall 1.)
suftritt, ist somit die Aussage bewiesen,

Bemerkung: Durch weitere Umformungen mit den Opera-

s s Sae.

tionen 2.) und 3.) kann man folgendes System erhalten:

1 L 3 O 01 r+1 L R ) 01 n d.1

0 T 1 Qr r+1 see Crn dr

0 s 0 0O s e O dr+1

0 ... 0 0 PN 0 dm
Bewels:

S v i i S P

‘Wir gehen vom System in Satz 10.6 aus. Fir k=r,r-1,r-2,...
ve.,2 (Beachte die Reihenfolge!) addieren wir zur l-ten
Zeile (14 14 k-1) das (a'lk/akk)-fache der k-ten Zeile
und erhalten folgendes System:

an;»l * 6 O a1 I.+1 * e w a1n b1 \
0 Bppfp ppt cc Gpp br

O L ] O 0 s & O br+,§
0 L N ) O O * 0 0 bm

Durch Multiplikation der k-ten Zeile mit 1/akk fiir
alle ke_{1,...,r} erhilt man das gewlinschte Resultat.

Satz 10.7

Ein lineares Gleichungssystem A'x = b'! ist genau dann
losbar, wenn die Elemente D! ees sb'y  gleich Null
sind.

r+1?

Bewels:

i Gy s g s S

1.) Gibt es ein x = (x1,...,xn) mit A'x = b', so folgt:

0X1 4+ s e e +0Xn = blr+1
0 Xg + oo * 0 x, = b'm
Also gilt: b}+1 = eee =Dd' = 0
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20) Es seil b'r+1 = see = b'm = 0.
Plir das Gleichungssysten
3'113(1 + cecsosvvssseseeernses + a'1rxr =.b'1
— 1
dzzxz + LR K BN B K B R B BN AN BN +a'2rxr“"b 2

al s e t = !
33%3 cence b AlgpXy = Dig
K + a' ..'XZ ='6'

rr r

erhidlt man eine eindeutig bestimmte Lisung
(x1, con ’Xr)’ indem man nacheinander X, ,X, 4,...,X4
ausrechnet, Dann ist (x1,..w;xr,0,...,0) eine spezi-

elle Losung von A'+.x = b'.

Satz 10.8

Sei ¥ die der Matrix A = (aij) zugeordnete lineare Ab-
bildung von k* — K™, Dann gilt: dimKKernY = nN=-T.

Beweis:

. St s A ot

Sei das Gleichungssystem A'+x = 0 aus dem System A-x = O
durch Operationen der Form 1.) ~ 4.) hervorgegangen. Bei
den Operatiomen 1.) - 3.) Hndert sch die Lisungsmenge
nicht und bei einer Spaltenvertauschung 4.) sind die
Losungsréume isomorph.

De. man das System

E C 0

0 0 0

durch Anwendung der vier erlaubten Operationen aus dem
System

A {O

erhdlt, is t Kern{ isomorph zur Menge

_ %1 e
M = {(X,i,...,xn) (X1,ooo,%)€KnA E +C ; :O}
XI' Xl'l
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Die Abbildung h:Kn'r~a-M, die definiert ist durch:
t t

b4 X x4 b4 Zp41 b
. -3 mit | = =Cj: und |: = |3
tn—r *n Xp T *n o~
ist ein Isomorphismus. Also gilt:
dimKernyY = dimM = n-r .

Definition 10.6

Die Maximalzahl von linear unabhingigen Spalten der

Matrix A = (aij) heiBt Spaltenrang von A.

Es gilt: Rang = Spaltenrang von A, demn 9(e.) ist
die j-te Spalte von A und Bild® = ‘{’(e1),...,?een) .
Bei dieser Aussage wurde die Bemerkung unmittelbar
nach Satz 7.12 benutzt.

Satz 10.9

dimBild¢ = r

Beweis:

Da dimKB:le‘P = Spaltenrang A ist, geniligt es zu be-
welsen: Der Spaltenrang einer Matrix &ndert sich durch
erlaubte Operationen nicht und es gilt:

: E | C
Spaltenrang von = T
0 | O

Die zweite Aussage ist klar.

Zum Beweis der ersten Aussage iberlegt man.sich folgendes:
Sei die Matrix A' aus der Matrix A durch eine erlaubte
Operation hervorgegangen. Dann ist der von den Spalten

von A aufgespannte Unterraum isomorph zu dem von den Spalten
von A' aufgespannten Unterraum. Also gilt:

Spaltenrang A = Spaltenrang A' .
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Definition 10.7

Die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen einer
Matrix A = (aij) heiBt Zeilenrang von A.

Bemerkung: Seien a, = (a11, oo ,a1n), cee 5 By = (am1, .

die m Zeilen von A, dann gilt: Zeilenrang A = dim{§1,...,a§].

Satz 10.10

Sei A eine mX n~Matrix, dann giltd:
Zeilenrang von A = Spalténrang von A

Bewels:

— 2 S it s s it

1.) Bei den erlaubten Operationen bleit der Zeilenrang
unveréndert.

2.) Da auBerdem der Zeilenrang von

™ -‘—ﬁg
!.LL- Ci =
0 19]
ist, gilt: Spaltenrang von A = Zellenrang von A.

Beisgpiel filir die Berechnung eines linearen Gleichungs-

TP S peemp—

systems:
Xy + 3X2nf 4X3 + 3x4 = 9
3X1 + 9X2 - 2X3 - 11}(4 = =3
Zx1 + 6x2 + 2x3 - 14X4 = =12
oder in Matrixschreibweise:
1 3 -4 3 X4 9
3 9 =2 =11 X, ] =3
4 12 -6 =-8}° XB - 6
2 6 2 -~14 Xy -12

Die erwelterte Matrix hat folgende Form:

1.)



1.)

2.)

3.)

4.)

5.)

Nach Satz 10.7 ist des
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1 3 -4 3 9
3 9 -2 -11 -3
4 12 -6 -8 6
2 6 2 -14 =12
1 3 -4 3 9
0 0 10 =20 -30
0 0 10 =20 =30
0 0 10 =20 =30
1 -4 3 3 9
0 10 0 -20 =30
0 10 0 -20 =30
0 10 0 -20 =30
1 -4 3 3 9
0 10 0 -20 =30
0 o o0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 3 -5 ~3
0 1 0 =2 ~3
0 ) o) 0 0
0 0 0 0 0

5.) sind alle Vektoren

Addition des
1. Zeile zur
4~fachen der
3. Zeile und
der 1. Zeile

3-fachen der
2, Zeile, des
1. Zeile zur
degs 2~fachen
zur 4. Zeile.

Vertauschnung der 2. Spalte
mit der 3., Spalte.

Addition des
2. Zeile zur
Zeile.

Addition des
der 2. Zeile
Division derxr
10,

j=fachen der
3. und zur 4.

(=4)/10 —=fechen
zur 3. und .
2. Zelile durch

System 1l0sbar. LOsung des Systenms
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Losung des Systems

1 3 =4 3 Xy 9
3 9 -2 =111, X _| =3
412 -6 -8 X - 6
2 b6 2 ~14 X7 12
genau dann, wenn
X
5
X
%2
4

Losung des Systems 5.) ist.
(Man beachte die Vertauschung der 2. und 3. Spalte bei 3.))

Mit Hilfe dieser LUsungsmenge und einer speziellen Lisung
kann man die Lisungsmenge des homogenen Systems besclireiben.
Indem wir Xp = Xy = 0 setzen, erhalten wir eine speziells

Losung x 3
1 0
XO — — 3 *
0]
Also ist die Lisungsmenge des homogenen Systems =
, 3¢q * 3¢y
o, 4’ ' X = 1
X x& X' und C,,)CZ(-:K 202
‘ c
2

Dieser Unterraunm ist isomorph zum Kz, wobel der Isomor-—
phismus dem 2-Tupel (01,02) das 4-Tupel
(~3c1+502,c1,202,02) zuordnet (vgl. den Beweis zu Satz 10.8).

Definition 10.8

A € W(n,n) heiBt invertierbar (regulir) genau dann, wenn
die A zugeordnete lineare. Abbildung Element von GL(K™) ist.

Im Folgenden werden A und P hiufig identifiziert. Deshald
kann man, wenn man A als Abbildung auffaBt, sagen:
A ist invertierbar (reguldr) genau dann, wenn A bijektiv

ist.
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Satz 10.11
Sei Ae W (n,n).

1.) A regulidr 4= B\e/m(mm‘ A.B = BA = &
r4

2. 5 vV -B 5

) A regul:ar 4= & & e A-B B
3.) A regulir 4= _\/ BA = E

.. B*:‘. m("“}“\

4.) A regulir &% Rang A = n
Beweis
zu 2.) A regulir #3,};“ A.B = E (nach 1.)).

st

A.B = E. Bemerkung: Seien M und N Mengen, F:M—» N,
G:N— M Abbildungen und F+.G = IdN' Dann giltd:

P ist surjektiv und G ist injektiv.

Aus dieser Bemerkung folgt, daB B injektiv ist.
Also gilt mit Satz 8.5:

dim Bild B = dim K% = n.
dim Bild B = dim K¥* wund Bild B & x%
Bild B = X*. Alsoc is% B bijektiv.

Aus B bijektiv und A.B = E folgt: A ist bijektiv.

zu 4.)Aregulir =p Rang A = =n (klar!)
Rang A = n. Dann gilt: A ist surjektiv.
Rang A = n = dim Kern A = 0. Daraus folgt:

A ist injektiv.

Sei X ein XOrper mit p Elementen. Wir untersuchen die
Anzahl der regulidren nxn-Matrizen mit Koefiizienten
in K,

Satz 10.12

# LKD) (% = D = 2) eevn. (B* =25 =

1
T 2
(=172 (5 1) (p%-1) .o (P10
(Bemerkung: Sei M eine endliche Menge, dann wird definiert:
# M := Anzahl der Elemente von M.)

Wir untersuchen, wieviele Mdglichkeiten es gibt, k linesr
unabhingige Vektoren in K" auszuwihlen (1&k4n).



- 83 -

Fir kx = 1 ist jeder vom Nullvektor verschiedene
Vektor in XK® linear unabhingig. Also gibt es (p=1)
Moglichkeiten, einen linear unabhingigen Vektor

in K* auszuwihlen (Man beachte: XK' '= po)

Induktionsvoraussetzung: Fir k¥ = s gibt es
(pn—1)(pn~p).....(pn-ps“j) Moglicheiten, s linear
unabhingige Vektoren aus X% auszuwihlen.

Seien die Vektoren Bpseeesdg & K% linear unabhingig.
Dann sind die Vektoren a1,...,as,b e Tenau dann
linear unabhingig, wenn bé;{a1,...,a§} ist. Bs gibt in
k2 - {31,...,as% (p™-p°) Vektoren. Also is+t die Anzahl dex
Méglichkeiten, (s+1) linear unabhingige Vektoren aus K-
auszuwdhlen, gleich (pn—1}(pn~p)(pn~p2).....(pn—ps).
Da die Anzahl der RElemente von GL(Kn) gleich der Anzanl
der n~tupel von linear unabhingigen Vekltoren aus i is%®,
gilt die Behauptung.

Akt . s e s S i

wobel # K = p ist. Deshalb ist fiir #K = 2
eine bijektive lineare Abbildung f£:K°—» K2
linear genau dann, wenn £(0) = 0 ist.

Folgerung: Aus Satz 10.11 folgt: A ist regulfr genau denn,

o s v

wenn die n Gleichungssysteme

X3 /O\

X3 | 9
Al = 1| i-te Stelle
Xpi 0/

fir i=1,...,n l6sber sind.
Also ist die Bestimmung dexr inversen Matrix
Hgulvalent zur Aufldsung der ovbigern n Gleichungs=—
systeme. Die inverse Matrix ist gleich

X11 LI ) X;fn

-
*
» -

){n’i LR Xnn »
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-

o~

|

(?11 Eqp 2 19

—

Ul —

1

Beipiel: Untersuchung, ob die Matrix (3
reguldr ist und eventuell 1
Bestimmung der inversen Matrix

S5 I \\ I

Xo1 Xoo Zo3) -
31 X302 A"”/

1.) 1 0O -1 1 0 O
3

-
N
o
-
(&)

2.) 1.0 -1 1 0 0 Addition des 3~fachen

0 1 0 |-3 1 o der 1. Zeile zur 2. Zeile
und des 1-fachen der 1.

0 2 -1 -1 0 1 Zeile zur 3, Zeile

3,) 1 0 =1 1 0 0 Addition des 2-fachen
der 2, Zeile zur 3.
Zeile

4,) 1 0 O |-4 2 <4 Addition des i1-fachen
der 3. Zeile zur 1. Zeile
und Multiplikation der

0 0 1 =5 2 -1 3, zeile mit (-1).

Daraus folgt:

-4 2 -1
X =1 =3 1 0
-5 2" -1

Wir dehnen nun unsere Uberlegung iber die Begiehungen
zwischen linearen Abbildungen *f' % g™ und ¥atrizen
auf lineare Abbildungen P: X — Y aus, wobei X und Y

n- bzw. m-dimensionale Vektorrdume Uber demselben Grund-

korper K sind.

Sei £ = (f1,...,f ) eine Basis von X und g = (01""’°m)
eine ‘Basis von Y. 9 ist eindeutig und duch die Bildexr
?(f ),...,?(f ) bestimmt. Es gibt aber fir alle j< 11,...,ﬂ%

genau eine Darstellung “?(f ) = EE:alJ gy =it J\.K

Wir ordnen ¢ die Matrix A = (a ) zu. Ladurch wird jeder
linearen Abbildung VY :X—Y bzgl festgevihlier “asen
in X und Y genau eine Matrix Ac¢ M{m,n) zusgeordnet.
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Bemerkung: Das Resultat ist eine Verallgemeinerung
der schon bekannten Beziehungen zwischen
linearen Abbildungen uné Matrizen, denn
fir X = K% und Y = ¥ mit den ent-
sprechenden kanonischen Basen erhilt man
die bekannte Zuordnung.

Sei Z ein p~dimensionaler Verktorraum iiber K und
r = (r1,...,rp) eine Basis von Z. Den durch r indu-
zierten kanonischen Isomorphismus von P auf 7 vezeich-
nen wir mit hr’ wobei gilt: >

hI,(.ZC1,O.',Xp)' = 24 .XiI'i

L‘“-‘—‘,,
Satz 10.13

Seien X und ¥ n- bzw. m-dimensionale Vektorriume Uber
K mit festgewdhlten Basen f bzw. g. Denn gilt:

\?*hf= hgoA

Man beschreibt diese Tatsache durch das folgende kom-
mutative Diagramn:

gt &, O

hf.l l g

x —%, v

(Bemerkungi Da hg ein Isomorzhismus ist, ist 4 durch di

Gleichung ?oihf = hgo.A eindeutig bestimmt

L = nle¢o ng.
Die Abbildung L(X,Y) — #&(m,n) b 9(x,y) — hg-l.q o hp
ist also ein Isomorphismus (Beachte die Abhingigkeit
diesegs Isomorphismus von der Warl der Basen!).)

Sel X = (X4yj0ee,3X ein beliebiges Element von K%. Dann
1? n o
gilt:

1) (e m)Geppneei) = @ (S e =

kY 4>

. X
= 3 oxfuy = Y xFege = 3 (5 e
J J e (=4 =

2.) X y )
J N =3 iy o= Y oax.
A.(; )-(&A) ) wobel vi = 2;313X3 .

o AT

e

-
-
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Also gilt:
s =Y (Y )
(hg° A) . _Z(f__aijxj g; -
Xn 1=y d 21

Satz 10.14

Sei ¥ eine lineare Abbildung der Vektorrdume X und Y

Uber K mit dim X = n und dim;Y = m. Dann folgth:

dimKern? + Rang® = =n .

(Bemerkung: dimKern{ heist Nullitsét von(f.)

Beweis:

{x\ xe X Aa9(x) = ok )
yiyev.a Vv, ) = vl

Bs gilt: Kern(
Bild ¥

i

i

Nach dem vorigen Satze gilt:
Kern A € KernyY wund Bild A £ Bild{.

Nach Satz 10.8 und 10.9 1ist dimKKern A und Rang &4 = n.
Daraus folgt alles.

Seien X,Y,Z nun n-,m- bzw., 1-dimensionale VektorrZume
liber K mit den Basen f = (f1”"’fn)’ g = (g1,...,gm)
und k = (k1,...,kl).

Satz 10.15

Seien Y: X — Y wund VY: Y-— Z lineare Abbildungen.
Werde ¢ die Matrix A Dbeziiglich der Basen f,g und ¥ die
Matrix B begiiglich der Basen g,k zugeordnet. Dann wird
\féfbezﬁglidh der Basen f und k die Matrix BeA zugeordnet.

Beweis:

Wir betrachten das folgende Diagramm:

gn_A m B .1

, K
bl h gj, Iy
X — ¥ —

=

DY
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Aus der Kommutativit&t der Diagramme I und II
folgt die Kommutativitidt des Diagramms:

e B.A 1
K212 3K
h|
X — Z

denn es gilt:
(PoP)oh, = We(Qony)
= (%{chg)°A (hkoB)dA

Yo(hged)
hko(BeA).

o HU

(=1 1)

Sei X n-dimensionaler Vektorraum iiber K und seien

f= (f1,...,f ) und f = (f},...,f ) Basen von X. Wir
untersuchen die Beziehungen zwischen f und f Dle
Matrix S = (s ), die durch die Gleichung f —,21 SlJ i
(1£ 34 n) gegeben ist, heiBt Matrix des Ba51qwe62%els
von f mach f. S ist die Matrix, die der Identit&t bzgl.
der Basen f und f zugeordnet wird (Beachte die Reihen-

folge!).
Satz 10.16

S ist regulir.

Beweis:

T gei die Matrix des Basiswechsels von §’nach f. Aus den
Diagramm

folgt, daB T.S die Basiswechsels von £ nach F ist. Also
gilt T.S = E. Mit Satz 10.11 3,) folgt dann die Be-
hauptung.

Satz 10.17

Sei f = (f1,...,f ) eine Basis von X und S = (s )ezmﬁ(n n)
reguldr. Dann bilden die Vektoren fa jz Slafl (1, jen)
eine Basis von X.
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A vt e s, gt s

I\)
Es gilt: f; = hf(ei). Daraus folgt: j = n&(gé S*jei)'
Da 5; S, e. gleich der j-ten Spalte von S ist und S re-
gulér 1st bllden die Vektoren ;g 5134 (1¢ j«n) eine
Basis vonﬂg . Daﬁpf ein Isomorphismus ist, bilden die
Vektoren f1,...,fn eine Basis von X.

Satz 10.18

Voraussetzung:

X und Y seien n~ bzw, m-dlren81onale VektorrZume iber K;
f = (f1,...,f ) und ¥ = (f1,...,f ) seien Basen von X nmit
S als Matrix des Basiswechsels von f nach f

g = (g1,...,gn) und g = (g1,...,gn) seien Basen von Y mit
T als Matrix des Basisweéchsels von g nach &;

sei ¢ : X — Y linear und A die der Abbildung ¥ bzgl. der
Basen f und g zugeordnete Matrix.

Behauptung:

_ p=l A+S ist die der Abbildung Y bzgl. der Basen 7 una
zugeordnete Matrix.

124

Beweis:

S o ity G s s it

Die Aussage folgt aus der Kommutativiti&t des folgenden
Diagramms:

=
’..-b
b ——
5
*._.,..—...._
=
L] :
e e 1}
b
4]
e 4 1}

v
b
v
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§ 11 Determinanten

Definition 11.1

Sei n>1 und ¢S . Das Signum von 5 wird definiert

durch: m-i _m,
sign & := T
=4 g=ivd
In Ubungsaufgaben wurden die folgenden BEigenschaften
von signum bewiesen:

jo- i
6(3) - &(1)

1.) signbe {-1,1} rir alledes .

2.) Seien 7 ,00€ S,- Dann gilt: sign(€-7) = sign€signT.

3.) Ist &e S, ein Produkt von m Transpositionen, Dann
gilt: sign & = (-1)%.

Bemerkung: Unter einer Transposition versteht man eine
Permutation, die zweli Elemente vertauscht
und die Ubrigen fest 1la8t. Jede Permutation
188% sich als Produkt von Transpositionen

schreiben,

Definition 11.2

Sei A = (aij)€ B(n,n) mit Koeffizienten in K.

Det A heiBt die Determinante von A. Schreibweice: Det A

Beigpiele fur die Berechnung von Determinanten.
1.) sei ae ®{(2,2). Dann gilt:

Det 4 = :;} gggi = 8q4q8pp = 8qp854 -
'2.) sei s  (3,3). Dann gilt:
891 892 23]
Det & = lapy 8yp 8p5| = ayq8yp853 = 8qq3p38s5)
431 #32 %33 #12%23%31 T #12%21%33
81358048350 ~ 843802854

Merkregel zur Berechnung der Determinante einer Judl-iairix:

)
»

=

|
i

Al
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Man betrachtet das System:

&1 13 412
2 2 \321 @22
31 855 B33 B3q es,
Sel x die Summe der Prpdukte auf den durchgezogenen
Linien und % die Summe der Produkte auf den gepunkieten
Linien., Dann gilt: Det A = o =
(Vorsicht: Die Merkregel gilt nur fir 3x3-Matrizen!)

Sei A = (a )G;NK(n n). a; selen die Zeilen von 4, d.h,
a; = (al1,...,aln) fir 1 = 1,...,0,.
Wir konnen daher die Determinante als Abbildung

Det : K* x vuos x KX —+ X
.(a.‘,ooo’an) —_— Det(aij):-—— Det(a1,oo.,an)
auffassen.

Eigenschaften der Abbildung Det:

1.) Seien a1,...,al 1985 15098y festgew8hlte Vektoren
aus K%, Dann gilt: Die Abbildung

Xt — X

o Det a s X LI Y

X (a4, 184 _19%985 1> ’a'n)

ist linear.

Bewels:

Sel ze;Kn, dann setzt man z; = i-te Komponente von z.

Seien x,y ex? um‘:i&,l ,r\2 €X.
Dann gilt: Det(ay,...,a; 3,Hﬂx+azy,ai+1,...,a ) =
_;§¥51gnll(a1 (1) * " ~Bimt W(im 1)(A1l+ﬂ23)T(l)
8101, Wa+1) " n;ﬁ(n))

:’{1;%;Sign7r(a?mm'“ai—1ﬁ@®KW®ai+$E@ﬂ“'anWGQ
-+ &2 %Sign n (aj)ﬁ(4)' .e ai_?.]’Wa_‘\)y'ia\ai_{_apiﬁ%‘). .o an’ 5?6.59
=4%1Det(a1,...,ai~1,x,ai+1,...,an) +

AZDet(a.l gese ,ai‘_ol iyiai_{_‘t R R) ,an)



2.)

3.)

4.)
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Seien i,jeh,...,n'ﬁ mit 1 # J und a; = aye
Dann gilt: ‘Det (a1,...,an) =0 .
Bewelis:
Zum Bewels bendtigen wir einige allgemeine Tigen-
schaften von Sn:
-=%W$Tfe_sn A sign?f = 1} ist eine Untergruppe
von S, und heifBlt die alternierende Gruppe.
Sei T,eS, mit signVWe = -1. Dann ist
AT := {'ﬁ'o"s\’o{?\'eAn}. die Menge aller Permu-
tationen W€ S, mit signW = -1,
Die Abbildungen A ~—+ An'ﬁo und
A, — WA = {WT Ve At sind bijektiv.
Folgerung: # A = n!/2.
Sei M, die Transposition mit Te(i) = j.
mmngﬂﬁzam&lszarﬁ fmrﬂlerﬁe{1“.”ﬂh

Nach obiger Bemerkung gilt:
Det A = _g_—sign?f &y e + « EnTem + ;Ahsign("{-’ﬁ'a) LT+ + EnFEgm
= ‘Z;} dﬂ)‘\ ) ¢ v, an,ucm- Z Slg?ﬂﬂ’o a'g' 0(1) i@) oo c.‘(o\“j A (eﬂ

€y
denn fir ein jedes & e Sy gilt: Zye..Z; = Zgy .. %g)
= %( N O R * 8, Wy ~ ‘%« A)n(ﬂ EREINY )

(da SE L, W= a;,u&)is.t) o
Also gilt: Det A = O,

Sei i # k. Dann giltb:
Det(a1,ooo’a+ak,'0¢, k,o.o,a)—"Det(avl’-on,a)
Beweis:

Det(a,;,...,ai + ak,...,ak,...,an) =
Det(a,l,...,ai,...,an) + Det(aa{,...,ak,...,ak,.-.,aﬂ) —
Det(a1,...,an).

Der Beweis folgt aus der Linearit8t der Abbildung Det

und der Eigenschaft 2.).

Sei 14 j. Dann gilt: ik Shelle
Det(a,l"ou,al,ooa,aJ,-qo,a ) = "De’t(a,z’o..,aj,..c
L‘tLS\'é&" ;-#t_g% oba’al,.to’u )

Beweis: a-fe. Sleliy

Wt e e s o st
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Det(a1,.oo,ai,ooc,aj,oo.,an) =

Det(a1,...,ai + aj,...,aj,..f,an) =

De—t(a,l,.-o’ai -+ aj’-ot,—ai’-o.’an) =

~Det(a1’.-.’aj’.."ai"..’an).

4-8..) Det (a1,...,an) = Sigl’leDe'b (a«l{“),...,a.ﬂ(n))
Beweis:

Die Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache,
dafl sich jede Permutation als Produkt von Trans-
positionen schreiben 1&88%.

5.) Sei A = (aij) obere Dreiecksmatrix, d.h. a;5 = 0

Bewels:

e e i s s gt .
Q3

Zum Bewels betrachte man die Tatsache, daB fir % € S,
gilt: i # je&> MW £ T,

6.) Sei & = (2;.)e ®W(n.n). Mit A" bezeichnen wir die
Matrix B = gbij) mit b;. = a... Bs gilt: Det 4 = Det i,

) J ji
Beweds:
iy . -
Det AT = ;§é81gnt\t%“@p..bmm@n
n 'Y
= 5 sign®W axg4 e ¢ » ET@M = Z sign'’y BA A + B0, Tiw)
'\I'é Sh A "\TES'; .
= :Z:SigﬁTfE%WKQ.‘.amyﬁm) (da sign = sign )
VeSS,
= g__gsi gl AN - - Bnwey= Det A
WE Ly

Wir haben bisher die Determinante ciner Matrix als
Funktion ihrer Zeilen aufgefaBt. Die Eigenschaften

1.) bis 4.) kOrnen deshalb folgendermafen formul@erﬁ'
werden:

1.) Die Determinante ist eine lineare PFunktion der
i-ten Zeile, 1 = 1,...,0.

Wenn zwei Zeilen gleich sind, dann gilt: Det & = 0.

Die Addition des A-fachen einer Zeile zu ciner

anderen dndert den Wert der Determinante nicht.

4,) Bei Vertauschung zweier Zellen &ndert sich der VWert
der Determinante um den Faktor (~1).

Wegen Det A = Det A gelten die Aussagen 1.) bis 4.) auch,

wenn wir Jeweils das Wort Zeile durch das Wort Spalte

LS AR AV)
L
S

ersetzen,
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7.) Det(a,,..e,a ) # 0 &> 24,4..,8,_  linear unabhiinsig.
1 n 1 n

Beweis:

Bei den erlaubten Operationen 1.), 3.), 4.) {(Vor-
bereitung zu Satz 10.6) indert sich der Wert dex
Determinante hochstens um den Faktor (-1). Da durch
diese Operationen dile Matrix mit den Zeilen Apgeees8y

auf die Form

D C
Q 0

gebracht werden kann, wobei D = (di.)ef&ﬂ(r,r) obere
Dreiecksmatrix mit d.; # O (12 i< rg ist, gilt:

Det A # 0<&>» r = n. Da aber R
linear unabhingig sind, wenn r = n ist, gilt die

genau dann

Behauptung.

8.) Seien A und B <¥®({(n.n). Dann gilt:
Det (A+B) = Det A . Det B.
Bewels:

Einen Bewels fiir diese Aussage erhalten wir spiter
als Folgerung aus Satz 11.17.

Aus der Eigenschaft 7.) folgt: Det A # 0 e 4 reguldir.
Also gilt filr Ae GL(K"): Det A€X™ = K - {o}.

Aus der Eigenschaft 8.) folgt, daB die Beschrinkung von
Det auf GL(K®) einen Homomorphismus GL(X®) —+ X * dar-
stellt. Dabei wird ein (Gruppen-)Homomorphismus folgen-
dermafen-definiert: ‘

Definition 11.3

Seien G, und G, Gruppen. Eine Abbildung :c,— &,
heiBt (Gruppen-)Homomorvhismus, wenn filr alle g,8'e Gy

gilt: Q(geg') = @(g)e¥(g").

Definition 11.4

Seien X1,...,Xk,Y VektorrBume iber K, Dann heift die
Abbildung < : Xyxoo.xXy, — Y pultilinear, wenn fur alle
ief1,...,x} und veliebige, aber festgewdhlte &.€ X, (3#)

J
die Abbildung X s S 4 liresr isit.

X "“"?(8.1 P ’ai_'.I ,X’ai+1 g ’alc)




Definition 11.5

Sei X ein Vektorraum iber X.
Eine multilineare Abbildung $: X x e X X —+ K
heiBt alternierend, wenn fir i,je< ﬁ1,...,k§ und 1 # J

gllt. ai = aj %’ qj(a'l,."’ak) = Oc

Bezeichnung: << bezeichnet man als alternierende Multi-
linearform,

Beispiel: Det : K wuxK-a ist eine alternierende

N uvs«L
Multilinearform.

Satz 11.1

Sei & : X x X — K eine altérnierende Multilinearform.
Dann gilt: < (a,b) = ~&P(b,a)

Beweis:

v ptnp sty

0 = P(ath,a+db) = & (a,a) +d(a,b) +P(b,a) +$(v.d)
= ¢P(a,b) = =<P(b,a).

Bemerkung: Man beachte, daf die Umxehrung des Satzes
i.a. falsch ist (sie gilt jedoch filir Kdrper
K mit =1 # 1).

Korollar:

Sel <p: X x . . X X — K eine alternierende Multi-
'l-“'ﬂ

linearform und nef%. Dann gilt:

P (ag,eeeray) = signW $ (ageqyreeesgyy)

Sei ij(X*) die Menge aller alternierender Multilinear~
formen 4>: X¥x ...x X — K,
Auf AX(X*) werden folgende Operationen definiert:

(Py + Bo)agseeeray) 3= Dylag,ean,ay) + dolagsn,ay)
(?\4})(31,...,&1{) = A<t>('a1,...,ak)

Mit diesen Operationen ist A¥(x ) ein Vektorraum.
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Satz 11.2
Sei &de K(x*) una 845+.0,a € X linear abhingig.
:Dann gilt: ¢(a1,o-c’ak) - Oo

Beweis:

T S e S g i S

Sei Bqyeees ke:X linear abhingig. Dann gibt es ein
Je{1,0tc’k} mlt a;} '—2;\18.1 +o‘.+ AJ 1 a .1 +AJ+1 J+1 +...Ta1{a}.{

43(8-1’-'-!&’1{) = ¢(a1,oco’ J 1, Zal l,&3+1,...,ak)
-_— ‘QA cb(a ’.-.,aa 1,al,aa+1,-.., k)
=

Seien n und k ganze Zahlen > O. Bekanntlich ist der
Binominalkoeffizient (ﬁ) gleich der Kardinalzahl der
Menge aller k-zahligen Untermengen von i1,...,n%t.
Bemerkung: Flir k> n gilt: (E) =

Satz 11.3
Sei dim X = n. Damn gilt: dim AS(x*) = (B) .

Beweis:

— o s . oyt S

Fallunterscheidung:

1.) k> n, Dann gilt FHr alle &,,..0,8,€ X2 8,,0..,8, Sind
1 X 1 T
linear  abhingig. Deraus folgt fiir alle dre A*(X*):
$(ay,.opm) = 0. Also gilt: aim A¥(x* =0 = (}) .

2.) k4én. Sei by,...,b, eine Basis von X. Sei

de A¥(x*) und a;,...,a €X. Dann gilt: a; = > a,.b..

Daraus folgt: . ,
P(ay,...0e) = <§><za1:-b. vy 2o, bl )

J4 JA ’ 74 KJK JK
J“Z””J <§>(b ,...,b3 ) =
(weaen der Multlnllnemrltat von < )

It

— )Al“%‘z"\ 13/‘ aonakak\b(b "'O,D‘_} )
(c\>(b ,...,bT) =0 fiir j, = jonitr # s)
Sei M€ {1,... ,n"g #M = k. Dann 183%t sich ¥ in der
Form M = {d1,..., k} mit d1<{...<’dk schreibven. Jann
ist die Menge allier (31""’3k)G‘F& cleich der Henge

{(d (1),..., l(k))l W& Sk'lf.
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Also gilt:

é(‘bj "..,DJ,)

- 'ﬁ"}e—‘s:mﬁ( v 'aka\«\.(g?(bdw(q )2+ e 9Pay (1)

= si n\\ a . wo8oxn b eesyD .
Lesk . Tdyey kﬂmacb.( ML W

Daraus folgt:

S

€¥‘ wy 34) ))kes"\ 134 ."ak:a d}(b ,o.o,ka)
‘*Hsi Jr‘tsff-.;:s

‘ ' .. e« Dn
“E<&kénz:€ \‘Slgn a1d kd‘i‘x’(k)<b ( d ? ! 2

A

Z L] 28 >
Ten 1, Rk,

- 5 Bgg e 244

: - . P af S
4£A4"'-<Ak§“ an a. Cg:(bdA,oo-,bdk) (iLg%h)D i, der
¥kd  *°* Tkd

Zur Angabe eines Isomorphismus von A}{(X*) auf K(li)

fihren wir die Relation < ein auf der Menge

i(j1,...,jk)\ T£,€0ve <pen

(31,...,Jk) < (11,...,11{)<_>o‘:{k _i\r ig = ig und j,<i..
Diese Relation bezeichnet man als lex:.kovraphische
Ordnung. .

Sei 1-—/—31<...<' Jp¢én und 1.411 <...<ikén.

4‘(’0 sesasD 3, ) < s (o, | T N

(31,...,31{) < (11,...,11()

Wie man leicht sieht, glbu es genau ein ( ) Tupel

(¢ ,...,C(I]})) mit ¢ QgCP(Q ,...,b ) 14‘,1 Lows 4%-::125
:Eur i C—_{h...,(k)} u:a« . 1< ¢y fir al.i.e _Lgoz,..,,(ﬂ)
Wir bezeichnen dieses (i)-—Tupel folgendermaBen:
N CT N PR

J 1 n
Behauptuuo* Dle Abbllduno* < A‘{("’*)»&vﬁ(k)
< *-PCU(‘o TR ) T

3
Y «, Y

c".

ist ein Isomorphismus.
a) Aus der Definition der Opefa'clonen auf _A_ﬂ(}x"‘) folgt,
daf die Abbildung linear ist. '

b) Aus (D(b: ,eeu,bs ))s _eee, « =0EK £) folzt
s N A R I
¥ t
H a
1 b 1d§
ey = ST L o (b et
C‘S( 12 ! k) agdgcd fnf ¢ ‘C\P( 0‘4’ ’ “k)
|
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Also ist die Abbildung injektiv.

c) Sei (e, TREFLE ein lexi-

,] )1_dé...4j,£ﬂ
kogranhlsch ﬂeordnetes 6 )-Lupel. Zs ist zu
zeigen: Es glbt Pe j\k(X*) mit

(d)(b ;'0-7 )) =(C‘ sews,C )

<---<J d S AP S
Wir deflnlerea b ﬁurch g .o -

awld’{ .:'a1dk

qJ(a1,...,ak) i= E: : : Cq +ewe Cq -
d,&2d, 8 L a ‘ 4 k

cbist alternierende Multilinearform. Um die
Koeffizientenmatrix von bi zu bestimmen, filhren
wir das Kroneckersymbol ein:

éﬂ { 1 j=1
i 0 341
> 51
- b
Q=4  dir

S@.1édﬁd.”<dkén und 1éj1<.nzjkén.

i

Dann gilt: Db,
Jt

Il

Dann gilt®:

S g

‘)4 YO fﬁr (.3:1"..’31{) # (d's’.-.’dl{)
gda go‘k U4 fie (s : .
J 1 fiir (31""’3k) = (d1,...,av)

Beweis: Sei (31,...,3k) # (d1,...,d1) Dann gilt:

LV AN

1€kt sefsky jS # d;, denn aus dem Ansatz
Lkl %ﬁz;w = d und der Voraussetzung d1 ey <<L,
bazw. J1(*o-<3k fOlgt (31s“-531) = (LL»]"-’sQ ):
Widerspruch!. .
Daraus folgt, dal die i-te Spalte der oblpen
Matrix gleich O ist. Also gilt: Det (&f) 0.

Sei nun (jq""’jk) = (d1,...,ak) Denn gilt:

g°‘f 1 fir 1 =1

=10 fue 1 73 - Also sl Demgu = 1.



dr X N E j ;
il ur (Jqyeeesd g # (d
Aus ;-gde\ 0 fir gag,...,ai = {4
R I = ) ,‘ . = . R
ql(bJA’ ’ Jk) AA§<AJ g&‘cho.odk c;}joooak‘
Aus a), b), .¢) folgt, daB die Abbildung
kK % (ﬁ) |
AS@E*) —x & -—-+(43(bj4,...,bjk))jd

ein Isomorphismus ist. (qee.d.D

<o-~<3k

Mit Hilfe dieses Isomorphismus konstruieren wir eine
Basis von j\k(X*). Aus den Eigenschaften eines Iso-
morphismus folgt, daB die Urbilder der kanonischen
Basisvektoren von X ) eine Basis von j&k(X*j bilden.

‘ n
Sei (c. «..c; ). . Basisvektor von k(k), sodaB
dy de S da e <Yy

0 fiir gg,,...,j 3 £ (dyyene,d)
4 e @ . = e . l Vl - ’ L{ -
CJA CJK §1 fir = (Q},...,dk)

31""’3;_
Aus dem vorigen Bewels folgt, daf das Urbild dieses

ist:

Basisvektors folgende Multilinearform 43& g i
A... k

a4, vt Fay |

- .
-

Pq

A * .

o, (Bpreern) =

. 0. a-,-

i aﬁd.,t de
Bemerkung: Man beachte, daf der Isomorphismus von
f&k(X*) auf ¥'5) una die Angabe dieser
T ,
Basis von Z\A(X*) von der Wehl der Basis in X

abhidngt.

Folgerungen{

1.) aim AF*) = 1.
Die Dbezliglich einer Basis b1,...,bn vonr X Eer

T

ltanonischen Basis von X zugeordnete Basis in

A¥(x*) ist die Abbildung: (ay,...,a ) —> Det(z, ;)
‘mit a; = & a;.b..
(%]
Sei ¢>e¢\k(x g. Dann gilt:

Cp(a—x:---:an) = Det(aij)'cb(b.!,...,hn).
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2.) Fir k = 1 gilt: ANX® = X und dim A'(x*) = n.

Sei b1,...,b Basis von X. Dann bilden die Vektoren

b1, b€ X* mit b (b ) = S} die der kanonischen
Basis in K entsprechende Basis von X*. Sie heiBt

die duale Basis zu b1,...,bn.

Wir haben bisher eine Vorschrift f\k betrachtet, die jedem
Vektorraum von X den Vektorraum Z&k(X*) zuordnet.

Seien X und Y Vektorriume Uber K. Dann ordnen wir Jeder
linearen Abbildung(?: X — Y eine Abbildung

AE@ - AF@ ) — AFE®
ci_) — Ak((g)%)
mit (AFEM)(ay,...a) = B(P(ag),..., ©ay)) zir
(%,””a)eXx...xsz
Man kann sich leicht liberlegen, daB Z&k(? ) Linear ist.

Satz 11.4

Seien X,Y,Z VektorrZume iiber X und Y :X —> Y bzw.
P :Y-—+ 7 lineare Abbildungen.
Dann ist das folgende Diagramm koumutativ:

K( H‘:) T
) AR » NS(X%)

AkweowNL / AECE

NEE¥)
das heiBt: AK(¥%)e AX(%%) = AF((L-Y)"). )

Beweis:

ey i i e i v

(ASPt)*) P ) (ag,enn,y)

cb(‘P(Wam,...,c?(wak)))
(AE (‘?*)CP)(\I"(a )seees P lay))
[/\. (**)(A (?“)@)](a,;,...,ak)
[(A (‘f ) A ((‘e ))(b.‘ (3«19--':3%)

it

i
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Fiir Id:X — X gilt: AS(Ia") = 1a: ANX®) — AKES. (2)
Fiir kX = 1 bezeichnen wir-/\1(Q*) mit ¥ . Dann gilt fir
lineare Abbildungen Y :X—+Y und {:Y — Z: ‘
O%: z*¥ —» ¥* wnda P¥: Y — X mit  (Qo¥)” A

%Wir haben hiermit filir festes ke N jedem Vektorraum X

den Vektorraum I\ k(X*) und jeder linearen Abbildung

@: X — Y eine lineare Abbildung j\k(%*) : [&k(Yﬁ)~¢ ix¥(y*)
zugeordnet.

Diese Zuordnung ist ein Beispiel fiir einen kontravarian-

ten Funktor von der Kategorie der Vektrorr&ume und line-

aren Abbildungen in sich. Ein kontravarisnter Funktbtor

wird im wesentlichen durch die Eigenschaften (1) und (2)

charakterisiert,

Satz 11.5

Sei Y:X — Y ein Isomorphismus, dann ist
. ] % "
AR+ AR — AR

auch ein Isomorphismus.

Beweis:

Es existiert eine lineare Abbildung 'ﬁ’: Y & X mit
- @

Yo't = I&y, und Yo = Idy.

Aus den Funktoreigenschaften (1) wund (2) £

N9 at)) Ako&»") M%) = Tdygumd

DNEY9)™) AF (%) e A‘{(“‘*)

olgt dann

i

i
i

I%ﬁ&( .,*) -

Im folgenden bringen wir ein Beispiel fiir einen ko-
varianten Funktor von der Kategorie der Vektorrdume
auf sich, Wir ordnen jedem Vektorraum X den Duslraum
von _AF(X*) zu. Wir bezeichnen f&%Xé‘)* mit JBF(X).
Der linearen Abblldung §:X — ¥ ordnen wir die linezvre
Abbildung A(w) sz Ak(tg)
Es gilt: AS(9) : Af(x)— o). |
Diese Zuordnung erfiillt die folgenden Eigenschaften:
Seien Y: X = Y und Y: Y-+ Z lineare Abbildungen.
Dann gilt:  AUYP) = A(H)e NG

A_(Idx) = Id_&‘(n .
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Wir haben bisher die Determinanten einer Matrix defi-
niert. Seien nun X und Y n-dimensionale Vektorriunme.

Da durch die Angabe fester Bacen in X und Y einer line-
aren Abbildung \/ X —» ¥ genau eine Matrix entspricht,
konnen wir beziiglich dieser Basis auch von der Deter—
minante einer linearen Abblldung sprechen. Speziell
fiir ¥ = X kann unabhingig von der Wahl einer 3Basis in
X -eine Abbildung Det: L(X,X) —» K definiert werden.

Sel Z ein eindimensionaler Vektorraum und (5 Z —* 7 eine
lineare Abbildung. Dann givt es genau ein éEK mit
P(z) = ¢c-z flir alle zeZ. Sei $: X —+X ein Endo-
morphismus. Da A™(X*) ein eindimehnsionaler Vekitorraum
ist, gibt es genau ein ceX mit Ak(\**)cp c-b flr
alle d@é—:A (X*) . Det (¥Y) := ¢ .

Satz 11.6
‘Seien (PA und “?26. L(X,X). Dann gilt:
Det (‘(PA')‘?Q.) = DeuﬁQZ-Det(eJ

Beweis:

—— ity e B

AR -0 ) = a<> CRIE
= An(({) )TCAR ‘Q = De‘t(QZDe 50

o

Satz 11.7

Sei X ein Vektorraum Uber X mit der Basis b1,...,b,,
Q: X> X ein Endomorphismus und 4 = (q.a) die durch

(?(bj) Z alabl gegebene Matrix., Dann gilt:

Det(a) = Det(

Bewels:

ey s s s s s

e s \

. . - ay PRSI
Nach der Formel (F) im Beweis zu Sztz 11.3 gilt fiir ¢e y (f,.?é_l:

D (P (by)senn, §(b)) Det A« (by,...,b,)
= Det & C}S(b yeeesD)0

i

Daraus folgt: (An((( )<}s)(b1,..‘,b ) = Det & P(Dy,4..,D,).
0 -

Sei (a1,...,a Je X x ... x X mit a; = .{;‘bij-i‘ Nach

Formel (F) gilt: fn mal. o

(AP )(ay,eenray) = Det (b ) (AT L) (0y,.0000,)

H i
o B - |
o o
et ot
B~
OJ

_e-w

Ct
/\v
..,Lm [
- ®
L

-
. e
-

F: (;,
S N
Cj}

-

-

[ 2

*

*

A
Ul

-
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Also gilt: A™(U¥)d = Det A- .

Folgerung: -Da fir X = K" mit der kanonischen Basis

L(X,X) = B{(n,n) ist, gilt fir A,Be Ri(n,n):

Det(AB) = Deth.DetB

(Dies ist der Beweis fiir Bigenschaft (8.) der Determinante.)

Satz 11.8

Sei X ein Vektorraum mit Basis {b1,...,bn% und
{bf,...,b;% die duale Basis von X . Eine Matrix

A = (ai.) definiert einen Endomorphismus @:X-—%'X durch

m - -
\?(bj) = fi; a; 4bj. Dann gilt:

AY ist die Matrix, die der Abbildung $": X*— X be-
ziiglich der Dualbasis entspricht.

Beweis:

s e s e e i Pt

- . . a¥% » -
Bs gilt: (Y bi)(oj)

m

* I

* _ I ® fa
as;5bg -
E=4

Il

U

I

Also gilt: i%*b{*

Folgerung:  syus den Eigenschaften eines kontravarianten
Funktors ((QD%’)* =‘¥*c%*”wnd mit Satz 11.8 folgt:
(1-38)T = BY.AT

eine auch leicht direkt nachprifbare Formel.

Sei A
Fir 3§

i

(gu)emMnﬂﬂlmd1ékén.
(Jqseeesdy) mit 127, 4000 2 Jp &0 definieren wir

/a1j/’ v @ a1jk

AK = .

a = o » a g
\ LA ki
Es gibt genau ein (n-k)-Tupel F¥= (i1,...,in~k)“mit
. f s R PR L os
{1,...,11} - {31,...’3:&(% - q‘l‘x’."’ln“l{} und 3.4: & .:o.e\l?\”‘}_-

B s
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Dann seil:
/ak+1,11 AR % I B
* . - £
Ay = : |
\\an,i1 °r aﬂ,ln_k /
1 2 ...k k+1 ... n ‘\
si 1= .
gnh’ (31 32 LI 31{ 11 "o l.ﬂ.k/

Satz 11.9 (Laplace'scher Entwicklungssatz)

Det A = E: 31gnx Det AE Det Ab*
l‘_:(é,x"‘)h,)
As&c- <Jk=w
Beweis:
iy
Es sei: a;, = 2 a..e. .

i = ij 3
Die Abbildung x ... x KB — X
(XT,...,X ) —> Det (X1,...,Xh,ak+1,...,an)
ist eine alternierende Nu1t¢11nearform. Nach der
Pormel (F) gilt:
Det (a1,...,ak, k+1"“’an) =
= 2 Det A -Det (éj reies®y sy qrererBp)e

Die Abblldung\ﬁ X s.. X Kn - K
(m-x)-ha_s..
(Xk+1,-..,X ) e De—b(ej/!’."’ejk’X1{+1""’Kn>

ist eine alternierende Multilinearform. Fach der
Formel (F) gilt:

N x(&n )év\Pe-b .A.X'!De't (e. ,o-o’ej :ak+.l,...,an) =
£y, <
T 1t Dot Ay (3 I Dot Ao Det (e ye.es€4,85 ,enesey
A‘-J <. -C‘)“Lh P ‘:‘5\2 " ’LYZLVP 4 Jl‘ "

7ei ,--.,e_. )

o “)c
= Z Det .ﬂ.x Det .A. *kDe-t (e:} ’-ou,e-
A

hed
\éJ <-( ‘a“‘-h

= ?: signX Det AK Det AE*'

-‘\sd,‘ < - 1‘“4“

Bemerkung: Man spricht beim Lapalceschen Entwicklungs-
satz auch von der Entwicklung der Determinante nach
ihren k ersten Zeilen,
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Defintion 11.6

Sei A = (aij)é"&ﬂ(n,n). Seien r,kez{ﬁ,..,,n} .

N - e a ” o @ a !\

[811 1,k-1 21,%k+1 %in ;

A ¥ o %1, fp-t, n !
1 - 5
L ar+1,1 ar+1,n |
: i d ;

- o @ T LA R ) a
@n1 an,k—1 an,x+1 nn /

heiBt das algebraische Xomplement von der Stelle xr,k

der Matrix A. Es entsteht aus A durch Weglassen der
r~ten Zeile und k-ten Spalte,

Der Laplacelsche Entwicklungssatz fir k = 1 (Ent-

wicklung nach der i-ten Zeile) lautet:
@

{ - *
Det & = > (-1)F lg'Det Aqy
=4 g +
Daraus folgth:
g ;{a{r;t - . e C?ﬂ"‘ﬂ \‘.
‘ a"’H . s o dﬁm “;
[Baqeee Bun ] ' : : |
Det | a, ar, | = (1T Det i Feit ve s Brau
. A PR ‘ aq‘.{.«xf( v . O"F.M ‘-\/
ApAg e a,,k.,.‘/ : : !
a'/u—; o > e 8',!,4:‘4
s\ . -
o< i+r ;
= 2 (1) a,; Det A (=)

L=A
Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks verwendet man hiufig
folgende Definition:

Definition 11.7

(A8 &) o = (=1)F"° Det 2,

rs

(aaj A) heipt die Adjunkte von A beziigiich r,s.
r,s

Die Entwicklung nach der r-ten Zeile schreibt sich

N
folgendermaBen: Det A = > a__ (4&F A).. ..

o -
Da Det A = Det A' ist, kann man die Determinante auch
nach der r-ten Spalte eniwicklen. IZs gilit:

0
= 2 7 A
Det A g;4asr (Adj A)s,r‘
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[
- r+8 S s 3
Es gilt: 0 = o (~1)F™ &, a fir 1 £ v, (D)
denn fir
Bp eer By
a ar,
Gyt ee o Blay )
B = l:/' «k % a‘.h gll‘t‘
a’l{’.}.‘f’ e ?"r’i‘/fjh
By ver By
@
= * . 5
0 = Det B = =2 (-1)°TF a, B (Entwicklung nach der
Sed is"rs

r-ten Zeile). Aus B__ = A;; folgt die Behauptung.

s

Satz 11.10

Sei Ae®¥{(n,n), B = (brs) wird definiert durch b, = (463 &)
Dann gilt: DetA -E = 4B

n

,

Beweis:

o o e i . i B

Aus den Formeln (x) und (%) folgt:

0 T ‘
2 %o Prs < S, Det 4.
=4
Folgerung: Sel A eine regul@re Matrix, dann folgt aus
der Eigenschaft 7.) der Determinante; daB
Det A # O ist. Der obige Satz impliziert
dann:
-1 T

AT o A g7,
Det A

Satz 11.11 (Cramersche Regel)

Es sel ein Gleichungssystem A.x = b mit Det A # 0 ge-
geben. Dann gibt es genau einen Losungsvektor
X = (x1,...,xn) mit

P e B AR TS FE B P

T oes e

a

n‘l . e a

s 2 o e’ i
n,i~1 "n an,1+1 nn |
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1.) Aus Det A # O folgt, daB A”' existiert und es gilt
1) PR
D1l = A
%, }
Nach der Folgerung und der Formel fiir die Ent-
wicklung der Determinante nach einer Spalte gilt:

b
b

*i 7 \Det 2 =, si s Det 4

x |
S (adj).; b.) = 1.;
i

anvioooa’“ﬂ_& b av +n.00ann’

2.) Wir geben noch einen direkten Beweis dieser Be-
hauptung. '
Das Gleichungssystem definiert folgende Linear-
kombination von Vektoren

. N\
a11‘1\ nX °1}
oo + . = |3 ;

a_.x la X i
n1* | nn'n nf

aus der fiir alle i€ {1,...,n} folgt:

la..x. = b} | ‘a3
11 faqi%y = Py Byl
- § » ;« é » ‘} —
X.I : + L ] +1 : §+ L A +Xn; :j, — 0
H H
- i tg 1§
@n1 KanLXL bn{ \“nn{
Also sind die Vektoren
' la,.x. - b, ‘a, }
a11§ [Bq1%s b?% ;aTni
. . i { o
: 3 ®ee : i3 e ,§ : §
&n1 e s bng kan@
linear abhingig, was impliziertd:
. . . = . P - Sa &, oqu‘
&qqen8q3% 700 By 131 i 04 Gy + 0%
O = {. . : = X.Deth }
- . - l
a ao-a Xi D Ol.a g

n1®* *Bniq On

‘u{'ﬂ_‘;‘ .. owis
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Folgerung: Aus dem 2. Beweis folgt, daB flir ein
ltsbares Gleichungssystem A+x =D mit
Det A =0 gilt:

BqqeeByq 34 Pq B 54900 08qp]

: i=,o
{

.
.

- .

Ld
®n1*+3n,i-1 Pn ®n,i41°*%mn

fiir alle ie &,...,nt .
L9 4

Dieses Resultat kOnnen wir auch mittels zweier wichtiger
S&tze lUber lineare Gleichungssysteme erhalten.

Satz 11.12

Sei Ae W((m,n) und beX®. Das Gleichungssysten

A«x = b ist genau dann lOsbar, wenn
Bqq eee Bqp b1
Rang A = Rang . .

iste.

D"t.l

a'

- s @ a
n

nm o n

- g o ot

. ® @ b
n1 ann n

durch erlaubte Operationen 1in ein System L umge~
formt werden, filr welches mit Hilfe des Satzes 10.7
unsere Behauptung klar ist. Da sich andererseits der
Rang einer Matrix bel erlaubten Operationen nicht
dndert, gilt die Behauptung auch fir G.

Satz 11.13

Der Rang einer Matrix A€ B(m,n) ist die grosdte Zahl p,
fir die eine quadratische p-reihige Untermatrix mit
nichtverschwindender Determinante existiert.
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Beweis:

Flir A = 0 gilt die Behauptung; sei nun A # 0. Den Reng
von A bezeilchnen wir nit s.

a) Sei
aj’(l,l .o aj,,ln
B = : :
ajki1 ajkin

Untermatrix von 4 mit Det B = C und Det C = O
fiir alle Untermatrizen Ced&®i{(r,r) von 4 mit r> k.
Dann sind die Vektoren

[am\ f211,)
: ‘,,! :

\al;i,{ { : \ mi, 1}

linear unabhéngig. Also gilt s = Rang 42 Xx.

b} Seien die Vektoren

mit t, < ... & T, linear unabhZ&ngig, Da der Spalten-
rang der Matrix

a1_tA LI 3.11;

[
-

“.

amt,t amts}
gleich ihrem Zeilenrang ist, gidbt es Zahien

q4 L ese X Qg sodall die Vektoren

) s e s (&

. s . & a’
qA'ta[ ’ ’aqﬁts. qSt ’ ’ qS
unabhingig sind. Es gilt damit:

(a - ) linear

das heiBt s¢k .
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Nach dem ersten Satz folgt nunmehr aus der Lisbar-
keit des Systems A.x

b1\
Reng A = Rang !.: :

igt., Aus Det A = O folgt daher:

n
Rang : .

. .

a11 e a1 b1

Y ees

8n1 *** ®nn Pn

Die Annahme, daB es ein ig:&1,...,n§ gibt mit

’a.H ses & b

H
t

cmmrmh

1,i=1 %1 %141 =0 Sn

. # o

»
.

. *
RS

eve & b

. s e a. H
n,i-1

gan1 n %i+1 nn

-

fiihrt mit dem zwelten Satz zu:

Bqq wee aTn b1
Rang : R

a1 *°° Zqn bn

das ist aber ein Widerspruch.



	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 
	Seite 7 
	Seite 8 
	Seite 9 
	Seite 10 
	Seite 11 
	Seite 12 
	Seite 13 
	Seite 14 
	Seite 15 
	Seite 16 
	Seite 17 
	Seite 18 
	Seite 19 
	Seite 20 
	Seite 21 
	Seite 22 
	Seite 23 
	Seite 24 
	Seite 25 
	Seite 26 
	Seite 27 
	Seite 28 
	Seite 29 
	Seite 30 
	Seite 31 
	Seite 32 
	Seite 33 
	Seite 34 
	Seite 35 
	Seite 36 
	Seite 37 
	Seite 38 
	Seite 39 
	Seite 40 
	Seite 41 
	Seite 42 
	Seite 43 
	Seite 44 
	Seite 45 
	Seite 46 
	Seite 47 
	Seite 48 
	Seite 49 
	Seite 50 
	Seite 51 
	Seite 52 
	Seite 53 
	Seite 54 
	Seite 55 
	Seite 56 
	Seite 57 
	Seite 58 
	Seite 59 
	Seite 60 
	Seite 61 
	Seite 62 
	Seite 63 
	Seite 64 
	Seite 65 
	Seite 66 
	Seite 67 
	Seite 68 
	Seite 69 
	Seite 70 
	Seite 71 
	Seite 72 
	Seite 73 
	Seite 74 
	Seite 75 
	Seite 76 
	Seite 77 
	Seite 78 
	Seite 79 
	Seite 80 
	Seite 81 
	Seite 82 
	Seite 83 
	Seite 84 
	Seite 85 
	Seite 86 
	Seite 87 
	Seite 88 
	Seite 89 
	Seite 90 
	Seite 91 
	Seite 92 
	Seite 93 
	Seite 94 
	Seite 95 
	Seite 96 
	Seite 97 
	Seite 98 
	Seite 99 

