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Mannigfaltigkeiten und Modulformen

F. Hirzebruch, Bonn

In meinem Vorirag auf der DM V-Tagung (Bremen, September 1990) habe
ich versucht, einen Uberblick iiber die Theorie der elliptischen Geschlechter zu
geben, die von P. S. Landweber, S. Ochanine, R. E. Stong, E. Witten und anderen
entwickelt wurde [La 1]. In dieser schriftlichen Fassung werde ich in erster Linie
Teilbarkeitsaussagen nach Potenzen von 2 behandeln. Fiir eine Einfithrung in die
Theorie vgl. auch [HBJ].

§1  Die Signatur und das A-Geschlecht

Wir betrachten zunichst die Signatur sign (X) einer kompakten orientier-
ten differenzierbaren Mannigfaltigkeit X. Wenn die Dimension von X gleich 4% ist,
dann sei Hyr(X) die ganzzahlige Homologie von X in der mittleren Dimension
modulo Torsion. Fiir a, e Hy(X) ist die Schnittzahl acf definiert. Durch sie
wird eine ganzzahlige unimodulare symmetrische Bilinearform auf dem Gitter
Hy, (X)) erklart. Tensoriert man dieses Gitter mit den reellen Zahlen, dann gibt es
eine (nicht eindeutig bestimmte) Aufspaltung

(L) Hp(X)® R = Hy, ® Hap,

so daB die Schnittform auf H7; positiv-definit, auf Hy; negativ-definit ist und H,
Hy, beziiglich der Schnittform senkrecht aufeinander stehen. Dann ist per
definitionem

(1.2) sign (X) = dimg H5 — dimg Ha

Die Signatur von X wird gleich 0 gesetzt, wenn die Dimension von X nicht durch 4
teilbar ist. Beziiglich des cartesischen Produkts, der disjunkten Vereinigung und
des Orientierungswechsels hat die Signatur folgende Eigenschaften

sign (X X Y) = sign (X) sign (Y)
(1.3) sign (X + Y) = sign (X) + sign (¥)
sign {(—X) = —sign (X)
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Ferner gilt fiir eine kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit W mit
Rand

(1.4) sign @W)=0

Eine ,Invariante®, die jeder kompakten orientierten differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit eine komplexe Zahl oder ein Element in einer kommutativen Algebra fiber
€ zuordnet, so daB wie fiir die Signatur (1.3) und (1.4) gelten, nennt man ein
Geschlecht, eine Bezeichnung, die ich 1953 einfithrte [Hi 1] wegen der Analogie
zum arithmetischen Geschlecht algebraischer Mannigfaltigkeiten. Die kompakten
orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeiten bilden, wenn man berandende
Mannigfaltigkeiten vernachlissigt, den graduierten Cobordismus-Ring Q*, und
das fundamentale Resultat von R. Thom aus dem Jahre 1953 besagt [Th]

(1.5) Q*® C=C[P,, Py, Ps, .1,

wo P, = P,(€)der komplexe projektive Raum der komplexen Dimension nist. Ein
Geschlecht ¢ ist durch seine Werte auf den Py, d. h. durch die Potenzreihe

1.6) > o(P)i™

n=0 -
bestimmt. Fiir die Signatur ist diese Potenzreihe gleich z =01 —-1)"L

n=0

Aus der Thomschen Cobordismustheorie folgt, daf} jedes Geschlecht durch
die Pontrjaginschen Zahlen der Mannigfaltigkeit ausdriickbar ist. Die Pontrjagin-
schen Klassen p;e H* (X, Z) konnen als reelle Kohomologieklassen durch Diffe-
rentialformen vom Grade 4/ gegeben werden, die mit Hilfe des Kriimmungstensors
einer Riemannschen Metrik berechenbar sind. Insbesondere ergibt sich der 1953
bewiesene Signatursatz [Hi 1]. Es gilt zum Beispiel

sign {X) =—;—p1[X} fir dmX=4
(1.7) sign(X)= —4% (Tpa — pHIX] fir dimX=38
sign (X) = 1 (62p3 — 13papy +2p)[X]  fir dim X =12

33.5.7

Atiyah und Singer haben 1962 den Signatur-Operator eingefiihrt und konnten so
den Signatursatz als Spezialfall des Indexsatzes fiir lineare elliptische Operatoren
auf Mannigfaltigkeiten erhalten ({AS], p. 577).

Ochanine [O 1] hat folgenden Satz bewiesen.

Satz. Die Signatur einer differenzierbaren Spin-Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion 8k + 4 ist durch 16 teilbar.

Fiir 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten stammt der Satz von V. A. Rohlin (1952).
Erinnern wir zunichst an den Begriff der Spin-Struktur einer kompakten
orientierten differenzierbaren Mannigfaltigkeit X der Dimension # mit Riemann-
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scher Metrik. (Vgl. z. B. [AH 2].) Die Gruppe Spin (n) ist (fiir n 2> 3) die universelle
Uberlagerung von SO(n). Es handelt sich um eine doppelte Uberlagerung. Eine
Spin-Struktur ist eine Anhebung der Strukturgruppe SO(n) des Tangentialbiindels
von X auf Spin (n). Sie existiert genau dann, wenn die zweite Stiefel-Whitneysche’
Klasse wy € H*(X, Z,) verschwindet (vgl. z. B. [BH II], p. 350). Wenn w, =0, dann
kann man, wie mir S. Ochanine erklirte, mit Hilfe von Steenrodschen Quadraten
sehr leicht sehen (vgl. [Wal, p.253, und [HBJ]), daf fiir dimX=8k+4 dic
quadratische Form der Mannigfaltigkeit gerade ist, d. h. @0« ist gerade fiir alle
a e Hy(X). Also gilt nach einem bekannten Satz iiber unimodulare Formen, daB
sign (X)) =0 mod 8 (das ist praktisch eine Aussage fiir topologische Mannigfaltig-
keiten, da die Stiefel-Whitneyschen Klassen topologisch definierbar sind). Der
zusitzliche Faktor 2 bei Rohlin und Ochanine spielt eine fundamentale Rolle. Fiir
die Dimension 4 werde auf dic Ergebnisse von S.K. Donaldson und M. H.
Freedman hingewiesen, fiir die sie 1986 die Fields Medaille erhielten (siche
Proceedings, ICM Berkeley). Fiir die Dimension 8k+42>12 ist seit langem
bekannt, daB man mit Hilfe der Satze von Milnor und Kervaire iiber exotische
Sphiren topologische Mannigfaltigkeiten mit w; =0 und Signatur 8 konstruieren
kann, die also keine differenzierbare Struktur zulassen. (Vgl. den Bericht in [Hi 2],
§3).

Der Satz von Ochanine kann auf Ganzzahligkeitsaussagen iiber 4-Ge-
schlechter zurtickgefiihirt werden. Stellt man die Pontrjaginschen Klassen p; von X
formal als i-te elementar-symmetrische Funktionen von hinreichend vielen
Variablenquadraten x7 da, wo x; die Dimension 2 hat, dann ist das 4-Geschlecht so
erklirt:

Fyy x;/2
(1.8) A4X) (I;I-—L*nhxj/z)[]

Es ist ((Hi 1], 1.6)

2 p
1.9 %2 Py —dp + 7
a9 I sinh x,/2 YR 45( P2+ 7p1)
1 3
— e (16p3 — 44, +31p)+...
210.33.5.7( P3 p2p1 + 31p1)
Fiir eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit ist A(X) = -——~[X ], und man hat

also die Beziehung
(1.10) sign (X) = —8 A(X)

In [BHII], §25, wurde gezeigt, dab A4(X)= 2% 4(X) fur eine 4k-dimensionale
Manmgfaltxgkelt ganzzahlig ist. Fiir ein komplexes Vekiorraum-Biindel V wurde
A(X, V) (dort A(X, 0, V) genannt) eingefithrt. Man erhiilt 4(X, V), indem man den
Ausdruck in (1.9) mit dem Chernschen Charakter von ¥ multipliziert und dann auf
dem Grundzyklus von X auswertet. Diese rationalen Zahlen haben wieder nur eine
Potenz von 2 im Nenner ([BHII], § 25.5). Ihre Einfithrung wurde so motiviert.
Wenn fiir eine kompakte komplexe a-dimensionale Mannigfaltigkeit die erste
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Chernsche Klasse verschwindet, d. h. wenn die Strukturgruppe des Tangentialbiin-
dels von U(n) auf SU(n) reduzierbar ist, und wenn ¥V ein holomorphes Vektorraum-
Biindel ist, dann ist A(X, V) die holomorphe Eulersche Zahl von X mit Koeffizien-
ten in der Garbe der Keime der holomorphen Schnitte von V (siche [Hi 1]). Dies
fithrte in [BHIT], § 25.6, zu der Vermutung, da8 A(X, V) stets eine ganze Zahl ist,
falls X eine Spin-Mannigfaltigkeit ist, und daB diese Zahl gerade ist, sofern
dim X=4mod8 und ¥ dic Komplexifizierung eines reellen Biindels ist. Diese
Vermutung wurde von Atiyah und mir bewiesen ([Hi 3], 4.2), und zwar auf die
Bottsche Periodizitit zuriickgefiithrt. Atiyah und Singer ([AS], p. 571) interpretier-
ten wieder als Anwendung des allgemeinen Indexsatzes 4(X) als Index des Dirac-
Operators:

Fiir eine Spin-Mannigfaltigkeit X der Dimension n =2/ hat man vermége
der Spinor-Darstellungen 4, 4™ von Spin () zwei komplexe Vektorraum-Biindel
E* der Dimension 2’ ! iiber X, die zum tangentiellen Prinzipal-Spin (n)-Biindel
assoziiert sind. Der Dirac-Operator ist fiir Schnitte von E* definiert. Es seien H*,
H~ die endlich-dimensionalen Vektorrdume der harmonischen Schnitte von £,
E~. Dann ist

(1.11) AX)=dimH" —dim H~

Man kann den Dirac-Operator auch erweitern auf die Schnitte von E*® ¥, wo ¥
ein komplexes Vektorraum-Biindel ist. Dabei benutzt man einen Zusammenhang
in V. Als Index erhilt man dann A(X, ¥). Falls dim X=4mod8 und ¥V =V"'®g €,
wo V' reell ist, dann ist 4 (X, V') gerade. Man kann nimlich iiber den harmonischen
Spinoren eine schief-symmetrische nicht ausgeartete Form definieren: Die Biindel
E*® V haben eine symplektische Struktur, die mit dem Dirac-Operator vertriglich
ist (vgl. auch [BH 1], Ende von 26.5).

Es sei T die komplexe Erweiterung des reellen Tangentialbiindels von X.
Die Chernschen Klassen von 7 sind im wesentlichen die Pontrjaginschen Klassen
von X. Deshalb 1Bt sich 4(X,T) durch die Pontrjaginschen Klassen von X
ausdriicken. Fiir den Chernschen Charakter von T gilt die Formel

2 3_
(1.12) ch(T)=dim X + p, + 2L 1221’2 Al 313’21(’)‘ *3ps

und man erhélt nach (1.9)

AX, T)= % nlx1=—204) fir dim X =4

(1.13) A(X,T)= —7;—0 (—124p, + 37pDH[X] fir dim X =28
__
2%.32.5.7
Beachte, daB A(X, T) kein Geschlecht ist. Es gilt jedoch

AX, T)= (656p3 — 124pyp; + 11p})[X] fir dim X =12

(1.14) A(X X Y, T)=AX)A(Y, T)+ AX, T)A(Y)
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Aus den Formeln (1.7), (1.9), (1.13) folgt, dal sich die Signatur fur 8- und 12-
dimensionale Mannigfaltigkeiten wie folgt durch 4(X) und A(X, T) ausdriicken
1a8t.

(1.15) sign(X)=—A(X, T)+244(X) fir dimX=38
sign(X) = 8A4(X, T) — 324A(X) fiur dimX=12

und damit erhalten wir den Satz von Ochanine fiir dim X = 12. Fiir dim X =4 (Satz
von Rohlin) ergibt er sich aus (1.10). Die Formeln (1.10) und (1.15) sind der Beginn
interessanter Beziehungen zwischen der Signatur und getwisteten 4-Geschlech-
tern, welche in jeder Dimension 8k+4 mit Hilfe von A(X,V) gerade 4
Komplexifizierung eines reellen Biindels) zum Satz von Ochanine fithren. Die
Theorie der elliptischen Geschlechter klirt diese Beziehung auf.

§2  Getwistete Signaturen und getwistete A-Geschlechter

Der Signatur-Operator auf einer kompakten orientierten differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X (mit Riemannscher Metrik) kann mit einem komplexen
Vektorraum-Biindel V iiber X getwistet werden ([AS], p. 585). Der Index ist gleich
sign (X, V), eine Zahl, die mit Hilfe der Pontrjaginschen Klassen von X und der
Chernschen Klassen ¢; von ¥ so gegeben wird (c;e HX (X, Z))

; — %/2 o oxifr, ox2
(2.1) sign(X, V) (ch(V)I;Im—(e +e 92y |[X]

Hierbei ist

2_ 49 3

— 2c ¢i — 3cey + 3¢

i 2, Ll 21 3,

der Chernsche Charakter von V. Hat X die Dimension 2#n, dann Buft j in der
Formel (2.1) von 1 bis n. Man kann nicht beliebig viele j wihlen, da der Ausdruck
unter dem Produktzeichen in (2.1) keine mit 1 beginnende Potenzreihe ist. Wendet
man auf ¥ die Adamsche Operation y; an mit

ch(F)=dim V+¢ +<

3
¢i — 3c01 + 3¢
L34 2C1 3+...,

6

202

2 __
ch (woV) =dim V + 2¢; + 22 &1 5
dann erhilt man die stabile Schreibweise
@2) sign(x, V)= |ch(y20) - [] —4—|x]
;- tanhXx;

Die ganze Zahl sign (X, V) ist eine ganzzahlige Linearkombination von gemischien
Pontrjagin-Chern-Zahlen des Paares (X, V) geteilt durch eine zu 2 teilerfremde
ganze Zahl.

Fiir eine Spin-Mannigfaltigkeit X der Dimension 2# ist nach (2.1)

(2.3) sign(X,V)=AX,(ET®ETY®V),
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wo E* und E™ die beiden Spinorbiindel sind (§ 1). Insbesondere ist
2.4 sign(X)=AX,ETOE)y=AX, ENY+ AKX, E7)

Der Chernsche Charakter von E* @ E~ ist ((BH II], p. 350)

n
chE*@ET)= ] (57 +e79?).
=1
Er involviert nur die Pontrjaginschen Klassen von X, wihrend E ™" und E ™ fiir sich

allein auch die Eulersche Klasse IT xjenthalten. Die Euler-Poincarésche Charakite-
ristik e(X) ist gleich A(X, E*) — A(X, E7). Es folgt

25 AX EH= —;— (e(X) + sign (X))
Fiir die 2z-dimensionale Sphire ist also
AS™ EYy=ch(EN[S™] =1

und damit £ ein Biindel itber $2” mit n-ter Chernscher Klasse gleich +(z — 1)! und
also ein erzeugendes Element der K-Theorie von S?. Dies entspricht der
Rechnung, die in [BH 11}, § 26, durchgefiihrt wurde.

Die getwisteten Signaturen sign (X, V) sind fiir das elliptische Geschlecht
von Wichtigkeit, wenn ¥V zum komplexifizierten Tangentialbtindel T von X
vermdge einer Darstellung von U(n) (n=dim X)) assoziiert ist. In der Tat werden
nur Tensorprodukte von duBeren und symmetrischen Potenzen von T und
Linearkombinationen davon vorkommen. Natiirlich ist ¥ dann die Komplexifizie-
rung der entsprechenden Bildungen fiir das reelle Tangentialbiindel. Die Chern-
schen Klassen von V lassen sich durch die Pontrjaginschen Klassen von X
ausdriicken und sign (X, ¥) ist dann eine Linearkombination von Pontrjaginschen
Zahlen von X mit rationalen Koeffizienten (nach (2.2) mit ungeraden Nennern),
also eine Cobordismus-Invariante.

Bevor wir aber zu den elliptischen Geschlechtern kommen, sei an
Teilbarkeitsaussagen beziiglich Potenzen von 2 erinnert.

Es sei X eine 2n-dimensionale Spin-Mannigfaltigkeit mit 24 Vektorfeldern,
die iiberall linear unabhéingig sind. Dann folgt aus (2.1) und (2.3), da8 sign(X, V)
durch 27 teilbar ist. In (2.1) kann man nimlich d von den Variablen x; gleich 0
setzen. In der Tat braucht man fiir diese Teilbarkeit nicht, dal X eine Spin-Struktur
zulaBt, und es gelten sogar schirfere Resultate (vgl. [A] und [B], wo auf die
Arbeiten von D. Frank, K.H.Mayer und W. Schwarz hingewiesen wird).

Das A-Geschlecht ist fiir eine 4k-dimensionale Mannigfaltigkeit X im
allgemeinen nicht ganzzahlig. Jedoch ist 2* A(X) = A(X) ganzzahlig. Als Poly-
nom in den Pontrjaginschen Klassen ist 4 (X) genau durch 2%® teilbar, wo a(k) die
Anzahl der Einsen in der dyadischen Darstellung von & ist. Es gilt

26) APx) = (=1 ( % )
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und ( 2kk) enthdlt die Primzahl 2 genau mit dem Exponenten a(k). Wenn X in

R 2 einbettbar ist, dann ist A(X) durch 29! teilbar (JAH 1], 3.8) und so ergibt
sich, daB Py nicht in R ~2¢® einbettbar ist.

§3  Das elliptische Geschlecht. Vorbereitungen

Fiir ein komplexes Vektorraum-Biindel E betrachten wir die &uBeren
Potenzen A'E, die symmetrischen Potenzen S”F und die formalen Summen in einer
Unbestimmten

AE= Y AE-f  SE= Y SE-t.
i>0 i>0
Im ersten Fall handelt es sich um eine endliche Potenzreihe, im zweiten Fall bricht
sie dagegen nicht ab. Es gilt

(3.1) A_E-S,E=1,
in Verallgemeinerung der Beziehung
A—DU+t+2+85+..)=1

Fiir das Vektorraum-Biindel E iiber der Basis X moge eine C*-Aktion gegeben
sein, die auf X trivial ist. Dann zerlegt sich E in Eigenraum-Biindel E,, auf denen
g € C* durch Multiplikation mit ¢” operiert. Nehmen wir an, da nur die E, mit
n >0 von 0 verschieden sind. Wir schreiben £ in der Form

(B2 E= D q"E.,
n>0

wodurch die gegebene Operation angedeutet wird (Spur-Bildung). Entsprechend
ist dann die direkte Summe A*E der dufleren Potenzen so zu schreiben
(3.3) A*E= [] AgEn,

n>0
und fiir die direkte Summe der symmetrischen Potenzen folgt
(4 S*E= [] SpE,,

n>90
allerdings ist dies jetzt als unendliche Potenzreihe in der Unbestimmten g zu
betrachten. Formal kann man auch in (3.2) eine Potenzreihe zulassen, z. B.

E=38 z q".
n>0

Hier ist gemeint, daB E, das triviale 8-dimensionale Biindel ist. In diesem Fall gilt
(siehe (3.1))

) n 8
(35) A*E-S*E= ] (Tl—i-q——)
—q

n=1
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Hier sind wir endlich bei Modulformen angelangt. Oft multipliziert man (3.5) noch
mit A*Ey= 16, wo Ej ein 4-dimensionales triviales Vektorraum-Biindel ist. Setze

o0 _.n 8
(G.6) e=—- (1 ‘1”)
16 ;=i \1+gq

und ¢=¢%"°, wo 7€ H (obere Halbebene von T).

Dieses unendliche Produkt ist kompakt gleichm#Big konvergent in IH (d. h.
fiir |g| <1) und definiert in H eine Modulform zur Gruppe Ip(2) vom Gewicht 4.
Dabei entsteht 7p(2) aus der Gruppe

{(“ b)eSLz(Z)IcE()modZ}
c d

nach Division durch das Zentrum, das aus der Einheitsmatrix und ihrer negativen
besteht. Die Gruppe I3(2) operiert auf H durch gebrochene lineare Transforma-
tionen. Halten wir hier gleich fest, dafl der graduierte Ring aller Modulformen zu
I'4(2) der freie Polynomring €[4, &] ist, wo

3.7 5=i+6§j( S d)q"
4 n=1 din

d ungerade

eine Modulform vom Gewicht 2 ist. Ferner kann man ¢ auch in der Gestalt

( > (—l)dd3)q"

din

1 o0
B8 o=+ s

n=1
schreiben. Wir fithren noch die beiden Modulformen

(3.9) 3=——‘23—, f=

ein. Es gilt
TTa—¢m

& 2
3.10) 5= Y ( D d3)q” —g
n=1 din [Ta—-q¢®
n/d ungerade 2n

Die Gruppe I4(2) hat zwei Spitzen. Der Quotient H/Iy(2) ist die zweifach
punktierte Riemannsche Zahlenkugel. In jeder Spitze hat eine Modulform eine
Potenzreihenentwicklung beziiglich eines ortsuniformisierenden Parameters, den
man in jeder Spitze ¢ nennen kann. Die Formeln (3.7) und (3.8) geben die ¢-
Entwicklungen von d und ¢ in der offensichtlichen Spitze ¢ = joc an. Eine geeignete
Transformation zeigt, daB J, & in (3.9) und (3.10) die ¢-Entwicklungen in der
anderen Spitze fiir § und ¢ sind.

Fiir die Ausfithrungen in diesem Paragraphen verweisen wir auf [La 1]und
besonders auf den Artikel [Za] von Don Zagier in diesen Proceedings.
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§4 Der dquivariante Signatursatz

Es sei X eine kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Dimension 4k, auf der die Kreislinie differenzierbar operiert. Die Gruppe S*
operiert dann auch auf der Homologie. Die Aufspaltung (1.1) kann dquivariant
vorgenommen werden. Es wird definiert

@.1) sign(X; q) = Spur(q, Hjx) — Spur (g, Ha).

Der dquivariante Signatursatz [AS] driickt die endliche Laurentsche Reihe
sign (X;q) durch getwistete Signaturen der Fixpunktmannigfaltigkeit der S'-
Aktion aus und zwar gilt

(4.2) sign(X;q)= sign(XSl,A*N® S*N)

Hierbei ist folgendes zu beachten.

a) Die Komponenten von X5 ' sind getrennt zu behandeln.

b) Mit N wird das Normalbiindel jeweils einer Komponente bezeichnet, dem eine
komplexe Struktur zu geben ist, so dal die Eigenbiindel nur Drehfaktoren g
haben mit #>0. Damit ist N orientiert. Die Komponente von X $' wird so
orientiert, dal ihre Orientierung zusammen mit der des konjugiert-komplexen
Biindels N die gegebene Orientierung von X liefert. Fiir A* N, S* N siehe (3.3) und
(3.4). Wegen (3.1) liefert jede Komponente eine rationale Funktion in g.

In der Tat weiB man, da8 S’ auf der Homologie trivial operiert, sign (X; ¢) hingt
also nicht von ¢ ab. Man kann das auch (4.2) und (3.1) entnehmen. Die rationalen
Funktionen auf der rechten Seite haben fiir 4 =0 und g =<0 keinen Pol, wihrend
die linke Seite als endliche Laurentsche Reihe héchstens fiir g=0 oder g=—o
einen Pol haben kann. Die Gleichung (4.2) besagt also, daB sich die rationalen
Funktionen, die den Fixpunktkomponenten zugeordnet sind, zu einer Konstan-
ten, der Signatur von X, aufsummieren. (Vgl. [AH 2}.)

Ist ¥ ein komplexes Vektorraum-Biindel, das zum Tangentialbiindel von X
assoziiert ist, dann ist auch sign (X, V; ¢) erklirt. Es gilt

(4.3) sign(X, V; q) =sign(X°, A*N® S*N® V),

wo rechts ¥ im Sinne von (3.2) aufzufassen ist. (Hier konnen aber beliebige
Drehzahlen n vorkommen.) Jetzt 148t sich das obige Argument nicht mehr
durchfithren. Im allgemeinen hingt sign (X, ¥;¢) von g ab.

§5  Das elliptische Geschlecht

Der freie Schleifenraum . X besteht aus allen differenzierbaren Abbildun-
gen der Kreislinie in X. Auf £X operiert e R/Z=S" wie folgt: die Schieife
t—s5(t), wot e R/Z, geht iiber in t = 5(# — 7). Die Verwendung von . X soll uns hier
nur motivieren. Wir erlauben uns deshalb, einige Uberlegungen ohne besondere
VorsichtsmaBBnahmen durchzufithren. Der Schleifenraum % X wird als unendlich-
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d1men510nale S'-Mannigfaltigkeit angesehen. Die Fixpunktmannigfaltigkeit
(X )S besteht aus den konstanten Schleifen und ist deshalb gleich X,

6.1 (ZX)S'=Xc X

Der Tangentialraum von .# X in einem Punkte xy von X besteht aus den Schleifen
im Tangentialraum von X in xy. Eine solche Schieife hat formal eine Fourier-
Entwicklung

(5.2 s@®)=ap+ Y (a,cos2mnt + b, sin 2nnt),

n=1
wo t € R/Z und gy sowie a,, b, (n > 1) reelle Tangentialvektoren von X im Punkte x;
sind. Sieht man a, +1b, als Vektor in der Komplexifizierung des reellen Tangential-
ranmes an, dann ergibt sich aus (5.2) fiir das Normalbiindel N von X in £X

(53) N= Y ¢'T (g=¢""),

n=1
wo T'wiein § 1 die Komplexifizierung des reellen Tangentialbiindels von Xist. Die
an sich gar nicht definierte dquivariante Signatur von £ X kann vermdoge (5.3) mit
Hilfe der rechten Seite von (4.2), wobei man dort X durch £ X ersetzt, erklart
werden. Wir haben

(5.4 sign(LX; 9)=sign | X, [] 4T ] San>,
n=1 n=1
vgl. (3.2), (3.3), (3.4).
Fiir uns ist (5.4) die Definition von sign (£ X; ¢). Wir setzen noch

(5.5 @X)=sign(ZX;q)

und haben damit das elliptische Geschlecht @(X) erklirt. Esistleicht zusehen, dafl
@ ein Geschlecht mit Werten in den formalen Potenzreihen in der Unbestimmten g
mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Die Koeffizienten sind getwistete Signaturen,
die sich durch Pontrjaginsche Zahlen ausdriicken lassen (vgl. § 1). Das konstante
Glied in der Potenzreihe ist die Signatur. Da die Potenzreihe fiir |g| <1 kompakt
gleichmiBig konvergiert, hat man fiir jedes ¢ im Einheitskreis ein Geschlecht mit
Werten in €. Deshalb spricht man oft im Plural von elliptischen Geschlechtern. Es
18t

5.6) PX)= z sign (X, Rn)q™ = sign(X) + 2 sign(X, T)gq + ...

m=0

mit R =2T und Ry=2T+T®T+A’T+8*T=2T+T®T)
Bei der Definition des elliptischen Geschlechtes als dquivariante Signatur des

Schleifenraumes sind wir den Ideen von E. Witten [Wi] und anderen Physikern
gefolgt. Formel (5.4) ist die Formel (25) in [Wil.
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Die Mannigfaltigkeit X habe die Dimension 4k, die Ponirjaginschen
Klassen von X seien als elementar-symmetrische Funktionen in 2k Variablenqua-
draten sz dargestellt und entsprechend die Chernschen Klassen des 4k-dimensio-
nalen komplexen Vektorraum-Biindels T als die elementar-symmetrischen Funk-
tionen in Xy,...,X2%, —XI,...,—X2¢. Die Methoden in [BHI] zur Berechnung
Chernscher Klassen mit Hilfe von Gewichten von Darstellungen liefern

2%k

6.7 X)) =[] 56X,

=1
wobei (siche 2.1)

I+e™ o+ (1+g"e M1 +q""
68 Gr=-To_ 7 diee )dige)

I—e ™ 5 (1—g" N1 —qg%")
Setzt man ¢g=¢“™*, wo 7€ H (obere Halbebene der komplexen Zahlen), dann ist
G(x) eine meromorphe Funktion in € mit x als komplexer Veridnderlicher. Die
Funktion hat Pole erster Ordnung in den Punkten des Gitters L = 2ni (Z7 + Z) und
Nulistellen erster Ordnung in den Punkten des verschobenen Gitters ni -+ L. Es gilt

G(x + 2ni) = G(x), G(x + 2nit) = — G(x)
Die Funktion
(5.9) Fx)=¢e"*- G

hat das Residuum 1 in den Polstellen. Sie ist der elliptischen Kurve C/L mit
ausgezeichnetem Zweiteilungspunkt ni + L kanonisch zugeordnet. Ihr Quadrat ist
elliptisch beziiglich L. Es ist leicht zu sehen, daB der Koeffizient von x" in der
geraden Funktion xF(x) eine Modulform vom Gewicht n zu I'(2) ist. Es ist
namlich AxF(Ax) die entsprechende Funktion fiir das Gitter 1! L. Deshalb ist

(5.10) @(X) ="

2nit

eine Modulform zu I'5(2) vom Gewicht 2k. (Es mulfl noch kontrolliert werden, daBl
sie in den Spitzen holomorph ist.) Meistens wird @o(X) als das (universelle)
elliptische Geschlecht bezeichnet. Im Sinne von [Hi 1] gehort es zur charakteristi-
schen Potenzreihe xF(x).

Das von uns eingefithrte elliptische Geschlecht @(X) ist eine holomorphe
Funktion in der oberen Halbebene H mit 7 als Variablen. Es ist eine Modulfunk-
tion zu I'p(2), also invariant unter I'p(2), falls k gerade, d. h. dim X=0mod §. Furk
ungerade dndert die Funktion @(X) ihr Vorzeichen unter 7+~ 7+ 1. GemiB § 3 ist
@(X) ein Polynom vom Grade <k in &/ \/E , welches gerade ist fiir k£ gerade und
ungerade fiir & ungerade. Die Entwicklung von @(X) in der Spitze 7=i% wird
durch (5.4) gegeben. Wie sieht die Entwicklung in der anderen Spitze aus?

Wir betrachten dafiir die eindeutig bestimmte Funktion F(x), die mero-
morph in € ist mit folgenden Eigenschaften:

— die Funktion F? ist elliptisch beziiglich L,
- der Polstellendivisor ist L,
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— der Nullstellendivisor ist das verschobene Gitter wit+L,

- das Residuum in den Polstellen ist gleich 1.

Das zugehorige Geschlecht zur Potenzreihe xF(x) ist eine Modulform zu I"°(2)
vom Gewicht 2%, wobei I'°(2) durch die Matrizen von SLy(Z) mit b=0mod2
ge%eben wird. Die Entwicklung in i ist eine Potenzreihe in ¢ 12 Ersetzt man hier
g"/? durch ¢, dann erhilt man eine Modulform zu I 0(2), deren g-Entwicklung die

Entwicklung von ¢(x) in der anderen Spitze von I'y(2) ist. Das Ergebnis lautet so:
Es ist

2k
(5.11) &X)= ( I x,-c”;(xj))[X],

Jj=1

[T —g"™ —q"%

bei G~( ) q_1/4 24n
wobDe€1 X) =
/2 __ /2
e” e H (1 _ qne—'x)(l _ qneX)
2|n

und  Fx)=28"4G(x)

Es ist
(5.12) o(X)=4q %24 (X [T4-7-T] San)

24n 2in
p(X) =" o(X)

In allen Formeln ist n eine natiirliche Zahl >>1. Die Formel (5.12) ist die Formel
(27) in [Wi].

In naheliegender Weise konnen wir von der Signatur-und von der zf-Spitze
reden. Das elliptische Geschlecht #(X) als Funktion von 7 H (mit g =¢2") ist
holomorph in H, in der Signatur-Spitze nimmt es den Wert sign (X) an, in der 4-
Spitze hat es einen Pol der Ordnung <k/2. Beziiglich des in der 4-Spitze zu
verwendenden ortsuniformisierenden Parameters g ist der Koeffizient von g~/
gleich A(X), der Koeffizient von ¢' ~®? ist —A(X, T).

Das Geschlecht @(X) ist beziiglich der Signatur-Spitze ein Polynom in
8/ /e ,beziiglich der A-Spitze wird ®(X ) durch dasselbe Polynom in 8/+/% gege-
ben. Da nach (3.7), (3.9), (3.10)

86/\E = —q 12(1 +20q + ..),

wobei alle Koeffizienten ganzzahlig sind, folgt sofort, dafi in der A-Spitze das
elliptische Geschlecht @(X) ein Polynom in 85/ VE ist, wobei die Koeffizienten
ganzzahlige Linearkombinationen von getwisteten A-Geschlechtern sind. Fiir
dim X=4k ist

(5'13) ¢(X) = ak(gg/\/g)k + Hk~2(85/\/5—)k_2 + ...
mit e =(—DAX), a-2=D*"Q0kAX) + AX, T))
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In der Signatur-Spitze ist

(5.14) B(X) = ar(85/Ve)* + ar—2(83/\/e)F 2+ ...
Da 5/\/52 1+ 324 + ..., erhilt man

8k-2

sign(X) = 8%aq; + Ap—2+ ...

und damit die Formeln (1.10) und (1.15). Da 2sign (X, T') der Koeffizient von ¢ in
D(X) ist, folgt z. B. fir 8-dimensionale Mannigfaltigkeiten

sign(X, T) = 2" - 4(X)
und fir 12-dimensionale Mannigfaltigkeiten

sign(X, T) = —2°- 334(X) + 27 A(X, T).

§6 Das elliptische Geschlecht und die Primzahl 2 (Vgl. [La 3])

Da die getwisteten 4-Geschlechter fiir eine beliebige kompakte orientierte .
differenzierbare Mannigfaltigkeit X in Z [-;—:I liegen, ergibt sich aus (5.14), da

6.1) SX)e z[i, —‘S—l

2 €
Fiir eine Spin-Mannigfaltigkeit X sind die getwisteten /f-Geschleﬂchter ganze
Zahlen und fiir dim X =4 mod § die hier vorkommenden getwisteten 4-Geschlech-
ter sogar gerade ganze Zahlen. Fiir die g-Entwicklung von d%/e gilt

(6.2) 6*e=1mod 64
Dies folgt aus (3.8), (3.9), (3.10) und deshalb ist
6.3) 6/\/e =1mod 32

Als Verallgemeinerung des Satzes von Ochanine (§ 1) erhalten wir unter Verwen-
dung von (5.14) und der Kongruenzen (6.2) und (6.3)

Satz. Es sei X eine kompakte orientierte differenzierbare Spin-Mannigfaltig-
keit der Dimension 4k. Betrachte die q-Entwicklung des elliptischen Geschlechtes in
der Signatur-Spitze (siche (5.4) und (5.5)). Fiir k ungerade ist

64) PX)=0mod 16, d.h

alle Koeffizienten der q-Entwicklung sind durch 16 teilbar, insbesondere die Signatur

von X. Es ist

D(X) _ sign(X)
16 16

(6.5) mod 32,
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d. h. die Koeffizienten der g-Entwicklung von ®(X) sind abgesehen vom konstanten
Glied durch 2° teilbar, zum Beispiel

sign (X, T') = 0 mod 28
Fir k gerade ist
(6.6) @(X)=sign X mod 2",
zum Beispiel ist

sign(X, T) = 0 mod 2.

E. Witten hat darauf hingewiesen, dal man nur fir Spin-Mannigfaltigkeiten den
Schleifenraum £ X als orientierbar ansehen und an die Existenz eines Signatur-
Operators fiir Z X denken kann. Wire dann &% X endlich-dimensional, dann miiite
die aquivariante Signatur konstant sein. Die fiir Spin-Mannigfaltigkeiten giiltigen
Kongruenzen

D(X) =sign(£X; g) =sign Xmod 2’ fir dimX=4mod 8
&(X) =sign(£X; q) =sign Ymod 2'?  fiir dim X 59 mod 8

deuten an, dal modulo Potenzen von 2 eine gewisse Starrheit der Signatur fir X
erhalten bleibt.

Auch fiir beliebige kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten gilt fiir die g-Entwicklung an der Signatur-Spitze eine Kongruenz, nimlich

6.7y &(X)=sign(X)mod 32,
zum Beispiel
sign(X, T) = 0 mod 16
(vgl. hierzu [B]). Da es fiir den Cobordismus-Ring Q* keine Relationen zwischen
den Pontrjaginschen Zahlen modulo Potenzen von 2 gibt, folgt, dall das Polynom

vom Gewicht k in py, ..., p; fir sign (X, T'), wobei dim X =4k, als Polynom durch
16 teilbar ist. Fiir k=2 ist zum Beispiel

sign(X, T) =2"4x)=234(X) = }TE (—4p; + TphH)

Wir kommen auf die Kongruenz (6.7) im nichsten Paragraphen zuriick.

§7 Daselliptische Geschlecht fiir die komplexen projektiven Riume

Das Geschlecht ¢(X) (siche 5.10) hat die charakteristische Potenzreihe
x/f(x), wo f(x) = 1/F(x). Erinnern wir daran, dal f(x) in kanonischer Weise dem
Gitter L =2xri(Zt+ Z) mit ausgezeichneten Zweiteilungspunkt ni+L von €/L
zugeordnet ist. Die Funktion f(x) hat in € das Gitter L als Nulistellendivisor und
das verschobene Gitter ni + L als Polstellendivisor. Die Funktion f(x) ist ungera-
de. Ihre Potenzreihenentwicklung im Nullpunkt hat das lineare Glied x. Die
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Funktion f(x)? ist elliptisch beziiglich L. Die Funktion f(x) gentigt der Differenti-
algleichung

(7.1) Fx)?=1-—23f(x)"+ef(x)*

wo J, ¢ die in § 3 eingefiithrten Modulformen fiir I'h(2) vom Gewicht 2 bzw. 4 sind,
aufzufassen als Invarianten des Gitters. Die Umkehrfunktion von y = f(x) ist das
elliptische Integral

12 g0)= | d
o V1—258 + et

Fiir die komplexen projektiven Rdume P;, der reellen Dimension 4n wird das
elliptische Geschlecht ¢ (P;,) wie folgt angegeben

(713) D oPuw)t=(1—261"+ ety
n=0

Beispiel:

3 1 5 3
Py) =4, Py =-—8%——¢, P)=—06>— =4
o(P2) o(Ps) > 5 ¢ o(Ps) > 5 %

Fiir das elliptische Geschlecht @ gilt demnach

(74) 3 dPu"=(1—2ar’ + 172,
n=0

wobei a@ = 6/+/¢ .

Die Formel (7.3) folgt aus der Tatsache, daB (1+x%)?"*! die totale

Pontrjaginsche Klasse von Py, ist, wo x erzeugendes Element von H?(Py,, Z) ist,

also x*"[P,]1=1. Deshalb ist ¢(P,,) der Koeffizient von x*" in (x/f(x))***, also

das Residuum im Nullpunkt von
dx _ g'(ndy

= = Koeffizient von y** in (1 — 28y> + gy*)~

1/2.
f(x n+1 y2n+1

In der Tat war (7.3) der Ausgangspunkt fiir die Einfithrung der elliptischen
Geschlechter durch Ochanine [0 2]. Als Uberblick iiber die weitere historische
Entwicklung siehe [La 2] und fiir die Einfithrung der Modulformen in die Theorie
[Ch} und [Za]. Setzen wir in (7.4) fir @ = J/+/¢ die ¢g-Entwicklung ein

a=9P)=1+32¢g+...,
dann ergibt sich wegen der Kongruenz (6.3)
1—2at? +* = (1 — 1) mod 64

und > B(Py)r*" =(1 —*)"" mod 32.
a=0
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Dies liefert die Kongruenz (6.7) fiir die P, und damit fiir jede kompakte orientierte
differenzierbare Mannigfaltigkeit X, da X in Q* @ @ gleich einer Lincarkombina-
tion von Produkten projektiver Riume ist, deren Koeffizienten rationale Zahlen
mit ungeraden Nennern sind.

Als Polynom in a ist @(P,) das n-te Legendresche Polynom. Die
Gleichung (7.4) ist ndmlich eine der klassischen Definitionen dieser Polynome
(siehe [La 3] und [PS] p. 85). Insbesondere kann man sign (P2, T) berechnen:

sign (Paa, T) =8n(n + 1).

Landweber {La 3] hat das Bild von 2* in Q[«] unter der Abbildung
@:Q* - Q[a]

bestimmt. Es gilt mit y = (o — 1)/4

(1.5) &(@Q*)=2Z[a,2y,292 ..., 297, ..].

Das Auftreten der Potenzen von 2 hat zu tun mit der Tatsache, daB das 4-
Geschlecht einer 4k-dimensionalen Mannigfaltigkeit als Polynom in den Pontrja-
ginschen Klassen durch 2°® teilbar ist (§2).

§8  Mannigfaltigkeiten mit S'-Aktion

Es sei X eine kompakie orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Dimension 4k, auf der die Kreislinie S' operiert. Nach (4.3) kénnen wir das
dquivariante elliptische Geschlecht definieren (fiir Ae S')

B1) BAR= Y sign(X, Ry Dg"

m=0
Man kann @(X); auch ansehen als die dquivariante Signatur des Schileifenraumes
2X, auf dem S'xS! operiert (mit (g,4)eS!x S'). Im allgemeinen hingt &(X)
wirklich von 4 ab. Beispiele erhilt man durch Betrachtung der Involution I, die
durch A=—1 gegeben wird. In [HS] wurde gezeigt, daff

82 &X)=ox-xh,

wo X die Fixpunktmannigfaltigkeit von 7 ist und X? X7 der Durchschnitt von X7
mit einer ,, Verschiebung” von X ! , die transversal zu X' Tist. Dieser Durchschnitt ist
kanonisch orientiert. Wahlt man fiir X die komplexe projektive Ebene und fiir 7
eine projektive Involution, fiir die X aus einer projektiven Geraden und einem
Punkt besteht, dann ist X7-X/ ein positiv-orientierter Punkt, also @¢(X);=1,
wihrend @(X) = J/+/e = 1 + 32¢ + ... ist. Also ist zum Beispiel sign (X, T) = 16,
aber sign (X, T3 1) = 0.

Witten hat vermutet, daB fir eine Spin-Mannigfaltigkeit X, auf der §!
operiert, das dquivariante elliptische Geschlecht nicht von A anhiingt. Dies wurde
von C. Taubes und danach von R. Bott und C. Taubes [BT] bewiesen. Fiir die A-
Spitze (siche 5.12) hat man ebenfalls Starrheit, so hingen z.B. A(X;1) und
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A(X,T;A) nicht von 1 ab. Fiir A(X;A) wurde dies in [AH 2] bewiesen. Fiir die

Entwicklung bis zu dem fundamentalen Satz iiber die Starrheit des elliptischen

Geschlecht fiir S'-Aktionen auf Spin-Mannigfaltigkeiten vgl. [La2] und [LS].
Wegen der Starrheit geht Formel (8.2) tiber in

8.3) oW)=ox!- xl

Die Bezichung (8.3) gilt also fir die in einer S!-Aktion auf einer Spin-
Mannigfaltigkeit enthaltene Involution.

Die Komponenten von X kénnen unterschiedliche Kodimensionen haben,
jedoch sind alle Kodimensionen =0 mod4 oder alle =2 mod 4. Je nachdem nennt
man die S'-Aktion von geradem oder ungeradem Typ (vgl. [AH 2]). Eine kurze
Andeutung zum Beweis von Bott und Taubes: Sie zeigen mit Hilfe des Fixpunkisat-
zes von Atiyah, Bott und Singer, dal #(X);, das von g und 4 abhiingt, als Funktion
von A meromorph auf C* erweitert werden kann. Setzt man 4 =e %™ ynd g =e?™",
dann erhdlt man als Funktion von z eine elliptische Funktion fiir das Gitter
Z 27+ Z, welche bei der Substitution z — z+ T invariant bleibt (bei geradem Typ
der S'-Aktion) oder das Vorzeichen sindert (bei ungeradem Typ). Bott und Taubes
zeigen (und hier wird es schwierig), dafl diese elliptische Funktion keine Pole hat,
also konstant ist. Das heift, daB @(X); nur von g abhéingt, also gleich &(X)ist. Bei’
ungeradem Typ folgt, daB P(X)=0 ist.

Die Komponenten von X7+ X” haben alle eine Kodimension =0mod 8
(gerader Typ) oder eine Kodimension =4 mod § (ungerader Typ). Im letzten Fall
ist ®(X)=0, also insbesondere sign(X)=sign (X, T)=A(X)=A(X,T)=0. Im
geraden Fall ergibt sich folgender Satz [HS].

Satz. Gegeben sei eine 4k-dimensionale Spin-Mannigfaltigkeit X, auf der S*
operiert. Die Aktion von S sei von geradem Typ. Es sei I die in der S'-Aktion
enthaltene Involution. Die Kodimension von X' sei >4r. Dann hat das elliptische

Geschlecht ®(X) in der A-Spitze einen Pol der Ordnung <§— — r. Deshalb ver-

schwinden in der g-Entwicklung die Koeffizienten von q“k/ 2 bis q_f/ 24r=1 Falls
r>0,dann A(X)=0. Fallsr > 1,dann A(X, T)=0. Fallsr > 2, dannA(X,AzT) =0.
Wennr 2 k/2, dann hiingt ®(X) nicht von g ab (&(X) =sign X). Fallsr > k/2, dann
D(X)=0.

Der Satz folgt aus (8.3), da dim (X?+ X”) <4k — 8r und &(X’- X”) in der A-Spitze
deshalb einen Pol der Ordnung < % — r hat.

Diese Uberlegungen verallgemeinern den Satz iiber das Verschwinden des
A-Geschlechtes in [AH 2].

In [HS] wird als Folgerung von (8.3) bewiesen, daB &(X) fiir jede
homogene Spin-Mannigfaltigkeit nicht von g abhiingt, also gleich sign (X)ist. (Fir
dim X'=4mod 8 ist sogar sign (X)=0). Der Cobordismus-Ring Q* ® @ wird von
homogenen Spin-Mannigfaltigkeiten (z.B von den quaternionalen projektiven
Riaumen) und von der komplexen projektiven Ebene erzeugt. In der Dimension 4
gibt es keine homogene Spin-Mannigfaltigkeit als erzeugendes Element. Die
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4-Sphire berandet. Das elliptische Geschlecht, in Abhingigkeit von einem
Parameter «, kann charakterisiert werden als das Geschlecht, das auf allen
homogenen Spin-Mannigfaltigkeiten den Wert sign (X) und auf der komplexen
projektiven Ebene den Wert o annimmt. Auf dem Schleifenraum X einer
homogenen Spin-Mannigfaltigkeit (homogen beziiglich einer zusammenhiingen-
den kompakten Lieschen Gruppe G) ist also der Signatur-Operator als starr
beziiglich der Aktion von S! X G anzusehen.

[A]
[AH 1]
[AH 2]
[AS]
[B]
[BH I]
[BH IT}
[BT}
[Ch}

[Hi 1]
[Hi 2]

[Hi 3]
[HBJ]
[HS]
[La 1]
[La 2]
[La 3]
[LS]
[o1}
02}

[PS]
[Th}
[Wa]
[wi]
{Za]
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