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Von 

M.  F.  &TIYAH und F. HIRZEBRUCH 

EINLEITUNG. Bereits im Jahre 1950 hat WuWE~'-TsuN ~25] eine Beziehung 
zwischen den Steenrodschen Cohomologie-Operationen 

Sq ~ :H~(X; Z2) --~ H ' + i ( X ;  Z2) 

und den Stiefel-Whitneyschen Klassen w i C H i (M;  Z2) einer kompakten diffe- 
renzierbaren Mannigfaltigkeit M hergestellt. Wu definiert Polynome ~ (wl ..... w i) 
vom Gewichte ?" derart, dal3 in jeder komp'akten differenzierbaren m-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeit M gilt : 

(t) Sqiv ~ U i �9 v fiir alle v C Hm-i(M; Z2). 

Wu hat seine Resultate auf die Steenrodschen Operationen # '  in der Cohomo- 
logie mit Koeffizienten Zq (q ungerade Primzahl) und Pontrjaginsche Klassen 
(reduziert rood q) fibertragen E26~. Im Jahre t953 stellte einer der Verfasser 
einen merkwtirdigen Zusammenhang her zwischen den Wuschen Polynomen 
und den aus der algebraischen Geometrie bekannten Toddschen Polyno- 
men [101. Die Note [10~ enth~ilt keine Beweise. Diese werden in der vor- 
liegenden Arbeit nachgeholt. Die Beziehungen zwischen Wuschen und Todd- 
sehen Polynomen (Satz von Riemann-Roch), die in [10]_ einen recht formalen 
Charakter batten, werden vertieft. Die Formel (t) wird auf Abbildungen 
]:Y-->X yon Mannigfaltigkeiten verallgemeinert im gleichen Sinne, wie 
GROTHENDIECK I6~ den Satz yon Riemann-Roch ~11~ verallgemeinert hat. 
Der Satz yon Grothendieck hat ein differenzierbares Analogon [3 t. ADAMS 
hat in E2~ gezeigt, wie der Chernsche Charakter eines Vektorraumbfindels mit 
Cohomologie-Operationen zusammenh~ingt. Dies erlaubt uns, die vorhin er: 
w~thnte Beziehung zwischen Wuschen und Toddschen Polynomen besser zu 
verstehen. Dutch die Arbeiten [3, 6~ ist es ja klar geworden, dab die totale 

, oo 

Toddsche Klasse ~ T] (q . . . . .  cj) aufgefaf3t als Element des,rationalen Cohomo- 
] ~ 0  

logieringes des klassifizierenden Raumes der unit~iren Gruppe nach Anwendung 
des Thomschen Isomorphismus in den Chernschen Charakter eines ,Btindels" 
iiber dem universellen Thomschen Komplex tibergeht, Wit werden sehen, dab 
durch Redukt~on modulo einer Primzahl der differenzietbare Satz yon Rie- 
mann-Roch ill die ffir Abbildungen verallgemeinerten Wuschen Forme|n fiber- 
geht. 

M a t h e m a t i s c h e  Z e i t s ch r i f t .  Bd .  77 I 1 



150 M. F. ATIYAH und F. }-IIRZEBRUCH: 

Durch die Cobordisme-Arbeit von TI~OM F22] sind prinzipiell alle Relationen 
mod 2 zwischen den Stiefel-Whitneyschen Zahlen einer kompakten differen- 
zierbaren Mannigfaltigkeit bekannt. In ~8] hat DoI.D gezeigt, dab die Wuschen 
Relationen zwischen den Stiefel-Whitneyschen Zahlen vollst~indig sind. Die 
Wusehen Relationen erh~tlt man, wenn man in (1) ftir v Polynome in den w] 
einsetzt und Sq% auf Grund universeller Formeln, die ebenfalls yon Wu 
stammen, berechnet. Nun hat MIL~OR in [171 entscheidende Resultate tiber 
den Cobordisme-Ring orientierter Mannigfaltigkeiten bewiesen, die es prin- 
zipiell ermSglichen, alle Relationen zwischen den Pontrjaginschen Zahlen, 
welche ja ganze Zahlen sind, aufzustellen. Es gibt da aber nicht nur Relationen 
modulo einer Primzahl, sondern auch modulo Potenzen einer Primzahl. Zum 
Beispiel zeigt der Indexsatz [11~,dag ftir eine M s gilt: 7P2--P~ =--0 (45). Die 
Pontrjaginschen Zahlen erftillen keine Relationen modulo 2. Wit zeigen, dal3 
die analog zum Fall der Stiefel-Whitneyschen Klassen mit Hilfe der Steenrod- 
schen Operationen ~r  gebildeten Wuschen Relationen fiir eine ungerade Prim- 
zahl q wieder vollst~tndig sind, d.h. alle Relationen mod q zwischen Pontrjagin- 
schen Zahlen (nattirlich nicht die Relationen modulo Potenzen yon q) impli- 
zieren. Von MILNOR [17 t stammt auch ein komplexes Analogon des Cobor- 
disme-Ringes, das es ermSglieht, alle Relationen zwischen den Chernschen 
Zahlen aufzustellen. (Es ist dabei gleichgtiltig, ob man nur projektiv-algebra- 
ische Mannigfaltigkeiten oder allgemeiner sehwach-fastkomplexe Mannigfaltig- 
keiten betraehtet,  vgl. auch den Berieht [121. ) Die Relationen modulo einer 
Primzahl (nicht die modulo der Potenzen einer Primzahl) k6nnen wieder mit 
Hilfe der Wuschen Methode erhalten werden. Aus dem Satz yon  Riemann- 
Roeh stammende Ganzzahligkeitss~itze E3, 51 liefern Relationen ftir Chernsche 
Zahlen. Wir vermuten, dab dies alle Relationen sind. Die Vermutung wird 
dadurch best~rkt, dab diese Riemann-Roch-Relationen modulo einer Primzahl 
mit den Wusehen Relationen tibereinstimmen, also vollst~ndig sind. Zur 
Aufstellung aller. Relationen modul~ einer Primzahl benStigt man nur den 
elementareren Teil der Milnorschen Arbeit [171, n~imlich die Existenz gewisser 
Mannigfaltigkeiten (5.5 i), ii) der vorliegenden Arbeit) und Aussagen tiber das 
Operieren der Steenrodschen Algebra auI der Cohomologie des universellen 
unit~iren Thomschen Komplexes MU (s. 5.4). Die Vollst~tndigkeit der Wnschen 
Relationen ist auf Grnnd dieser Tatsaehen sehr einfach einzusehen. 

Wir fassen kurz den Inhalt der einzelnen Paragrat~hen zusammen: In w t 
ftihren wir den Begriff des Cohomologie-Automorphismus ein. Die Milnorsche 
Arbeit ~16~ tiber die Struktur der Steenrodsehen Algebra ermSglieht es uns, 
die C0homologie-Automorphismen durch gewisse Potenzreihen zu eharakteri- 
sieren (Satz t.8). Der n~ichste Paragraph bringt Beziehungen zwischen 
Cohomologie-Automorphismen und charakterigtischeff Klassen yon Vektor-  
raumbtindeln (s. z.B. Satz 2:7). In w beweisen wir ftir Abbildungen I:Y-+X 
yon Mannigfaltigkeiten und einen beliebigen Cohomologie-Automorphismus 
den Satz 3.2, der ftir die konstante Abbildung Y-+Punkt  eine Verallgemeine- 
rung der Wuschen Formel (t) ist. Es gentigt 3.2 ftir Einbettungen und 
Projektionen zu beweisen. Der Beweis verl~iuft analog zu dem des differenzier- 
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baren Riemann-Rochschen Satzes [3, 13], nur ist er viel einfacher. Die Diago- 
nalmethode, mit der die Wuschen Formeln h~iufig hergeleitet werden [1, 10, 
15, 25, 26], wird nicht herangezogen. Stattdessen wird benutzt, dab eine 
differenzierbare Mannigfaltigkeit in eine Sph~tre geeigneter Dimension einbett- 
bar ist. In w besprechen wir den Satz yon ADAMS iiber den Chernschen 
Charakter und in w 5 die Vollst/indigkeit der Wuschen Relationen zwischen 
charakteristischen Zahlen. 

w 1. Cohomologie-Automorphismen 
1.1. In diesem Paragraphen wird die singulttre Cohomologie-Theorie mit 

Koeffizienten in dem Primk6rper Zq tier Charakteristik q(q~O) betrachtet. 
Im allgemeinen wird die Primzahl q festgewt~hlt, so daft wir den Koeffizienten- 
5ereich Zq bei der Anschreibung der Cohomologie-Gruppen weglassen werden, 
wenn keine Verwechslungen zu beftirchten sin& Fiir einen topologischen 
Raum X bezeichnet H** (X) das direkte Produkt der H i(X). Ein Element 
z C H** (X) kann auf eine und nur eine Weise als ,,unendliche Summe, 

z = ~ z ~ ,  z iCH ~(X), 
i = 0  

geschrieben werden. Ftir eine stetige Abbildung/:Y-->X bezeichnet [** den 
induzierten Homomorphismus H** (X) -->H** (Y). FUr einen Raum X, dessen 
Cohomologie-Gruppen oberhalb einer gewissen Dimension n o alle verschwinden, 
k6nnen H* (X) und H** (X) identifiziert werden. (Vgl. [5, Tell I, w ; diese 
Bezeichnungen verwenden wir nattirlich auch ftir andere Koeffizientenbereiche 
ais zq.) 

DEFINITION. Ein Cohomologie-Automorphismus 2 (liar die Cohomologie mit 
Koeffizienten in Ze) ist eine Operation, die fedem topologisehen Raum X einen Ring- 
Homomorphismus 

:H** (X) --> H** (X) 
so zuordnet, daft 

( t ) [ ** )~ =: 2 [** /~r iede stetige A bbildung [: Y---> X top ologischer Riiume Y, X ,  

(2) 2 = Identitdt /i~r X = S ~ (eindimensionale Sphdre). 

Es wird nattirlich nicht verlangt, dab 2 die Graduierung erMlt. Ftir eine 
ungerade Primzahl q ist 

oo 

r = 0  

ein Cohomologie-Automorphismus, wo 

~ r  : H n ( X )  __+ H.+2r(q-x)(X)  

die r-te Steenrodsche reduzierte Potenz fiir die Primzahi q ist i20~. Ftir q = 2 
ist entsprechend 

Sq -= ~ Sq i 
i=o 
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ein Cohomologie-Automorphismus, wo 

Sqi : H" (X) -+ H "+i (X) 

das i-te Steenrodsche reduzierte Quadrat ist (vgl. auch I21]). Dureh (2) wird 
z.B. die Operation ~ (x) =- x 4 (x E H** (X; Zq)) ausgeschlossen. 

Es wird sp~iter leicht folgen, dab 4: H** (X)-+H** (X) ein Isomorphismus 
ist. (Deshalb sprechen wir bereits jetzt von Cohomologie-Automorphismen.) 
Wir h~itten auch allgemeinere Koeffizientenbereiche als d i e  Primk6rper der 
Charakteristik q ftir die Untersuchung yon Cohomologie-Automorphismen zu- 
grunde legen k6nnen. Manche der folgen4en S/itze blieben dann erhalten. 
Aber da das ftir die Zwecke der vorliegenden Arbeit nicht erforderlich ist, 
haben wit uns der Bequemliehkeit wegen auf die Primk6rper beschr~inkt. Den 
Primk6rper ~ = Z  0 der Charakteristik 0 haben wit ausgeschlossen, da ftir ihn 
jeder Cohomologie-Automorphismus die Identiffit ist. 

1.2. Ein Cohomologie-Automorphismus ~ ist bereits de/iniert, wenn man ihn 
]iir alle CW-Komplexe so de/iniert hat, daft alle Bedingungen der Definition 1.t 
im ~Rahmen der Kategorie der CW-Komplexe [24] er/i~llt sind. An St%lle der 
CW-Komplexe k6nnte man auch die simptizialen Komplexe wghlen. Eine 

entsprechende Bemerkung tiber Cohomologie-Operationen findet sich bereits 
bei SERRE E19, w tier dort den allgemeinen Begriff der Cohomologie-Opera- 
tion zuerst eingeftihrt hat. Wit wollen diese Dinge bier nicht n~her ausftihren. 
Wir erinnern nut daran, dab die geometrische Realisierung [K[ eines semi- 
simplizialen Komplexes K ein CW-Komplex ist [14]. Wenn K insbesondere 
der singulgre Komple x S X  eines topologischen Raumes ist, dann h a t m a n  eine 
kanonische Abbildung ix :l SX] -->X, welche Isomorphismen aller Cohomologie- 
Gruppen induziert. Ftir eine stetige Abbildung/:Y-->X hat man eine stetige 
Abbildung/ ' :  ] SY] --*[SX] und alas kommutative Diagramm: 

ISYI ISXt 
(3) ,l,J  ! 

Y --+ X 

Wegen der Abbildung ?'x weiB man also, wie ~t auf H** (X) zu definieren ist, 
wenn man es auf H** (ISX[) kennt. Man verwendet (3), um zu zeigen, dab 
der nun ftir alle topologischen R~iume definierte Cohomologie-Automorphis- 
mus ~ mit Abbildungen vertauschbar ist. 

Wir stellen welter iest, dab ein Cohomologie-Automorphismus ~ sogar bereits 
de/iniert ist, ~venn er /i~r alle endlichen CW-Komplexe so de/iniert ist, daft alle 
Bedingungen der De/inition 1.t im Rahmen der Kategorie der endlichen CW- 
Komplexe er/i~llt sind. 

Ftir jeden CW-Komplex X hat man n~imlich die Isomorphie 

(4) H** (X; Zq) = lim H* (X~;. Zq), 
< - -  
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wo X~ alle encllichen Teilkomplexe durchl~iuft (inverser Limes). Fill" die iso- 
morphie (4) wird ausgenutzt, dab der Koeffizientenbereich Z~ ein K6rper ist. 
(Vgl. hierzu E9, Chap. VIII, Theorem 5.7 und Exercise F2i.  ) 

Die iJberlegungen dieses Abschnitts zeigen, dab gewisse im n/ichsten Ab- 
schnitt zu formulierende Eigenschaften yon ~ nut ffir endliche CW-Komplexe 
bewiesen zu werden brauchen. 

1.3. Zun~ichst eine Bemerkung fiber das Cup-Produkt. Ftir eine Triade 
(X; Y,, Y~) topologischer R~iume (YI (X ,  Y~(X)  kann man die singul~iren 
(semi-simplizialen) Komplexe SYlvaSY~ und S(YI,~Y2) betrachten, welche 
Unterkomplexe yon S X  sind. Die Triade (X; Y1, Y2) heil3e eigentlich, wenn die 
Inklnsion SI~ ~ SY= ~ S ( ~  raY2) isomorphismen der ganzzahligen Homologie- 
gruppen dieser Komplexe und damit auch Isomorphismen atter Homologie- 
und Cohomologiegruppen mit beliebigen Koeffizienten iflduziert [9, Chap. VII, 
w I l~. Zum Beispiel ist (X; Y1, Y2) dann eigentlieh, wenn X ein CW-Komplex 
ist und Y1, Y2 Unterkomplexe sind. Verwendet man einen Ring als Koeffizien- 
tenbereich ffir die singul~ire Cohomologie, dann ist ffir eine eigentliche Triade 
(X; Y1, Y2) das Cup-Produkt definiert : Fiir a C H" (X, Y1) und b C H'~ (X, Y2) ist 
a~b = a b ein Element von H "+'~ (X, YI~Y2). Die fibliche Definition des Cup- 
Produkts liefert~'ab zun~ichst nut als Element yon H "+m (SX, SYz ~ SY2). Diese. 
Gruppe ist abet bei einer eigentlichen Triade kanonisch isomorph zu 
H"+"*(SX, S ( Y ~ Y ~ ) ) = H " + " ( X ,  YI,oY~). (Man ziehe das Ftinfer-Lemma 
heran.) 

SATZ. Ein Cohomologie-Automorphismus ),/iir die Cohomologie mit Koe//i- 
zienten Z~ sei gegeben (t.i). Er kann dann au/ eine und nur eine Weise /iir 
beliebige Raumpaare (X, Y) de/iniert werden, 

2. : H** (X, Y) -+ H** (X, Y),  

so daft er /iir Y =  0 mit dem gegebenen ~ i~bereinstimmt und daft gilt: 

(i) 2, ist additiv. 

(ii) 2 ist ,nit Abbildungen (X, Y)--> (X', Y') vertauschbar. 

(iii) Fiir eine eigentliche Triade (X; YI, Y2), /iir a C H** (X,Y~), b g H** (X, Ye) 
uud damit a ~ b C H** (X, Y~ va Y2) gilt: ~ (a w b) = ;~ a ~ ~ b. 

(iv) ,~ ist stabil. 

(v) ~t ist mit dem Corand-Operator 6: H** (Y) --->H** (X, Y) vertauschbar. 

BEWEIS. Ftir ein Paar (X, Y) endlicher CW-Komplexe (Y Teilkomplex) ist 

(5) H* (X, Y) = ,~*  (X/Y) ,  

wo X / Y  aus X dutch Identifikation yon Y zu einem Punkt ensteht, der in X / Y  
die Rolle des Basispunktes tibernimmt. H* bezeichnet die bezfiglich des Basis- 
punktes ,,reduzierte" Cohomologie (~i = H  ~ ffir i >  0). Dami t  ist klar, wie ,t 
Itir ein Paar endlicher CW-Komplexe definiert werden mug. Fti~- ein beliebiges 
Paar (X, Y) yon CW-Komplexen (Y Teilkomplex) gilt in Verallgemeinerung 
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yon (4) 
(6) H** (X, Y) ---- !ira H* (X~,, Yc,  X~), 

+ -  

wo X~ die endlichen Teilkomplexe durchl~iuft. 2 wird nach (6) Ifir (X, Y) 
definiert. Nan sieht leicht, daB die Definition nicht davon abhiingt, wie der 
Raum X als CW-Komplex dargestellt wird und daB X mit Abbi!dungen inner- 
halb der Kategorie der Paare yon CW-Komplexen vertauschbar ist. (Vgl. die 
entsprechenden ~berlegungen bei M. F. ATIYAtt and F. HIRZEBRUCH, Analytic 
cycles on complex manifolds (erscheint demn~ichst in  ,,Topology", Pergamon 
Press), w Ffir ein beliebiges Paar (X, Y)' topologischer R~iume ist S Y  Teil- 
komplex yon S X  und 

(7) ix: (ISXt, LsYl) -~ iX, Y) 

induziert Isomorphismen der Cohomologie-Gruppen. Damit ist ~ ftir ein belie- 
biges Paar definiert. (ii) folgt unmittelbar aus (3). Nun zum Beweis yon (iii), 
Ffir Paare (X1, Y1) und (X2, Y~) endlicher CW-Komplexe betrachten wir die 
Homomorphismen 

H* (X1, Y,) @H* (X~, 112) -% H* (Z~ X X2, Y~ x X ~ u X  1 x Y2) 
{8) " 4~ 

H*( (X,I~) • (x21y ) ) 
(Tensorprodukt fiber Zq), wobei ~ und /5 o 0t in bekannter Weise durch das 
Cup-Produkt gegeben werden, w~hrend/5 durch 

XIIY1 • X=t.Y2 -+ (X1/Y 1 X X2lYz/) ( X l l Y  1 v X21Y~) = X ,  • X21(Y t • X 2 u X 1 • Y2) 

induziert wird (vgl. L 4, w Bezeichnet man mit Pi und P2 die Projektionen 
yon Xi/Y1 x N~/Y~ auf Xi/Y1 bzw. XJY=, dann ist (/5 o ~) (x, @ x2) = p* & u p* x2. 
Daraus folgt, daB t mit/5 o c~ vertauschbar ist, wobei wir ~ auf dem in (8) vor- 
kommenden Tensorprodukt durch 2 (x I @ x2) = ~ x, @ 2 x= operieren lassen. Da fl 
injektiv und mit ~ vertauschbar ist, ist ~ auch m i t e  vertauschbar. Wir setzen 
nun X i = X 2 = X .  Die Diagonalbildung von X in X •  bildet YiwY2 in 
Y, x X2 u X t  x Y 2 ab. 

A :{X, Y~uY2)--> ( X •  Y ~ • 2 1 5  Y2). 

Die zu beweisende Gleichung (iii) ist nichts ancleres als die Vertanschbarkeit yon 
A*og mit )., die aber richtig ist, da i mit ~ und mit A* vertauschbar ist. Man 
beweist (iii) in voller Allgemeinheit, inclem man (6) nnd die Realisierungen 
semi-simplizialer Komplexe verwendet. Die Einzelheiten m6gen dem Leser 
tiberlassen sein. 

Wir kommen nun zum Beweis von (iv). Es sei X ein endlicher CW-Komplex 
mit Basispunkt. Die t-Sphiire S 1 werde kanonisch orientiert und sei ebenfalls 
mit Basispunkt versehen. Unter dem Koeffizienten-Homomorphismus Z-+Zq 
geht das.zur Orientierung geh6rige erzeugende Element von H i(Si; Z) in ein 
erzeugendes Element g Von HI(Si; Zq) tiber. Die Einh~ingung yon X ist der 
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CW-Komplex 
S(X) = S ~ A X = S ~ •  vgl. ~4, w 

Man hat einen kanonischen Isomorphismus 

e : ~ *  (X) ~ FI* (Sl ^ X ) ,  

der ,,vie folgt definiert ist. Man setzt in (8) 321 = S 1, X2 = X und ft~r Y~, Y~ den 
ieweiligen Basispunkt. Dann ist 

E(x) = ~ ( g @ x ) ,  xCH-*(X) = g * ( x z ,  Y2). 

Wie wir vorhin bemerkt haben, ist ~, mit ~, vertauschbar. Nach (2) ist 2 (g) =g .  
Also ist 2 mit E vertauschbar. Dies ist gerade die Stabilit/it. 

(v) braucht wegen (6) und (7) nur ftir ein Paar (X, Y) endlicher CW-Kom- 
plexe bewiesen zu werden. In Y werden ein Basispunkt ausgezeichnet. Es 

gentigt dann, die Behauptung far y C ~/* (Y) nachzuweisen. Es sei ] die Ein- 
bettung yon Y in X. Der Abbildungskegel C/ist  ein endlicher CW-Komplex 
mit Basispunkt und auI kanonisehe Weise homot0pie-~tquivalent mit X/Y, 
vgl. ~4, 18 I. Es gibt eine Abbildung Q/yon C! in S 1 ̂  Y und c3 ist gleich (Q/)* oE 

gefolgt yon dem kanonischen isomorphismus II* (C1) ~ / ~ *  (X/Y) =H* (X, Y). 
Die Behauptung (v) folgt nun aus (1) und der vorhin bewiesenen Vertausch- 
barkeit yon 2 mit E. 

1.4. Ein Cohomologie-Automorphismus X ist bereits durch sein Operieren 
auf den Cohomologie-Ringen der endlichen CW-Komplexe bestimmt (t.2). 

Aus dieser Tatsache und aus 1.3 (iv) folgert man, dab sich ~ in der Form 

Oo 

(9) ;, = E ;.; 
i=o  

schreiben lXl3t, wo 2i:H'(X)-->H~+i(X), (X beliebiger topologischer Raum, 
n =0 ,  t ,  2, ...), eine stabile Operation ist, die die Dimension um 7 erhSht. 

(9) bedeutet, dal3 f t i rz  ~ H** (X) mit z = ~ zr und z i ff H i (X) 
i = 0  

i = 0  

(1o) 
und 

(tt) (z) = 22 ,~j z .  
i=o 

Auf Grund der Definition yon H** sind die unendlichen Summen (10) und (1t) 
sinnvoll. 

Auf H* (S ~) !st Z gleich der Identit~it ((2) und t.3 (iv): Vertauschbarkeit 
mit K, die n-Sphere S ~ ist die (n--t)-fache Einh~ingung yon SX). Ftir einen 
endlichen CW-Komplex X, dessen n-Skelett mit X" bezeichnet werde, ist 2 
auf H* (X ", X "-1) die Identit~tt, da X'/X '~-~ ein Bukett  von Sph~ren ist. 
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Dann ist 

(t2) 

Wegen der exakten Sequenzen 

H~(X~,X~-I)'-+ H~(X~)~.O, O-+ H~(X)-+ H' (X  ~) 

ist 2o die Identit~it (und zwar wegen t.2 ffir jeden topologischen Raum X). 
LEMMA. Far yeden Raum X ist ~ ein Automorphismus yon H** (X). 
BEWEIS. Wegen. 1.2 genfigt es, dies fiir endliche CW-Komplexe nachzu- 

weisen, da dann die Existenz des inversen Cohomologie-Automorphismus 2-1 
gesichert ist. In diesem Fall ist die Behauptung klar, da 2 wegen (9) und 
Ao=Identit~it injektiv ist und H** (X) : H *  (X) ein endlich-dimensionaler 
Vektorraum fiber Zq ist. Man kann auch 2-1 sofort explizit angeben. Man setze 

oo 

2 = ~ + Y ,  2 ~ = 1 + # .  
i = 1  

2 -1 = ~ ( -  l)q;, 

wo #i die j-fache Iteration von/z bedeutet. Es ist Mar, dab (t2) die ]'-dimensio- 
nale Komponente yon 2 -1 als endliche Summe 

Y. ai,..., ~ilo-..o & (/1+ .-. + i~  =j, a,1..7~,~G) 
iefert. 

Cohomologie-Automorphismen k6nnen hintereinander geschaltet werden. 
Die Cohomologie-Automorphismen (ftir. die Cohomologie mit Koeffizienten 
in ~q) bilden eine Gruppe, die mit Cob (Zq) bezeichnet werde. 

1.5. SATZ. Wenn q ~ 2, dann sind ]i~r einen Cohomologie-Automorphismus 
'alle Komponenten 2i (vgl. (9)) mit ungeradem i gleich O. 

BEWEIS. H** (X•  S 1) enth~ilt H** (X) als Unterring und ist ein freier 
Modul fiber H** (X) mit einer Basis 1, g E H** (X x $1), �9 (g ~ H 1, gg = 0), ffir die 
2(g) =g .  Ffir xEH'~(X) ist 

i = 0  

Es folgt hi = (-- t) i2i  und damit die Behauptung. 
Der SMz ist ftir q = 2  falsch, wie der Cohomologie-Automorphismus Sq 

(s. tA) zeigt. 
1.6. Zusammenfassend k6nnen wit sagen, dab ein Cohomologie-Automor- 

phismus 2 (ftir die Cohornologie Init Koeffizienten in Zq) eine natfirliche Trans- 
formation der singul~ren Theorie in sich ist, welche die multiplikative Struktur 
und ffir q :~ 2 die Z2-Graduierung erhXlt: 

. { H**(X) =~'~(X) +H~ 

(t3) H~'(X) = H2"(X), H~ =/ /H~"+I (X) ,  (vgL E4, w 
m = O  m = O  

Wir unterscheiden jetzt die beiden F~ille q ungerade und q ~ 2. 
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a) q ungerade. 
Der Ring der formalen Potenzreihen in einer Unbestimmten x fiber Zq 

werde mit Zq [Ex]] bezeichnet (entsprechende Bezeichnung ftir mehrere Unbe- 
stimmte). Zq [~x]] ist isomorph Ztl H** (Poo (C)), dem Cohomologie-Ring des 
unendlich-dimensionalen komplexen projektiven Raumes. Wir stiffen einen 
Isomorphismus, indem wir x ein yon 0 verschiedenes (und damit erzeugendes) 
Element yon H~'(Po~ (C))~Zq zuordnen. Jetzt  ist 2 (x) wohldefiniert als Ele- 
ment von Zq [Ix]], und zwar ist es wegen ,~o = Identit~tt yon der Form 

i=z 

Da Poo (C) ein Eilenberg-MacLanescher Raum'K(Z, 2) ist, gilt (t4), wenn man x 
durch ein beliebiges Element yon H s (X, Y) ersetzt, welches Reduktion einer 
ganzzahligen 2-dimensionalen Cohomologie-Klasse yon (X, Y) ist. Insbesondere 
trifft das zu ftir X - -  Poo (C) • Poo (C) und Y = {3. Nun ist 

H** (Poo (C) • Poo (e)) = Zq [[xl, xs]] , 

wo x~, xs Unbestimmte tiber Zq sind, die bei dem Isomophismus 2-dimensionalen 
Cohomologieklassen entsprechen. Aus der Additivit~it yon 2 ergibt sieh foI- 
gende Gleichung in Zq [Ix1, x2] ] 

(t~) ~ bi(x , + x s ) J :  ~ b/x~ + ~ b i x~. 
j=l i=1 j=l 

Elementare Eigenschaften der ]~inomialkoeffikienten implizieren, dab bf =0~ 
wenn f keine Potenz yon q ist. Wit setzen 

(t6) 2(x) ~-~- x + a l x q q - a ~ x q ' +  . . .  + a j x q t  + . . . ,  a i ~ Z  q. 

Die Potenzreihe 2(x){Zq[~x]] h~ngt offenbar nieht yon der Auswahl des 
er e genden Elemente  yon Us (Poo (e)) alas wit x   geordnet haben. 

b) q = 2 .  

Der Ring Z~ [Ex]] wird jetzt als Cohomologie-Ring H** (Poo(R)) des un- 
endlich-dimensionalen reellen t~ojektiven Raumes realisiert, indem wir der 
Unbestimmten x das yon 0 versehiedene Element yon H x (Poo (R)) ~ Z s zuord- 
nen. Wie in a) erh~lt man die Potenzreihe 

(I 7) ,t (x) = x + al x s + as x 4 + . . .  + aj x 2~ + - . . ,  a~. E Z2. 

Die Gleichung (17) bleibt richtig, wenn man x durch ein beliebiges Element yon 
H 1 (X, Y) ersetzt, da Poo (R) ein Eilenberg-MacLanescher Raum K(Z~, t) ist. 

Bei der Definition der Potenzreihe 2(x) wurde die Additivit/it yon 2 be- 
nutzt,  abet nicht, daB 2 die multiplikative Struktur erh/ilt. 

Mit G(Zq) werde die Gruppe der Potenzreihen der Gestalt (t6) bzw. (t7) 
beztiglich des Ineinander-Setzens ~bezeichnet: 

i(x) og(x) = i(g(x)).  
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Ordnet mah jedem Cohomologie.Automorphismus 2 die Potenzreihe; ~(x)'zu, 
dann erh~tlt man einen Homomorphismus 

(t 8) Coh (Zq) ~ G (Zq), (vgl. SchluB von t.4). 

Wir werden in t . 8  sehen, daft (t8) bijektiv, also ein Isomorphismus ist. Ent= 
scheidend sind daffir die Ergebnisse von Milnor fiber die Steenrodsehe Algebra. 

1.7. Uber die Steenrodsche Algebra. Wir folgen den Bezeichnungen von 
Milnor [16]." Es sei also S* die Steenrodsche Algebra fiir die Primzahl q. Die 
Algebra S* ist graduiert, assoziativ und yore endlichen Typ fiber Zg, d.h. 

S* = ~ S ~, 
i = 0  

und S i ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum fiber Zq. (S o hat die Dimen- 
sion 1.) Nach CARTAN und SERRE ~7, 191 ist S i die additive "Gruppe tier 
stabilen Operationen vmr der C~homologie mit K~effizient'en Zq in sich, die die 
Dimension um i erl~6hen. Also ist ffir jeden Cohomologie-Automorphismus 
die Komponente 2i ein Element yon S ~. Jedoch Jst 2 selbst nicht ein Element 
yon S*. Wit ffihren deshalb in Analogie zu 1.t das direkte Produkt der S ~ 
ein und nennen es S**. Die" Cohomologie-Automorphismen entsprechen dann 
bestimmten Elementen yon S**. Es handelt sich nun datum, festzustellen, 
welche Elemente voia S** Cohomologie-Automorphismen sin& 

MIL~OR definiert in w 3 seiner Arbeit [la] den Ring-Homomorphisrnus 

~* : S* ---> S* ~ S* (Tensorprodukte immer iiber Zq), 

welcher S* zu einer Hopfsehen Algebra macht. Wit setzen S* Q S* = U*. 
Dann ist 

U ' =  Y, s~| SJ 
i+j=n 

Es ist klar, dab ~p* auf natfirliche Weise einen undyJ* bildet S ~ in U ~ ab. 
Homomorphismus 

~p** : S** ~ U**, U** - - / ~  - -  Un~ 
r t ~ 0  

induziert. Wir nennen nun diejenigen Elemente c y o n  S** multiplikativ,  
welehe yon 0 verschieden sind und ffir die 

~**c=c| 
alas soll heiBen 

r*c  = X c,| (vgl. auch E 3). 
i+1=~ 

Da S* eine Ho15fsche Algebra ist, folgt sofort c 0 = t. 

LEMMA.. Fiir ungerades q ist ein Element yon S** dann und nur dann ein 
Cohomotogie-AutomOrphismus, wenn es multiplikativ ist und wenn seine unge- 
rade-dimensionalen Komponenten verschwinden. Fiir q ~-2 ist ein Element yon 
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S** dann und nur dann ein Cohomologie-Automorphismus, wenn es multipIika- 
tiv ist. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus t.5 und aus der Definition yon ~* 
(s. E16, w Lemma 11). Wir h/*tten den Begriff des Cohomolog'ie-Automorphis- 
mus auch so fassen k6nnen, dab alle multiplikativen 'Elemente yon S**, auch 
diejenigen, deren ungerade-dimensionalen Komponenten nicht alle verschwin- 
den, darunterfallen. Aber der Einfachheit wegen haben Wir uns ftir q q= 2 auf 
die beschr/inkt, welche die Z2-Graduierung erhalten (1.6) oder (~tquivalent) auf 
die, welche Ring-Homomorphismen H** (X) -->H** (X) sin& 

1.8, SATZ. Der Homomorphismus Coh(Zq)-+G(Zq) der Gruppe tier Cohomo- 
logie-Automorphismen in die Crruppe G (Zq) (s. 1.6 (18)) ist bijektiv. 

BEWEIS FOR UNGERADES q: MILNOR'EI'6t betrachtet das Dual S ,  der Steen- 
rodschen Algebra S*. Da S** = H o r n ( S , ,  Zq), hat man die Paarung (a, a ' )  
zwischen Elementen aft S** und a'C S , ,  die .von Mflnor nur Liir aft S* be- 
trachtet wird. Ffir homogen-dimensionale Elemente a, bE S* und a', b'ff S ,  
gilt 
(t9) (a@b, a '@b')  = (--1) aimb'aim~' (a, a '>. (3, b ') .  

Die Homomorphisme 

~*: S*-> S*@S*  -and ~,:  S , @ S , - +  S,. 

sind per definitionem dual (~, ist das Produkt im Ringe S,). Also ist, wie mart 
leicht fiberlegt, 

(20) (V** u, a'(~b') ---- <u, v2, (a'@b')) fCtr uE S**. 

Wenn wir for u einen Cohomologie-Automorphismus ,t einsetzen, dann folgt 
(Lemma 1.7 und (19), (20)) 

(2t) ( L  a' b'> = <,1, a '> .  ('1, b'>, 

wo a 'b '=~o,  (a '@ b') das Pr0dukt in der Algebra S ,  bezeichnet. Naeh MIL- 
NOR ~16] ist S ,  das Tensorprodukt der dureh Unbestimmte %, %, ~. . . . .  er- 
zeugten Grassmannschen Algebra (zi { S=q;_l) und dem Polynomring in Unbe- 
stimmten ~1, ~ . . . .  fiber Zq, wo ~iES=q,_~. Wegen S** = H o m ( S , ,  Zq) lind 
wegen (2t) ist ein Cohomologie-Automorphismus durch die Werte (2l, ~,.) und 
('1, z/) festgelegt (('1,1) ~ t). Nun betrachten wir mit Milnor den Linsen- 
raum X-----lim. S=tC+*/Zq und die erzeugenden Etemente ~CH*(X;Zq) trod 

N--~ OO, 

flCH"(X; Zq). Dann folgt [16, Lemma 4 und 6] 

(22) '1 (or -~ tx + ~ (a, "r i) flq' 
i = o  

und deshalb (2, zi)-----0, da dL'nflq~--dim~ ungerade ist. Ebenso folgt 

(23) ,10~) = ~ <,1, ~ ) /~ ' ,  (~0 = ~). 
i = 0  
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Fiir die natiirliche Projektion 
~ :X-~P~(C)  

ist ~*g=fl ,  wo g ein geeignetes erzeugendes Element yon H ~ (P~ (C);Zq) ist. 
D a n * *  injektiv ist, folgt aus (23) 

4 (g) = g + ~ <L ~i> gq'. 

Der Koeffizient ai der Potenzreihe 4(x) in (t6) ist also gleich (4, ~i)" Damit 
ist bewiesen, dab Cob (Zq) --+G (Zq) injektiv ist. 

Es bleibt zu zeigen, dab jede Potenzreihe 

oo 

(24). ~, a i x~ C G (Zq), (% =. t), 
/=o 

als Potenzreihe eines C0homologie-Automorphismus auft~itt. Wit definieren 
eine Element 2 E S**, indem wir das entsprechende Element 2'C Horn (S . ,  Zq) 
angebel~. 4' ist dutch folgende Angaben bestimmt. 

a) 2' : S .  -+ Zq ist eifi Ring-Homomorphismus, 

b) Z' (~i) = (4, Ti) = 0, ~' (~j) = (4, ~i) = a]. 

In w von E16] betrachtet MZLNOR (~iir endliche CW-Komplexe X) einen Ring- 
Homomorphismu s ~t*, den wit hier mit A bezeichnen, urn Verwechslungen zu 
vermeiden: 

A :H* (X) -+H* (X) | S , .  

Man kann A ohne weiteres flit einen beliebigen Raum X definieren, wean man 
H* (X) durch H** (X) ersetzt. 4" sei der Ring-Homomorphismus 

,~":H*(X)QS,- - ->H*(x)  mit 4 " ( a Q b ) = a . 2 ' b :  

,Dann ist naeh [~6, Lemma 41 
~ = 2 " o A .  

Also ist 4: H* (X) ->H* (X) aueh ein Ring-Homomorphismus und deshalb, wie 
man leicht sieht, ein Cohomologie-Automorphismus mit tier gegebenen Potenz- 
reihe (24). 

Der Satz wird ftir q = 2  fast genauso beWiesen (vgl. [16, Appendix t~). 

1.9. Fiir q = 2  l~tBt sich ]eder Cohomo!ogie-Automorphismus 4 durch die 
Steenrodschen reduzierten Quadrate Sq ~ ausdrficken, d.h. die ]=dirnensionale 
Komponente 2i (J" = 0, 1, 2 . . . .  ) ist ein ,,Polynom" in den Sq i. Dies ist klar, da 
die Steenrodsche Algebra durch die Sq ~ erzeugt wird. Ftir ungerades q wird die 
Steenrodsche Algebra dutch die Bocksteinsche Operation 8 und die Steenrod- 
schen reduzierten Potenzen ~ (vgl. t.1) erzeugt. Es gilt aber auch hier: 

LEMMA, Ein Cohomologie-Automorphismus ~ ]i~r die Cohomologie mit Koe]/i- 
zien~en in Zq (q ungerade Primzahl). li~flt sich dutch die Steenrodschen reduzierten 
Potenzen ausdri~cken, d.h. 4 i (~ = O, t, 2 . . . .  ) ist ein Polynom in den ~ ,  (oder 
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anders gesagt: ~i geT~Srt zu der durch die ~ erzeugten Unteralgebra St* yon S*). 
Insbesondere ist ~/= O, wenn ?' .  0 (mod 2 (q-- 1)). 

BEWEIS. ~t nimmt auf allen Elementen von S , ,  die dem durch T 0, zl, v~, ... 
erzeugten Ideal I yon S .  angehSren, den Wert 0 an (vgl. (22)). Aus (19) 
und (20) folgt, dab jedes Element von St* das Ideal I annuliert. Aus [ 1 6 ,  
Lemma 8] fotgt umgekehrt, dab ein Element yon S*, das I annuliert, zu St* 
geh6rt. 

1.10. Die Steenrodsehe Algebra S* besitzt einen kanonischen Anti-Auto- 
morphismus [16, w 7], der zu einem Anti-Automorphismus von S** erweitert 
werden kann. Aus seiner Definition folgt unmittelbar, dab er einen Cohomo- 
togie-Automorphismus ~ in )-1 iiberftihrt. 

w 2. Charakteristische Klassen 
2.1. Bezeichnungen. ~Tir betrachten im folgenden reelle Vektorraum- 

Btindel, yon denen wir durchweg voraussetzen, dab sie einen parakompakten 
Basisraum haben. Sie lassen dann die orthogonale Gruppe als Strukturgruppe 
zu, und es gibt immer Biindelabbildungen in das universelle Bfindel [15]. In 
den jeweiligen Abschnitten wird die singuliire Coh0mologie mit Koeffizienten 
in einen festen Primk6rper der Charakteristik q betrachtet, wobei auch q = 0 
vorkommen wird. Die Koeffizientenbereiche werden also Zq (q 4= 0) bzw. ~,  
der KSrper der rationalen Zahlen sein, der auch mit Z 0 bezeichnet werde. Bei 
der Anschreibung der Cohomologie-Gruppen wird der Koeffizientenbereich 
h~ufig weggelassen. Falls q 4= 2, wird immer vorausgesetzt, dab die auftreten- 
den Vektorraum-Bt~ndel orientiert sind, als0 die spezielle orthogonale Gruppe 
als Strukturgruppe zulassen. 

Wir setzen die Theorie der charakteristischen Klassen als bekannt voraus 
[5, 11, 15]. Die Stiefel-Whitneyschen Klassen werden nur ftir q = 2 betraehtet. 
Die Pontrjaginschen Klassen sind ganzzahlige Klassen. Wenn wir far die 
Cohomologie den PrimkSrper der Charakteristik q verwenden, dann bezeichnet 
p~ der Einfaehheit wegen das Bitd der ganzzahligen 4i-dimensionalen Pontrja- 
ginschen Klasse nnter dem Koeffizienten-Homomorphismus von Z in den 

- -  W 2 PrimkSrper. Ftir q = 2  ist also P i - -  2~, wo wj die /-dimensionale Stiefel- 
Whitneysehe Klasse bezeichnet (vgl. [5, Part II, w 

2.2. Ftir die Cohomologie wird ein fester PrimkSrper Zq (q beliebig) als 
Koeffizientenbereich verwandt. Gegeben sei ein reelles Vektorraum-Bfindel 
mit Faser R ~, Totalraum E,, Basis B, und Projektion ~,. (Den Index ~ werden 
wir h~iufig weglassen, wenn keine Verwechslungen zu befarchten sind.) Den 
Verabredungen yon 2.1 folgerid wird ft~r q ~ 2 Vorausgesetzt, dag s e orientiert 
ist. E,, 0 =Eo bezeichnet wie bei MtLNOR [15~j die Menge der Punkte yon E, die 
nicht gleich der 0 ihrer Faser sind~ Es gibt eine kanonische Klasse U ~ H"(E, Eo) 
(vgl. z.B. [15, Chap. VII, Theorem t0, und Chap. VII, Theorem t0']) und den 
Thomsehen (additiven) Isomorphismus 

{ q~:Hi(B)-+H~+~(E, Eo), q)(x) =~r*xwU, xEHi(B), 
(1) r : H** (B) -~  H** (E, Eo), ~ (~)  = ~** x ~ U,  x E H** (B) .  
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Wenn q ~ 0, dann k6nnen wir einen Cohomologie-Automorphismus/l betrach- 
ten (1.t, 1.3). Wir setzen 

(2) _~ (~) : #-* (A(U)) = q5-I ~ # ( t )C  n** (B,). 

Wir haben damit eine Operation _~ definiert, welche jedem Vektorraum-Biindel 
ein Element des Cohomologie-Ringes H** seiner Basis zuordnet. Um die 
Eigenschaften von _~ besser formulieren zu k6nnen, ftihren wir folgende Defi- 
nition ein. 

2.3. Fiir die Cohomologie wird wieder ein fester Primk6rper als Koeffi- 
zientenbereich verwandt. Wenn die Charakteristik verschieden yon 2 ist, wer- 
den die Vektorraum-Bfindel als orientiert vorausgesetzt. 

DEI~n~ITION. Eine Operation i~, welche iedem Veklorraum-Bi~ndel ~ ein Ele- 
ment l~ (~) C H** (Be) zuordnel, dessert O-dimensionale Komponente gleich t i s t ,  
heiflt multiplikativer Funktor, wenn gill 

(i) #. Verhalt sich naliirlich bei Bi~ndelabbildungen. 

(ii) Fi~r die Whitneysche Summe ~@~ zweier Vektorraum-Biindel ~, ~ mit 
B~ = B~ ist 

(~ 0 '7) = ~ (~) " ~ ('~) . 

Mit G** (X) werde ftir q = 2 die Menge aller Elemente Yon H** (X) verstanden, 
deren 0-dimensionale Komponente gleich t i s t .  Ftir q :~ 2 sei G** (X) dagegen 
die Menge aller Elemente von H** (X), deren 0-dimensionale Komponente 
gleich t i s t  und deren ungerade-dimensionale Komponenten verschwinden. 
In beiden F~llen i s t  G** (X) eine abelsche Gruppe beztiglich des Cfip-Pr0- 
dukts. 

Aus der Theorie der klassifizierenden R~tume folgt, dab sich/2 (~) fiir q = 2 
durch die Stiefel-Whitneyschen Klassen und fiir q ~: 2 durch die Pontrj aginschen 
Klassen und die Eulersche Klasse ausdrficken l~13t. Per definitionem ist 
# (~)C G** (B~) fiir q = 2. Aber auch ftir q :~ 2 ist dies richtig. Wie wir sp~ter 
sehen werden (2.5) kommt (fiir ungerades q) die Eulersche Klasse in Wirklich- 
keit nicht vor, so dab die yon 0 verschiedenen Komponenten v o n #  (~) sogar 
durch 4 teilbare Dimension haben. 

2.4. In 2.2 hatten wir einen Cohomologie-Automorphismus ,~ die Opera- 
tion _~ zugeordnet. Die 0-dimensionale Komponente von ~_ ist gleich t, da ~o 
die Identit~t ist. 

SATZ. Die Operation ~_ ist ein multiplikativer Funktor im Sinne der De/ini- 
tion 2.3. 

Der. Beweis geht genauso wie bei MILI~OR [15, Chap. VII (Verification of 
axioms)~. Siehe insbesondere Milnors Theorem. 1 t,  das die Eigensehaft 2.3 (ii) 
ftir den Cohomologie-Automorphismus Sq betrifft. Beim Beweis hat man 
1.3 (iii) zu verwenden. Vorzeichenschwierigkeiten treten nicht a,M, da ~!~) 
mit jedem Element yon H** (B,) vertauschbar ist. 



Cohomologie-Operationen und charakteristische Klassen !63 

2.5. Ein multiplikativer Funktor im Sinne vori 2.3 ist ffir Charakteristik 

q = 2 die fotale Stiefel-Whitneysche Klasse w -- w i (w 0 = 1, w i E H~) und ftir 
i = 0  o o  

Charakteristik q :4= 2 die totale Pontrjaginsche Klasse p = ~ p i  (Po= t ,  Pi ~ H4i), 
i = 0  

s. [11, w 4.5~. Es sei {K i (w~ . . . . . .  wj)} eine multiplikative Folge yon Polynomen 
mit Koeffizienten in  Z~ (s. [11, w 1 ~). Die wi werden bier als Unbestimmte tiber 
Z~ betraehtet. Ordnet man dann jedem Vektorraum-Btindel ~ das Element 

j=o 

zu, dann erh~lt man einen multiplikativen Funktor im Sinne yon 2.3. 

Ebenso liefert jede multiplikative Folge {Ks(p1 . . . . .  Pi)}. yon Polynomen 
mit  Koeffizienten in Zq (q~  2) einen multiplikativen Funktor,  indem man 
jedem orientierten Vektorraum-Btindel ~ das Element 

o o  

(4) ~ K ~  (Pl (~) . . . . .  Pi (~)) c H** (B~) 
]=0 

zuordnet. 

Wir werden zeigen, daft man au] diese Weise alle multiplikativen Funktoren 
er hiiIt : 

Gegeben sei ein multiplikativer Funktor # (q --2). Dann gibt es eine und 
nur eine Potenzreihe Q(/~, x) CZ 2 [[x]], so dab #(~) =Q(#,  wl(~)) ffir jedes 
Vektorraum-Btindel ~ mit Faser /~ .  Dies ergibt sich mit Hilfe des universellen 
Btindels (FaserR 1) tiber dem unendlich-dimensionalen reellen projektiven 
Raum Poo (/1). Zu dieser Potenzreihe geh6rt nun eine multiplikative Folge yon 
Polynomen [1, w t] und zu dieser nach (3) ein multip!ikativer Funktor, tier mit 
# tibereinstimmt. Diese ~bereinstimmung ist klar for Vektorraum-Biindel, die 
Whitneysche Summe yon Btindeln mit Faser R ~ sind, und deshalb ftir jedes 
Btindel ~, da man zu ~ (Faser R ~) einen Raum Y und eine stetige Abbildung 
/ :Y -+Be  linden kann, so dal3 ]*~ Whitneysche Summe yon ~, Btindeln mit 
F a s e r / ~  tiber Y ist und dab ]**:H** (B,) -+H** (Y) injektiv ist. Y ist der 
Totalraum des zu ~ assoziierten Btindels mit O(n)/(Z2) ~ als Faser [8, Part I, 
w (Y ist parakompakt als Faserbtindel tiber einem parakompakten Raum 
mit kompakter Faser,) 

Gegeben sei ein multiplikativer Funktor # (q =4= 2). Dann gibt es eine und 
nur eine Potenzreihe Q (#, z) ~ Zq [[z~] mit # (~) = Q (#, Pl (*)) ftir jedes orien- 
tierte u ~ mit Faser /~2. Dies ergibt sieh, indem man be- 
achtet, dab # (~) =#(~ @ 1), wo 1 das triviale Vektorraum-Biindel mit Faser/~1 
ist, und dab H** (Bso(3)) =Zq [[ibl~. Zur Potenzreihe Q (#, z) geh6rt eine multi- 
plikative Folge yon Polynomen und zu dieser nach (4) ein multiplikativer 
Funktor, der mit # tibereinstimmt. Diese Ubereinstimmung ist zun~chst ktar 
ftir orientierte Vektorraum-Biindel, die Whitneysche Summe yon orientierten 
Btindeln mit Faser R z sind, und dann fiir jedes Btinde! ~, da man zu ~ einen 
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Raum Y und eine stetige Abbildung [: Y--~ B e finden kann, so dab [* ~ Whitney- 
sche Summe yon orientierten Vektorraum-Bfindeln mit Faser R ~ und eventue]l 
einem trivialen Btindel mit Faser R 1 ist und dab /** injektiv ist [5, Part I, 
w 

2.6. Die Uberlegungen von 2.5 haben gezeigt: 

SATZ. Ordnet man iedem multiplikativen Funktor # (s. 2.3) die multiplika- 
tire Folge yon Polynomen mit der charakteristischen Potenzreihe Q (#, x) C Z2 [[ xl] 
bzw. Q (#, z) = zq [[z]] (q 4= 2) zu, dann erh~lt man eine eindeutige Korrespondenz 
zwischen den multiplikativen Funktoren und den multiplikativen Folgen yon 
Polynomen mit~Koe][izienten in Zq. Die Potenzreihe Q (#, x) bzw. Q (#, z) ist 
/i~r q = 2 bestimmt durch; 

(5) Iz (~) = Q (bt, w l ~ )  /r #des Vektorraum-Bi~ndel ~ mit Faser R 1 

und ]i2r q 4= 2 durch 

(6) # ($) = Q (/z, Pl (~e)) /i~r iedes orientierte Vektorraum-Bi2ndd mit Faser R 2. 

Schreibt man/ormal 
N 

(7) a , ( ~ ) = l + w ~ ( ~ ) + . - - + w , , ( ~  e ) = / - - / ( l + x i ) ,  (NgroB, d i m x j = Q ,  
i = l  

- dann ist/iir q = 2 
N 

(7') f ~ (~) = H Q (~*, xi). 
]=1 

Schmibt man/ormal 
n N 

(8) P (~) = ~, Pi (~) = H (t + x~), (N grog, dim x i = 2), 
i - 0  ~'=1 

dann ist fi~r q 4= 2 

(8') ~ (~) = H Q (~, ~3- ~'=1 

Ftir einen Raum X haben wit in [3] die abelsche Gruppe K O  (X) definiert: 
Man betrachte alle Vektorraum-Btindel mit Basis X. (Die Vektorraum-Btindel 
brauchen nicht orientierbar zu sein; es wird an dieser Stetle auch zugelassen, 
daB das Vektorraum-Btindel tiber verschiedenen Zusammenhangskomponenten 
yon X verschiedene Faserdimensionen hat.) F(X) sei die freie abelsche Gruppe, 
die #on den Isomorphieklassen aller dieser Vektorraum-Btindel erzeugt wird. 
Ftir jedes Tripel t= (~ ,~ ' ,  ~") von Isomorphieklassen mis ~ = ~ ' O 8 "  bilden 
wir das Element It] = ~ -  ~'--.8"C F(X).  Die Gruppe K O(X) ist definiert als 
d i e  Quotientengruppe yon F(X) modulo der Untei:gruppe, die yon allen Ele- 
menten der Form It I erzeugt wird. Ftir die Definition analoger Grothendieek- 
scher Gruppen im Rahmen der algebraischen Geometrie siehe [6]. 

LEMMA. Der Primk6rper Zq diene als Koe/fizientenbereich /ar die Cohomo- 
logie. Jeder multiplikative Funktor /z im ffinne yon 2.3 induziert au/ natiirliche 
Weise einen Homomorphismus 

,u: KO (X) -+ G** (X) < H** (X). 
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BEWEIS. Ftir q = 2  ist dies klar: # ist auI allen Erzeugenden v0n ~;(X) 
definiert. (Zu jeder Erzeugenden ~ gibt es eine Darstellung von X als disjunkte 
Vereinigung oftener und abgeschlossener Teilmengen X~, so dab die Beschrgn- 
kung r yon $ auf Xr konstante Faserdimension hat. Dann ist/~($) ~H~'*(X) 
gleich dem ,,direkten Produkt"  der # (~ei)fill** (X;).) Da /~ (~) in der abel- 
schen Gruppe G** (X) liegt, ist/~ auf F(X) wohldefiniert und, da es anf allen 
Elementen der Form [t] gleich dem Einselement yon G** (X) ist, aueh auf 
KO (X). 

Ftir ungerades q ist/~ nach den Verabredungen yon 2.3 zun~ichst nut  fiir 
orientierte Vektorraum-Btindel definiert. Da es sich jedoeh durch die Pontrja- 
ginschen Klassen ausdrficken l~iBt, die ffir nicht notwendigerweise orientierte 
Vektorranm-Biindel erkl/irt sind [11, w ist # auch fiir nicht notwendiger- 
weise orientierte Biindel und damit ffir die Erzeugenden yon F(X) definiert. 
# ist gleich der f von G**(X) auf allen Elementen der Form [t~ CF(X). 

Jeder multiplikative F a n k t o r ~  ist dureh e ine  multiplikative t;olge 
{Ks(vA, w/)} bzw. {Ki(75 z . . . . .  t5i)} best/mint. Es sei nun B o -  I im ,Bo(~) 

der kla.ssifizierende Raum tier unendlich orthogonalen Oruppe. Es ist ffir q = 2 

nnd ffir q 4= 2 
H** (Bo;  & )  = [[wt, . . . .  ]] 

H** (Bo;  = A . . . .  ]],  

wo zv i die nniverselle Stiefel-Whitneysche Klasse der Dimension i und Pi die 
universelle Pontrjaginsche Klasse der Dimension 4 i  ist. Der multiplikative 

OO OO 

Funktor  # ist durch das Element ~ Kj (w, . . . . .  wj) bzw. ~ K i (Pl . . . . .  pj) yon 
i=0 ]~0 

H** (Bo; Za) bestimmt. Wir werden deshalb gelegentlich einen multiplikativen 
Funktor/~ einfaeh als Element yon H** (B o; Zq) ansehen und # ~ H** (Bo; Z~): 
schreiben. Dieses Element yon H** (Bo; Zq) ist gewissermaBen der Wert yon/~ 
auf dem stabilen universel]en reellen Vektorraum-]3iindel. 

Ein multiplikativer Funktor # : K O (X) ---> G** (X) ( H** (X; Zq) ordnet auch 
jedem komplexen Vektorraum-Btindel $ fiber X ein Element # ($) C G** (Aq, zu, 
da ~ als reelles Vektorraum-Bfindel aufgefat3t Werden kann. Ist q 4= 2, also # 
gegeben dureh eine multiplikative Folge {K i (Pl . . . . .  Pi)}, dann ist # (~) durch 
eine multiplikative Folge in. den Chernschen Klassen yon $ darstellbar, die man 
erh~ilt, indem man in K~.(p 1 . . . . .  ps) die Pontrjaginschen Klassen dutch be- 
kannte Polynome in den Chernschen Klassen ersetzt [11, w t.3~: 

/ = 0  

Es sei nun B~: ----- lim Bvooder klassifizierende Raum der unendlichen unit/iren 
Gruppe. Es ist ~--*~ 

H** Zq) = & Kc,, . . . .  ] ] .  
M a t h e m a t i s c h e  Ze i t s ch r i f t ,  Bd .  77 12 
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Wir k6nnen daher # als Element yon H** (By; Zq) aultassen. Auf Grund der 
rmtiirlichen Inklusion U ( 0 hat man den Homomorphismus 

H** (Bo; Zq)'--> H** (By; Zq), 

der (itir q & 2) in] ektiv ist und bei dem # (aufgefal3t als Element yon g** (Bo; Zq)) 
in ~ (aufgefaBt als Element yon H** (BrA gq))iibergeht. 

2.7. SATZ. Gegeben sei ein Cohomologie-Automorphismus 2 ]i~r die Cohomo- 
logie mit Koellizienten in Zq. Zu 2 geh&t eine Potenzreihe (s. t . 6 ,  (16), (17)). 
Mit Hille von 2 de/iniert man tar Vektorraum-Bi~ndd den multiplikativen Funktor 
,u = ~_, der nach (7') bzw. (8') mit Hil]e einer Potenzreihe berechnet werden karat. 
Es ist 

(9) Q ~u, x) = 2 (x)/x ]at q ~ 2 und Q (#, x ~) = 2 (x)/x ]i~r q ungerade. 

BEwEIs ~0R U~GERADES q. Die Gieichung (6) ist fiir ein orientiertes ~ mit 
Faser R ~- nachzuweisen. Nun ist ~b-1 (U w U) die Eulersche Klasse e C H * (B,). 
Wir betrachten die Injektion i:E-->(E, Eo) (s. 2.2). Dann ist i * U = ~ * e  
(s. [la, Chap. VIII,  Theorem t2]) und deshalb 

(t0) r  k-l) = U ~, k = t,  2 . .  :.. 

Da U Rednktion einer 2-dimensionalen ganzzahligen Ktasse ist, wird 2(U) 
durch die Potenzreihe 2 (x) gegeben, indem man x dutch U ersetzt. Als0 ent- 
steht wegen (t0) das Element _~(~)=~b-12(U) aus der Potenzreihe 2(x)/x, 
indem man x durch e ersetzt. Da.e *--pl(~), ist der Beweis beendet. (Fiir 
q = 2 schliegt man ghnlich. Man hat dann Btindel mit Fase r / t  x zu betrachten. 
Es gilt wieder eine Gleichung (10) mit e----w 1 (~).) 

2.8. Es sei # ein multiplikativer Funktor (2.3) und ~ ein Cohomologie- 
Automorphismus. Ordnet man dann jedem Vektorraum-Biindel ~das Element 
2 (# (~)) E g** (B~) zu, dann erh~ilt man den multiplikativen Funktor 2o/~, der 
wiederum mit Hilfe einer Potenzreihe berechnet werden kann (2.6.). Es folgt 

(tt) 0(~o~,,) = Q(~,~(x)) *~r q = 2  
und 
(t1') Q(ao12, x ~) = Q(#, a(x)) ftir ungerades q. 

Diese Formeln sind ftir das Folgende wichtig, wenn # durch _~ und ~ dutch 2 -x 
ersetzt wird. Den multiplikativen Funktor ~-~o_~ bezeichnen wit mit Wn (2), 
siehe 2.11 E s  gilt dann nach (9), (li) und (~t') 

(t2) O (~-~ o L x) = x/~-~ (x) f~r q = 2 

und 
(.12') Q(~-lo_~, x 2) --- x/2-1(x) ftir ungerades q. 

2.9. Es besteht ein Zusammenhang zwischen dem Satz yon Riemann-Roch 
(Toddschen Polynomen) und Cohomologie-Operationen [JO], den wit in dieser 
Arbeit genauer untersuchen wollen (vgi. Einleitung). Ftir diesen Zweck ist 
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das Verhalten der flit die multiplikative Folge der Toddschen P01ynome cha- 
rakteristischen Potenzreihe x~ (t --  e-~) modulo einer Primzahl q yon Bedeutung, 

LEMMA. Ersetzt man in der Potenzreihe x/( l  - - e  -~) die Unbestimmte x durcP~ 
/ .  x mit  /=ql](q-U (q Primz~hl) ,  so erhdE man ~ine Potenzreihe in x, deren 
Koe]/izienten yon der Gestalg /~,  r sind, w o m  ganz und  nicht negaEv und r 
eine rationale Zahl ist, deren Z~hler und Nenner  zu q geiler/remd sind. Die 
Reduktion yon ]'~. r modulo q isg per de/initionem ein Element yon Zq, das 
verschwindet, wenn m ' >  O. Also ist die Reduktion modulo q der Potenzreihe 
/ x~ (t - -  e -  !') wohlde/iniert. Es  gilt mit  / = qll(q - 11 

(13) / x / ( l - - e - / ' ) ~ - - t + ( x - - x r  q ' - . . . + ( - l ) i x  r  modq.  

k -- t (vgl. BEWEIS. Der Exponent  yon q in k l ist kleiner oder gleich ~ • t- 

z.B. [23, p. 99~). Er  ist gleich diesem Quotienten dann und nur dann, wenn 
k eine Yotenz yon q ist. Wegen des Wilsonschen Satzes ist " 

(qi) F/qe= ( ~  t ) e ~  ( _  l)i rood q, wobei e = ( q i _  t ) / ( q -  1). 

Daraus folgt 

(t 4) ' (t -- e -!~)//x ~ ~ (-- t)J x r  modulo q. 
] = 0  

Bezeichnen wir die rechte Seite yon (14) mit G(x), dann bleibt zum Beweis 
yon (t3) nur zu zeigen, dab in Zq[Ix]J 

, / c ( ~ )  = ~ + (~ .  C(~))~ -~ ode~ ~ = ~ .  C(~) + (~ .  C(~))~. 

Dies ist aber richtig, wegen (a + b)q = aq + bq modulo q. 

Ft~r eine ungerade Primzahl q betrachteten wit weitere Potenzre~en,  die 
im Sinne des Lemmas nach q reduzierbar sind. Es gilt 

/x __ C/x)/2 
(t 5) tgh/x - -  sinh (Ix)/2 ~ / X / ( l  - -  e - / ~  modulo q 

(q ungerade Primzahl, / ---- q,/(q-1)). 

Diese Kongruenzen folgen aus den Gleichungen 

- e"  * ~ 2 x / O  - e - 2 9  X +  %ghx sinhx 

unter Ber~cksichtigung von (t3) und der Kongruenzen 

/ x = - - O m o d q ,  d x _  l m o d q ,  2~-x--  t modq.  

2.10. LEMMA. Es sei {K i (q  . . . . .  ci)} die multiplikaEve FOlge ~ vo~r Polynomen 
in den Ur~bestimmgen c~ mit  Koe//izienten in Zq und der charakterisEschen Potenz- 
reihe Q (x)C zq [[x]], (q beliebige Primzahl).  Es sei a eine Potenz yon q. Setzt 
man in Ki~ die Unbestimmte c i gleich O, wenn i nicht durch a geiibar ist, dan~ 

t 
erh~lt man d n  Polynom K i (c~, c~ . . . . . .  ci~ ). Es  ist 

K ;  (co, c~ . . . . . .  cj,,) = Kj (~,,, c~ . . . . . .  c i . ) .  
t2"  
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BEWEIS. Wir setzen c~= cir. Dann  ist {K~} die mult ipl ikat ive Folge von 
o o  t 

Polynomen,  die zur Potenzreihe Q'(x) = ~ Ki (I~ 0 . . . . .  O) x i geh6rt. Es ist 
[11, w i=o 

Q'(x ~) = K(I  + x ~) = K(( t  + x) ~) = (K(t + x)) ~ = (Q (x)) ~ = Q (x~). 

Also ist Q'(x )= Q (x), was zu beweisen war. 

2.11.  Fiir einen Cohomologie-Automorphismus 4 haben wir den multi-  
pl ikat iven Funk to r  4 -a o 2 mit  Wu (2) bezeichnet,  da er, wie sich in w 3 heraus~ 
stellen wird, in speziellen F~llen yon Wu  WEN-TsuN be t rach te t  wurde. Fiir 
ein Vektorraum-Btindel  ~ schreiben wir s ta t t  Wu (4)(~) auch Wu (4, ~). Wenn 

das Tangentialbi indel  einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit  M i s t ,  dann 
setzen wir Wu (4, M) = Wu (4, ~). Wir  untersuchen nun zun~chst im Falle der 
Charakteris t ik q ~-2 den mult ipl ikat iven Funktor  Wu (S q) (vgl. t .t) und seinen 
Zusammenhang mit  den Toddschen Polynomen Ti(c 1 . . . . .  @, vgl. [11, w 
Nach Lemma 2.9 ist 2'Ti( q . . . .  , c,) ein P o l y n o m m i t  rat ionalen Koeffizienten, 
deren Nenner  den Fak tor  2 h icht  enthalten.  Deshalb definiert 2 'T /be i  Reduk-  
t ion rood 2 ein Polynom mit  Koeffizienten in Z 2. 

SATZ. Fi~r ein Vektorraum-Biindel ~ gilt 

(16) Wu(Sq,~)  - -  2'T~ (w~(~),... ,  w,(~)) rood2 .  

Wenn die Stie/el-Whitneyschen Klassen w2i+l(~ ) verschwinden, dann ist 

CO 

(17) Wu (Sq, ~) = X 2' T i (w 2 (t) . . . .  , w2, (~))mod 2. 
i = 0  

Wenn das Vektorraum-Bi~ndel ~ eine schwache komplexe Struktur zulgflt [6, 
Par t  I I I ,  w dann sind seine Chernschen Klassen ci(~)~ H~'(Bt;  Z) de/iniert, 
und es gilt 

co  

(18) Wu (Sq, ~) = ~. 2' T / (q  (~), . . . ,  c~ (~)) mod 2. 
~ 0  

BEWEIS. (17) ist wegen Lernma 2.t 0 (mit q = a = 2) eine Folgerung aus (16). 
Ftir ein Vektorraum-Btindel~ mit  schwaeher komplexer  S t ruk tur  verschwinden 
die w2j+l(~ ) und  auBerdem ist c , (~ )=w~, (~ )mod2 .  Deshalb ist (18) ein 
Korollar yon (t7). Zum Beweis yon (t6) i s t  wegen (12) und Lemma 2.9 nu t  
zu zeigen, dab in Z~ [[x~] die Gleiehung gilt 

o o  

(19) x/Sq -1 x = 1 + Y, x 2~, 
i=0 

wo x als das yon 0 verschiedene Element  yon H a (Poo (R) ; Z~) gedeutet  werden 
kann. Wegen Sq x ~- x + x ~ ist 

x = Sq ~1 x + (Sq -1 x) 2. 
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Macht man fiir Sq- l x  den Ansatz yon t.6 (t7), dann folgt aus vorstehender 
Gleichung, dab 

Sq - i x =  x + x 2 + . . .  + x 2~ + . .. 
und damit (t9). 

Wir bemerken noch, dab die ungerade-d~mensionalen Komponenten yon 
Wu(Sq, ~) verschwinden, wenn wl(~)=0, d.h. wenn ~ orientierbar ist. Das 
liegt daran, dab das Polynom T2j+l(q . . . . .  %i+1) dureh c 1 teilbar ist [H, 
w 

2A2. In Analogie zum vorhergehenden Abschnitt befassen wit uns nun 
fiir ungerade Charakteristik q rnit dem fiir orientierte Vektorranm-Btindel 
definierten multiplikativen Funktor Wu(~) .  Wir betraehten die multipli- 

kativen Folgen {Lj(p~ . . . . .  p;)} bzw. {Aj(pt  . . . . .  pj)} mit den charakteristi- 
schen Potenzreihen z�89 z~ bzw, z�89 sinh (z~/2)), vgl. [11, w 1 ~. Das Polynom ~7 

steht zu dem in [11, w t.6] definierten Polynom AjLin der Bezielmng Aj. = 2 4j Aj. 

Nach Lemma 2.9 und (15) sind ]~JLj und ]2iA i (far /=ql/(q-1)) Polynome, 
deren Koeffizienten die Gestal t /~.  r haben (m ganz und nicht negativ; r eine 
rationale Zahl, deren Z~hler und  Nenner zu q teilerfremd sind). Die Polynome 
/2JLj und /2 i~ j  verschwinden modulo q, wenn 2i nicht dutch q--  t teilbar ist. 
q!2i/(q-1)]L i u n d  q~i/(q-1)j~, sind Polynome mit rationalen Koeffizienten,. die 
ganz sind beztiglieh q (d. h. q nieht im Nenner enthalten). Wenn 2i --~ 0 rood q-- t ,  
dann gilt 

q~i/(q-1) Li =_ q~i/(r ~ i  _~ q2i/(e-1} Ai  mod q .  

SATZ. Es sei q eine ungerade Primzahl und ~ der Steenrodsche Cohomologie- 
Automorphismus (vgl. t.1) liar die Cohomologie mit Koe//izienten in Zq. Es 
sei /=qlt(q-1). Fiir ein orientiertes Vekgorraum-Biindel ~ gilt 

co 
w u  (~, ~) = ~ / ~ J  Lj (pl (~) . . . . .  pj (~)) 

(20) j=0 

= ~./2i ~,  (Pl (~) . . . . .  p, (~)) modulo q. 
/=o 

Die s-dimen_sionale Komponente von Wu (~,  2) verschwindet, wenn s nicht durch 
2 (q --  t) teilbar ist. 

BEWEIS. Zum Beweis yon (20) ist wegen Lemma 2.9, (t2') und (15) nur 
zu zeigen, dab in Zq[[x]] die Gleichung gilt 

(21)  X / ~ - I  X = t AV (X  - -  X q -~  X q" - -  "." 2,_ (__ l ) J  xq f ~_ . . . ) q : - l ,  

wo x als ein yon 0 verschiedenes Element yon H 2 (Poo (C); Zq) gedeutet werden 
kann. Nun ist ~ x = x + x  q und deshalb 

x = ~ - 1  x + ( # - 1  x)q. 
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Macht man ffir ~-Xx den Ansatz von 1.6 (t6), dann folgt au~ vorstehender 
Gleichung sofort, dab 

(21') 2~-1 x = x - xq + xq' + . . .  ( -  l )Jxq j + . . .  

und damit (2t). 

2.13. Es sei q eine beliebige PrimzahI und [=~/(q:x), Nach Lemma 2.9 
ist / iT.(q . . . . .  ci) ein Polynoln, dessen Koeffizienten die Gestalt [~. r haben 
(m ganz und nicht negativ; r eine rationale Zahl, deren Ziihler und Nenner 
zu q teilerfremd sind). [i Ts verschwindet modulo q, wenn i n icht  d.urch q -- t 
teilbar is(. q!i/(q-1)]T i i s t  ein Polynom mit rationalen Koeffizienten, die ganz 
sind bezfiglich q. FaBt man Px, P2, Ps . . . .  in bekannter Weise als Polynom 
in den Unbestimmten q ,  c, . . . .  auf [11, w dann gilt ffir eine ungerade 
Primzahl q 

o o  . ~  

(22) ~ fi Tj (q, .. ., c~) = Y. l*i As (Pl . . . . .  pj) modulo q. 
/ = o  : j = o  

Dies folgt unmittelbar aus der zweiten Kongruenz yon (15), vgl. auch" [11, 
w (12)]. Aus (20) und (22) ergibt sich: 

�9 SATZ. Wenn das Vektorraum-Bi~ndel ~ eine schwache komfilexe Struktur 
zuliiflt [5, Part III ,  w und Q(~)CH*i(B~; Z)  die Chernschen Klassen sind, 
dann gilt/i~r eine ungerade Primzahl q 

o o  

(2)) Wu(g ~, ~) = Y, ]J. Tj (q (~) . . . . .  cj (~)) modulo q. 
i=o 

2.14. Bemerkung. Ffir ein Vektorrat~m-Bfindel ~ (vgl. 2.2) und einen 
Cohomologie-Automorphismus ~ kann man leicht nachweisen, dab ~(~) C H** (B~) 
eine Invariante des stabilen Faser-Homotopie-Typs yon ~ ist (vgl. z . B . M . F .  
ATIYAH, Thorn complexes [Proc. Lond. Math. Soc. (3) 11,291 --3t0 (1961)1). Ffir 
q ~ 2  erh~ilt man mit HiKe von 2 = Sq, dab die totale Stiefel-Whitneysche Klasse 
w (~) Invariante des stabilen Faser-Homotopie-Typs yon ~ ist. Ffir q ungerade er- 
h~ilt mall Init HiKe yon ~ ---- ~ ,  dab bei Anschreibung yon p (~) in der Form 2.6 (8) 
die elementar-sYmmetrischenFunktione n in den ~ - *  Invarianten des stabilenFaser- 
Homotopie-Typs von ~ sind (in der Cohomologie mi~ Koe]fizienten Zq). Durch 
Verwendung eines allgemeinen ~ kommt man fiber dieses Resultat nicht 
hindus, da 2 (x)/x eine Potenzreihe in x q-1 ist. Auch die Anwendung irgend- 
welcher stabiler Cohomologie-Operationen auf die besprochenen Invarianten 
liefert nur Polynome in diesen Invarianten. 

2.15. LEMMA. Wie in 2.2 sei ~ ein reelles Vektorraum-Bi~ndel. ~ sei ein 
Cohomologie,A utomorphismus. Fiir z E H** (B~) gilt 

(24) g)(Z (z) w_~(~)) = 2 O(z). 
BEWEIS. 

(4 (~) ~ _z (~)) = ~** a (~) ~ ~** z (~) ~ a 

= ~ n**(Z) ~ l  U = , l ( ~ * * z ~ ' U )  = Jl r 

Bei dieser Re'chnung wurde 1. 3 (iii) benutzt. 
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Wenn ~ ein friviales Biindel ist, dann jst 2 (~ )= t  und ), und q~ sind in  
diesem Spezialfall vertauschbar. Dies entspl-icht der.Vertauschbarkeit yon 2 
mit E (vgl. 1.3). Im allgemeinen sind 2 und q5 nicht vertauschbar. Man hat 
den ,,Ivlultiplikator" ~(~), der irn n~iehsten Paragraphen eine wesentliche Rolle 
spielen wird. 

Das Lemma gilt natfirlich auch for komplexe Vektorraum-Biindel. Man 
fasse diese einfach als reelle Bfindel auf. 

w 3. Di f ferenzierbare  Mannig fa l t igke i t en  

3,1. Ein Cohomologie-Automorphis/-nus ~: H**(X; Zq) ---~H**(X; Zq) kann 
nach t .3 angesehen werden als eine natfirliche Transformation der singul~ren 
Cohomologie-Theorie mit Koeffizienten Zq in sich. ~ respektiert die multi- 
plikative Struktur. Die Graduierung wird jedoch vernachl~tssigt. Die Prim- 
zahl q ist im folgenden immer festgew/thlt. Deshalb wird wieder das Symbol 
Zq bei der Anschreibung der Cohomologie-Gruppen weggelassen. Alle Mannig- 
faltigkeiten werden als k0mpakt und differenzierbar voransgesetzt. Ffir un- 
gerades q wird fiberdies angenommen, dab sie orientiert sind. 

Es sei X eine Mannigfaltigkeit. Dann hat man den kanonischen Poincard- 
schen Isomorphismus 

(1) Dx : H*(X) -~H,(X), 

zu dessen Definition man flit ungerades q die Orientierung yon X benStigt. 
Wenn n die Dimension von X ist, dann ist Dx folgendermaBen definiert: 

(2) D x (a) = a ~ h, 

wo h E H~ (X) fiir ungerades q durch die Orientierung von X bestimmt ist. 
Fiir q----2 ist h direkte Summe der hi, wo h i das yon 0 verschiedene Element 
yon H n (Xi) ist und X i die encllich vielen Zusammenhangskomponenten yon 
X durchl~uft. Fiir eine stetige Abbildung [: Y-->X yon Mannigfaltigkeiten 
hat man den Gysinschen Homomorphismus 

�9 (3) [ ,  : H*(Y)  -+H*(X), [, =D~lol#oDv, 
wo /~:H,(Y)---~H,(X) tier durch /induzierte Homomorphismus der Homo- 
logiegruppen ist. Ftir ]: Y---~X sind also die beiden Homomorphismen 

(4) ]* : H*(X) -+ H*(Y), / ,  : H*(Y) --> H*(X), 

definiert. ]* ist ein Ring-Homomorphismus , / ,  ein additiver Hom0morphismus. 
Sie gentigen folgender Beziehung 

(5) / , ( / * x - y )  = xw/ , (y ) ,  xqH*(X),  yCH*(Y). 

Fal3t ,man H*(X) Und H*(Y) (verm6ge ]*) als H*(X)-Moduln auf, dann 
besagt (5), dab / ,  ein Homomorphismus yon H*(X)-Moduln ist. (5) folgt 
mit Hilfe yon (2) aus der analogen Eigenschaft yon /#:  Man beaehte, dab 
H,(X) und H,(Y) beide wegen des cap-Produkts H*(X)-Moduln sind. (Ftir 
H,(Y) benutzt man [*,) 
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Der Cohomologie-Automorphismus 2 ist mlt ]* vertauschbar, jedoch im 
allgemeinen nicht mit t , .  Es gilt aber folgender Satz. 

3.2. SATZ. Es sei 2 ein Cohomologie-AutomortShismus. Fi~r Mannig/attig- 
keiten X ist dann das Element Wu(2 -1, X)EH*(X) wohlde]iniert (2.tt). Es 
sei /: Y--->X eine stetige Abbildung yon Mannig/altigkeiten. Dann ist 

(6) / , ( 2 y . W u ( 2  -1, Y)) ----2t, y.  Wu(2%X) /ar yCH*(Y).  

3:3. Bevor wit zum Beweis dieses Satzes kommen, sei auf seine Ahnlich- 
keit mit dem differenzierbaren Riemann-Rochschen Satz hingewiesen [3]. 
An Stelle yon 2 hat man dort den Chernschen Charakter, der eine natiir- 
liche Transformation des Funktors K*(X) in H**(X; Q)liefert E4]. Man hat 
fiir e ine stetige Abbildung /:Y-->X yon orientierten Mannigfaltigkeiten 
den Homomorphismus ] ,  :H*(Y; Q)-->H*(X; ~) und unter besonderen Vor- 
aussetzungen den recht schwierig zu definierenden Homomorphismus 
]!: K*(Y)-->K*(X). Immer wenn man eine natiirllche Transformation yon 
einer ,,Cohomologie-Theorie" (eventuell ohne Dimensionsaxiom) in eine andere 
hat, kann man nach einem Riemann-Rochschen Satz vom Typ 3.2 fragen. 
Beide Theorien sollten ein Analogon zur Poincar6schen Dualit/it erffillen, 
damit in beiden Cohomologie-Theorien fiir stetige. Abbildungen yon Mannig- 
faltigkeiten die kovarianten Homomorphismen vorhanden sind, um deren 
Vertr/iglichkeit (bzw. gerade Nicht-Vertr/iglichkeit) mit der gegebenen natiir- 
lichen Transformation es sich ja handeit. Vielleicht werden wit an anderei" 
Stelle auf dieses allgemeine Prinzip eingehen, das uns durch den Satz yon 
Riemann-Roch im Sinne yon GROTHENDIECK [6] nahegelegt wurde. Der 
Satz 3.2 stellt jedenfalls das einfachste Beispiel flit S/itze dieses Typs 'dar ,  
well es sich um die gew6hnliche Cohomologie-Theorie und eine natiirliche 
Transformation dieser Theorie in sich handelt. 

3.4. BEWEIS VON SATZ 3.2. Das tangentielle Vektorraum-Bfindel von X 
bzw. Y werde mit ~ bzw. 7 bezeichnet. Fiir [: Y-->X betrachten wit das 
Element 7--1"~ E K O  (Y) (s. 2.6), bezeichnen es mit t/oder t(/) und nennen 
es das Tangentialbiindel yon 1. Wenn / die Abbildung yon Y auf einen Punkt 
X={xo} ist, dann ist das Tangentiaibiindel yon ] gleich dem Tangential- 
biifldel yon Y (aufgefaBt als Element von KO(Y)),  Wu(2 -1) ist ein multi- 
plikativer Funktor im Sinne von 2.3, den wir fiir die Dauer des Beweises 
mit # bezeichnen wollen: Die ztl beweisende Gleichung (6) kann wegen (5) 
auch so geschrieben werden: 

(7) 1.(2 y .#(El)) = 21. y, yCH*(Y).  
Es gilt nRmlich 

1, (2 y .~ (7)) "S (~)-1 = 1, (2 y .~ (7) "~ (1" ~)-1) = l ,  (2 y "S (t 1)). 

Fiir Abbildungen g:Z---~Y, 1: Y---~X yon Mannigfaltigkeiten Z, Y, X, deren 
Tangentialbiindel rnit ~, 7, ~ bezeichnet werden sollen, ist 

(8) t(log) = ~ -  (1o g)* ~ -  g*(7 - I * ~ ) + ~  - g*(7) = g* t ( t )+  t(g). 
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LEMMA. Wenn (7) [i~'r / u n d  g richtig ist, dann auch ]~r /og.  

BEWEIS. Es sei zCH*(Z).  Dann gilt nach (8) 

(/o g) ,  (4 z .  ~ (t/f o gt)) - - / ,  g ,  (~ z.  g* ~ (t f ) .  a (t g)). 

Aus (5) und der Gleichung (7) ffir g folgt 

1, g , (4  z. g* ~ (t t ) .  ~ (t g)) = l , ( g ,  (4 z .~ (t el) .  ~ (t/)) = I , (4  g ,  ~ .~ (t l)). 

Gleichung (7) ffir / ergibt : )r (,~ g ,  z-  # (t/)) = ~J,  g,  z = ~. (/o g),  z und damit 

(fog),  (,~z./~(t(/og))) = ~( tog) ,z ,  d.h.  (7) flit log. 

Als n/ichstes bemerken wit, dab es gentigt (7) flit differenzierbare Abbil- 
dungen zu beweisen, da jede stetige Abbildung /: Y - + X  einer differenzier- 
baren homotop ist. Jede differenzierbare Abbildtmg /: Y - + X  1/~13t sieh in 
eine differenzierbare Einbettung.  und eine Projekt ion mit  einer Sph/ire als 
Faser  aufspalten : Es sei i eine E inbe t tung  von Y in eine Sph/tre- S '~ geeigneter 
Dimension m. Dann ist (/, i) eine Einbe t tung  i v o n  Y in X •  

i = (/, i) : Y -+ X • S",  i (y) ---- (/ (y), i (y) ) . 

~z 1 sei die Projekt ion yon X •  ~ auf 'X,  dann ist/----~1oi. Wegen des Lemmas 
b r a u c h t  (7) nu t  ffir E inbet tungen und flit die Projekt ion ~I :X•  
bewiesen zu werden.  Wit  untersuchen zun/ichst den Fall der Proiektion.  Es 
sei ~z2~die Proiekt ion von X •  ~, ferner a das Tangentialbtinde] "con 
S ~ und ~ das Yon X. Es ist 

(9) t (~1) ;- ~* ~ * ~* 

Nun repr~sentiert  a in K O  (S ~') das Element  m . t .  Deshalb ist # (a) ~- 1 und 
ebenfalls/z (t(x~)) = t.  Also besagt (7) fiir/----~1 

(t0) ( ~ ) ,  2 y = 2 (~zl), y, y C H * ( X  •  

Es sei g das zur Orientierung von S m geh6rige erzeugende E lement  yon H ~ (S'~). 
Jedes Element  y yon H * ( X  •  '~) l~13t sich dann auf eine und nu t  eine Weise 
in der Form ~* a + (~* b) * (a, b E �9 ( ~  g) schreiben H*(X)) und es ist ( ~ ) .  y =  b. 
Da ~ y---- ~* ~ a + (~* ~ b) (~* g) wegen ~g = g, folgt sofort (~ 0). - -  Wit  kommen 
nun zum Beweis yon (7) fiir den Fall einer Einbet tung.  Y sei also e~ne diffe- 
renzierbare Untermannigfal t igkei t  yon X u n d / :  Y - + X  die Injektion.  Es sei 
v das Normalbtindel yon u in X, dann gilt in K O  (Y) 

( ~ )  t(t) - = - - ~ .  

Es sei E der Tota t raum des Vektorraum-Btindels v. Mit Hilfe einer schlauch- 
art igen Umgebung yon Y in X (tubular neighborhood), die zu einer Umgebung 
des Nullschnittes yon v in. E hom6omorph ist, konstruiert  man durch geeignete 
Ausschneidung einen Isomorphismus 

e :H*(E,  Eo) -+H*(X,  X - -  Y) .  
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Ferner hat  man den kalionischen Homomorphismus 

e : H*(X, X -- Y) -+H*(X).. 

In 2:2 wurde der Homomorphismus q~ betrachtet: 

~b : H*(Y) =~ H*(E, Eo) , 

der im Falle ungerader Charakteristik erst definiert "ist, nachdem man dem 
Normalbiindei eine Orientierung gegeben hat. Man kann bekanntlieh v so 
orientieren, dab 

(12) 1 ,  = q o e ~ .  

Da der Cohom01ogie-Automorphlsmus A mit @ u n d e  vertahschbar ist, ergibt 
, sich" 

(13) , ~ / , y = @ e 2 q b y ,  yCH*(Y) .  

Aus 2.t 5 folgt nun unter Verwendung yon (t 1) uncl (t 2), dab 

(14) A ],  y = @ e q~(A y.  _~v) = i,(A y.  (2 (t 1))-1). 

Bisher wurde im Beweis nicht verwendet, dab ,u in (7) gleich Wu (2-1). Damit " 
(14) in (7) fibergeht, muB dies jetzt verwendet werden. Nun ist aber Wu(2 -1) 
der mulfiplikative Funktor, welcher jedem yektorraum-Biindel ~ die Co- 
homologie-Klasse (~_~)-1 zuordnet, da (~x]x)-l=x/(A:l)-lx (vgl. 2.7 (9) und 
2.8 (t2), (t2')). 

Der Beweis des Satzes 3'2 verlief analog zum Beweis des differenzierbaren 
Riemann-Rochschen Satzes [/3]. 

3.5. Wir wollen Satz 3.2 jetzt auf den Fall anwenden, dab X, der ein- 
punktige Raum X =  {%} nnd / die konstante Abbildung-ist. In 'diesem Fal l  
ist natfirlich Wu(2 -1, X ) = t .  'Da-,~ auf der Cohom01ogie des Punktes die 
Identit~tt ist, geht die rechte Seite von (6) i n / ,  y tiber. Ffir jed-es y C H*(Y) 
ist aber 

(l 5) t ,  Y = Y [Y]" "I, , t C H ~ (X), 

wo Y VY] den Wet t von-y auf  dem (eventuell orientierten)Grundzyklus yon 
Y andeutet. Dabei nehmen alle Komponenten yon y, deren Dimension nieht 
g!eich der yon Y ist, den Weft 0 an. Satz 3-2 geht also in dem von uns be- 
traehteten Spezialfall fiber in  

(t6) (X y-Wti (2  -1, Y)) [Y] = y[Y] .  

Ersetzt man in (1.6) zun~chst ~ dutch 4 -1 und dann y dutch ~ y, dann folgt 

(t7) (~ y ) [ Y ] , =  (y-Wu(R~ Y)) [Y] , .  yEH*(Y):  

Die Formel (t7) motiviert, warum wir den multiplikativen Funktor 2-1o_2 
mit Wu(~) bezeichnet haben (2At): Die Formel (17) stammt n/imlich fiir 
]L-= Sq oder ~ = ~  von-Wu WEN-TsuN [26, 26], tier sie.allerdings mit der 
Diagonalmethode bewiesen hat, auf die ~(uch ADAMS [1] zuriickgreift uad auf 
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die ebenfatls .in [10] Bezug genommen wurde, w~ihrend wir die differenzier- 
bare Einbettung yon Y in r Sph~ire und das entsprechende Normalbiindel 
benutzt haben. Die Cohomologie-Klasse Wu(~, Y) l~il3t sich mit HiKe der 
Stiefel-Whitneyschen bzw.-der Pontrjaginschen Klassen yon Y ausdrficken 
(Satz 2,6 und 2.8 (t2),~ (t2')). Fiir 4 =  Sq oder ~ = ~ - s t e h t  Wu(~t, Y) in enger 
Beziehung zu den Toddschen Polynomen Ti(wl(Y  ) . . . . .  wi(Y))  bzw. den L- 
Polynomen Lj (pl(Y) . . . .  , pi (Y)). Die Einzelheiten sind aus den S~itzen 2A i, 
2.12, 2.13 zu entnehmen. Die in [10] ohne ausffihrlichen Beweis angegebenen 
Theoreme 2.t bis 2.4 sind also in der vorliegendeff Arbeit vollst~indig bewiesen. 

3.6. Aus (t7) folgen Relationen zwischen den Stiefet-Whitneyschen bzw. 
den Pontrjaginschen Zkhlen einer Mannigfaltigkeit, wenn man flit t beliebige 
Cohomologie-Automorphismen einsetzt und y Polynome in den StiefeI- 
Whitneyschen bzw. den Pontrjaginschen Klas'sen der Mannigfaltigkeit durch- 
l~iuft. In w werden wir sehen, dab sich' diese Relationen bereits erhalten 
lassen, wenn man (t 7) ntfr fiir 1~ = Sq bzw. ~ ~- ~ a nwendet. Fiir die praktische 
Rechnung ist es jedoch bequemer, beliebige Cohomologie-Automorphismen 
heranzuziehen. Setzt man in  (t7) fiir y das Einselement yon H*IY), dann 
ergibt sich 

SATZ. Es sei ~ ein Cohomologie-Automorphismus [i~r. die Cohomologie mit 
Koe//izienten in Zq (q beliebige Primzahl). Dann gilt /~r eine kompakte diffe- 
renzierbare positiv-dimensionale Mannig/altigkeit Y, die fi~r ungerades q unseren 
Verabredungen gem~fl als orientiert vorausgesetzt wird, 

(t8) Wu(~, Y) EY] = o. 

Fiir eine kompakte orientierte differenzierbare Mannigfalfigkeit M der 
Dimension 4k spielt in clef Cobordisme-Theorie die ganze Zahl s(M) eine 

Rol le  (vgl. z.B. [11, w ), Sehreibt man die ganzzah[igen Pontrjaginschen 
Klassen Pi (M) ~ formal in der Gestalt-2.6 (8), dannis t  

N 

s ( M ) = ( Z x ~ ) ~ M ] .  
- i = l  - 

Wit geben nun einen direkten Beweis fiir einen Satz *con MILNOR [171, den 
MILNOR auf dem Wege fiber Untersuchungen der Col~ordisme-Algebra er- 
halten hat. 

SATZ. Es sei M eine kompakte orientierte di[/erenzierbare Mannig]altigkeit 
der Dimension 4#. Wenn 2 k + t eine Potenz der Primzahl q ist, dann ist s (M) 
durch q teilbar. 

BEW•IS. Wir setzen ftir den Moment a = 2 k + l .  Die Zahl a ist eine Potenz 
der ungeraden Primzahl q. Nach Satz 1.8 gibt es einen Cohomologie-Auto- 
morphismus Jt fiir die Cohomologie mit Koeffizienten in Zq, ffir den 4 -1 x---- x "  x ~. 
Dann ist 

x/~ - i x =  1 +  x ~-1+ ... + x j~-l) + ... . 
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Schreibt man nun in der Cobomologie mit Koeffizienten in Zq die Pontrjagin- 
sehe Klasse formal in "der Gestalt 2.6 (8), dann gilt (2.8 �9 (12')) 

N 

Wu (~, M) = I I  xj/~-~ xj. 
j= l  

Da a - - t  = 2 k = d i m ( M ) / 2 ,  ist Wu (2, M)[M~ = s  (M) mod q. Das beendet den 
Beweis wegen (t8). 

3.7. In [11, w wurde ohne Beweis fglgendes Lemma angegeben. 
LEMMA. Das Toddsche Polynom kann in eindeutiger Weise als Polynom 

mit ganzzahligen teiler]remden Koeffizienten dividiert dutch eine positive ganze 
Zahl'# (Tki geschrieben werden. Man  hat 

(t9) # (Tk) = H qt~/(q-x)] (Produkt fiber alle Primzahlen qmit  2 --<_ q ___ k + t ) .  

Wir tragen den-Beweis bier nach. Abgesehen yon der expliziten Formel (t9) 

ist die B.ehauptung klar, da Tk f fir ci.= k d e n  Weft 1 annimmt. 

Man beweist zun~ichst, dab #(Tk+l)ein Vielfaches yon .#(Tk) ' ist. Dazu be- 
trachtet man den Ring Q[cl, d 1, c2, c 3 . . . .  1 modulo dem yon d~ und den 
Monomen in den c i vom Gewichte gr613er als k erzeugten Ideal J.  Definiert 

t man ci durch 

1 + cl x + c~ x~ + . . . .  (t + cl x + c~ x 2 + "  ") (t + 2d~ x), 

�9 C l  dann ist wegen der Multiplikativit~t der Folge {Tj} und wegen Tl (q) - -  ~-  

T~ + l (cl . . . . .  c'k4 i) -~ da . T~(Cl . . . . .  ck) modulo J .  

Daraus folgt  in der Tat #(Tk+l)~0mod/~(Tk). Nach den Bemerkungen 
fiber ~T~. zu Anfang yon 2.t3 genfigt es zum Beweis von (t9) zu zeigen, dab 

�9 [ i T i ~ O m o d  q ffir j = 0 m o d q - - t .  Es sei i= r . (q - - l ) .  Im komplexen pro- 
jektivert Raum eq  (CO mit x E n ~ (eq (C) ; Zq) und x .  0 ist ~(x') = x" (1 + xq-1) ' 
find deshalb 

~(x') E~,(C)~ 4: o. 

(Ffir q ~- 2 setze man ~ = Sq). Also ist die 2r (q -- l)-dimensionale Komponente 
von Wu(#  ~, Pq,(C)) nicht null (3.5 ( t7 ) )und  deshalb ist q 'T~q_l ) .0  mod q 
(s. 2.t3 (23) und 2.11 (18)). Ebenso beweist man ent~prechende Aussagen 
fiber die PoI30aome L k und A k (s. [11, w und' t.61). 

3.8. Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit BemerkUngen fiber kompakte 
niche notwendigerweise differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Sei M eine solche 
Mannigfaltigkeit. 2 sei ein Cohomologie-Automorphismus ffir die Cohomologie 
mit Koeffizienten in Z 2. Wegen :des Poincar6schen Dualit~,tssatzes gibt es 
dann genau ein Element u yon H* (M~,, so dab 

(20) (2 y) EM] = (y. u) [M] ffir alle y C H*(M) 
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Wir bezeichnen u mff Wu (4, M). Wegen 3.5 (t 7) stimmt dies mit unseren 
fiJr differenzierbare Mannigfaltigkeiten eingeftihrten Bezeichnungen i~berein. 

FRAGE. Gilt unter der oben angegebenen De/inition yon Wu(,:, M) der 
Satz 3.2 fiir stetige Abbildungen Y -~  X kompakter nicht notwendigerweise di//e- 
renzierbarer Mann, igjaltigkeiten ? 

Ftir die Cohomologie mit Koeffizienten Zq (q ungerade Primzahl) und far 
orientierte Mannigfaltigkeiten kann man ebenso die Klasse Wu (4, M) ein- 
ftihren und die analoge Frage stellen. 

Wir stellen noc, h lest, dab Wu (,~, M) per definitionem (20) eine Invariante 
des Homotopietyps yon M ist, ebenso nattirlich ), (Wu (,L M)). F~r differen- 
zierbares X ist ~(Wu(),, X)) -= _;t (~), wo ~ das Tangentialbtinde! yon X ist. 
Die Hom0topiemvarianz yon _ (~) (oder gleichwertig yon Wu (;t, X)) innerhalb 
der Kategorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten folgt auch aus 2.14 
und der Tatsache, dab homotopie-~iquivalente differenzierbare Mannigfaitig- 
keiten Tangentialbtindel haben, die vom gleichen stabilen Faser-Homotopie- 
Typ sind (M. F. ATIYAIr Thorn complexes (loc. cit. in 2.t4), Theorem 3.6). 

Legen wir nochmals-Ze als Koeffizientenbereich zu~grunde. Ftir eine korn- 
pakte differenzierbare Mannigfaltigkeit X ist Sq (Wu (Sq, X)) gleich der totalen 
Stiefel-Whitneyschen Klasse yon X. Ftir eine kompakte topologische Mannig- 
faltigkeit M kann die Stiefel-Whitneysche Klasse w i (M) durch die Gleichung 

(M) -- ~ = - ~,(M) sq((w~(sq,  M)) 
i=o 

definiert werden, wi (M) ist e ine Homotopieinvariante,. Fiir eine kompakte 
differenzierbare Mannigfaltigkeit 32 ist Wu (~, X) nach 2.8 ein gewisses Poiynom 
in de n wi(X ). Es entsteht die Frage, ob sich Wu(2, M) ftir eine kompakte 
topologische Mannigfaltigkeit M durch das gleiche Polynom mittels der w'i (M) 
ausdrticken 1513t. Diese Frage wurde yon ADAMS ~1] bejaht. 

Analoges gilt ftir. ungerades q. Statt Sq w~ihlt man ~ ,  und an Ste!le der 
Stiefel-Whitneyschen Klassen'treten die elementar-symmetrischen Funktionen 
in den x] -1 (s. 2.t4). 

w 4. Der Satz yon Adams 

4;1. Es sei X ein endlicher CW-Komplex, dessert ganzzahlige Cohomologie 
keine Torsion habe. H*(X; Z) 1/iBt sich dann verm6ge des Koeffizienten- 
Homomorphismus Z--~ Q als Unterring ~/on H* (X; Qy auffassen. Ein Element 
yon H*(X; Q) heil3t ganz, wenn es zu H*(X; Z) geh6rt. Ein Element a yon 
H*(X; Q) heigt ganz beztiglich der Primzahl q, wenn es eine ganze zu q teiler- 
fremde Zahl m gibt, so dab ma ganz ist. Der Homomorphismus 

9q: H*(X; Z) -~ H*(X; Zq) 

sei induziert durch Z-+Zq. Dieser Homomorphismus kann erweitert werden 
auf den Unterring der beztiglich q ganzen Elemente yon H*(X; O): Fiir 
aEH*(X; Q), das ganz beztiglich q ist, definiert man Oq(a)~H*(X; Q) durcb 
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die G!eichung 

(1) pq(a)=m-l .~q(ma),  ( m , q ) = l ,  ma ganz. 

eq(a) h~ngt nicht yon der Wahl yon m ab. (In 0) ist m -1 nattirlich im K6rper 
Zq zu berechnen.) 

Ftir X ist tier Ring K*(X)  definiert [4], der iiber Z 2 graduiert ist: 

(2) K*(X) -~ K 0 (X) J- K 1 (X). 

K ~ (X) = K(X) wird mi t  Hflfe der komLlexen Vektorraum-Biindel mit der Basis 
X auf die Weise eingefiihrt, all die wir ftir reelle Vektorraum-Btindel in 2.6 
erinnert hatten. Der Chernsche Charakter ist ein Ring-Homomorphismus 

ch:K*(X) --->n*(x; Q), s. E4J. 

Wegen unserer Voraussetzung, dab X torsionsfrei ist, existiert zu jedem 
Element aEH'*(X; Z) ein Element ~EK*(X) ,  dessen Chernscher Charakter 
m i t  a beginnt, d.h. 

oo 

(3) ch(~) = a + X a~+2~, a~+2~CH'+~k(X; Q). 
k = l  

Die Elemente a,+~k h~ingen im allgemeinen nicht nur von a sondern auch 
yon der Wahl yon ~. ab. Der folgende Satz yon ADAMS I2~ zeigt, dab in gewisser 
Weise die Reduktion der a~+zk modulo q invariant ist. 

4.2. SATZ (ADAMS). Es sei X ein endlicher CW-Komp!ex, dessert ganz- 
zahlige Cohomologir keine Torsion habe. ~ sei Element von K*(X), dessen 
Chernscher C harakter von der Form (3)ist ( a C H~ (X; Z)). Dann ist a~ + ~k " q~k/(q-x)] 
(/iir eine beliebige Primzahl "q) ganz beziiglich "q. Wenn k nicht durch q - - t  

. qkl(q-l) teilbar ist, und also k/ (q __ t) > ~ h/ (q -- t) ] ist, dann werde das Element a~ + 2 
yon H'+~k(X; R) betrachtet und Oq yon diesem Element gleich 0 gesetzt. Damit 
ist Oq (a,,+~. r ,/icr ]edes k de/iniert. Es gilt 

(4) 9q a,+2~, q~l(q-~) = ~ - 1  (Qq a), wenn q ungerade, 

Sq -1 (Oq a), wenn q~- 2. 

Dieser Satz ist spezieller Ms das Theorem 2 yon ADAMS ~2], da wir uns 
auf torsionsfreie CW-Komplexe X eingeschr~inkt haben. ADAMS betrachtet 
nut  K~ aber das genfigt, um den Satz ffir K*(X)  zu bekommen: Unte~" 
Verwendung. der Bezelchnungen yon E4] hat man n~imlich die kanonischen 
,,Einhiingungs"-Isomorphismen 

(5) K~(X) = ~7~ (S(X+)), H*(X; A) = H *  (S(X+); A) 

(A beliebiger Koeffizientenbereich). 

Sowohl der chernsche Charakter al~ auch der Cohomologie-Automorphismus 
~-1 (bzw. Sq -1) ist mit der " "" " ,,Emhangung vertauschbar. 
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In der Formulierung des Satzes bei ADAMS kommt der kanonische Anti- 
Automorphismus d e r  Steenrodschen Algebra vor. Bei Beaehtung yon 1.t0 
folgt nnsere Formulierung . E s  sei auch noch erw~ihnt, dab in einem torsions- 

CO 

freien Raum Sq=~, Sq ~i da Sq~i+l=SqlSq ~ und Sq 1 der Boeksteinsche. 

Operator ist, der in einem Rat/m ohne 2-Torsion verschwindet. 

Ein Beispiel mSge den Satz von ADAMS illustrieren. Fii:r-Elemente 
x 1 . . . . .  x, C H 2 (X; Z) gibt es genau e in~  6 K ~ (X) mit 

(6) ch (~) = xl . . .  x , . /~/ (1  - e-~0/x i. 
j=l  

Fiir dieses ~ mit a=xl . . ,  x, folgt die Formel (4i leicht aus 2.9 (14) und aus 

(7) ~-l(x~) = x j -  x1+ xT"-... (s. 2.t2 (2t0). 

(Die Formel (7) bleibt bestehen, wenn q---- 2 ist und ~ durch Sq ersetzt wird.] 

4.3. Wir m6chten in diesem Abschnitt mit Hilfe des Satzes yon ADAMS 
(4.2) zeigen, dab der Satz 3.2 im Falle torsionsfreier Mannigfaltigkeiten' ftir 
)~_--#-1 aus dem ,,differenzierbaren Riemann-Rochsehen Satze" [8] folgt, 

Die in diesem Abschnitt vorkommenden Mannigfaltigkeiten sollen,kornpakt, 
orien~iert, diHerenzierbar sein und ihre gamzahIige Cohomologie soll keine Torsior162 
besitzen. X sei eine solche Mannigfaltigkeit und w2~(X ) C H2 (X; Z J  ihre zweite 
Stiefel-Whitneysche Klasse. Da X torsionsfrei ist, kann ]edes Element yon 
H ~ (X; Z2) durch Reduktion rood 2 aus einer ganzzahligen Klasse gewonnen 
werden, ct(X ) EH2(X; Z) sei fiir jede der in diesem Abschnitt Zugelassenen 
Mannigfaltigkeiten X festgew~ihlt, und zwar so, dab die Reduktion mod 2 
von c 1 (X) gleich w2 (X) ist. 

Die totale Toddsche Klasse J-(X)CH.*(X; Q) wird dann mit Hilfe yon 
q (X) und der Pontrjaginschen Klassen Pi (X) wie folgt definiert: 

(8) ~-(x) = ~,~X)/~. ~ 2 ;  (p~ (x) . . . . .  p; (x)). 

Fiir eine stetige Abbildung g: y--+x zul&ssiger Mannigfaltigkeiten und ftir 
z/6 K*(Y) gilt: 

(9) g, (~h(~). ~-(y))  = ~h(e:v) .9-(x) ,  g:~EK*(X). 

Das ist der differenzierbare Riemann-Rochsche Satz [8, 18]. Das Element 
g:~ yon K*(X) ist durch (9) eindeutig bestimmt, da X nach Voraussetzung 
keine Torsion hat [4]. 

Es sei q eine ungerade Primzahl und ]:q!/(q-x). Wir nehmenl nun an, 
daB ch(~) v o n d e r  Gestalt (3) isL also mit aCH'(X; Z) beginnt .  Dann ist 
fh (g!~/) : g ,  a~ + h6here Glieder. Wir se tzen  

m =- dim g, a ---- n + d i m X  -- dim Y. 
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Es werde nun in (9) die 2k-dimensionale Komponente yon J ' (Y) durch ihr 
Vielfaches mi t /k  ersetzt, ebenso fiir 3-(X). Die (n + 2k)-dimensionale Kom- 
ponente yon ch (~) werde durch ihr Vielfaches mit /k ersetzt, ebenso werde 
die (m+2k)-dimensionale Komponente yon ch (g: ~) durch ihr Vielfaches mit 
/~ ersetzt. Nachdem diese Ersetzungen geschehen sind, werde mod q reduziert. 
Man erh~ilt auf diese Weise 

(t0) g, (~-~(~q a) Wu(~ ,  Y)) = ~ - ~  ( g , ( ~ ) ) W n ( ~ ,  X). 

Man wendet hierzu (4) auf ~ und g ~  an, beachtet, dab dc~(x)/a~--I (mc~d q), 
und benutzt 2A2 (20). Da Y nach Voraussetzung keine Torsion hat, l~il3t sich 
jedes Element yEH'*(Y; Zq) als Qqa mit aCH"(Y;  Z) schreiben und jedes 
a C H" (Y; Z) trit t  als Anfangsterm des Chernschen Charakters eines Elementes 

CK*(Y) auf ~4J. Also liefert (t0) den Satz 3.2 ftir alle yCH-*(Y; Zq) im Falle 
des Cohomologie-Automorphismus ~----~-~ 

w 5. lJber die Relationen zwischen den charakteristischen Zahlen 

5.11 Wir w011en zun~chst die Rdationen zwischen den Chernsch~n Zahlen 
untersuchen. Vgl. dazu den Bericht [12j. Eine schwache fastkomplexe S~ruk- 
tur auf einer kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit M ist eine schwache 
komplexe Struktur des Tangentialbtindels yon M, d.h. ein komplexes Vektor- 
raum-Biindel fiber M, das als reelles Btindel isomorph zum Tangentialbiindel 
yon M plus (Whitneysche Summe) einem trivialen reellen Vektorraum-Bfindel 
ist [5, III,  w Eine schwach-fastkomplexe Mannigfaltigkeit ~ ist kanonisch 
orientiert, hat also einen orientierten Grundzyklus EMi. Die Chernschen 
Klassen c i (M) sind per definitionem die des komplexen Vektorraum-Btindels, 
welches die schwache fastkomplexe Struktur bestimmt. Die Dimension voi1 
M sei gerade (dimM----2n). Ftir jede Partition ~ - ( / 1  . . . . .  it) yon n bilde 
man das Monom %. . .  %C Ha~(fil; Z). Der wer t  dieses Monoms auf [MJ 
werde mit c~ (M) bezeichnet. Die c~ (M) sind ganze Zahlen und werden Chern- 
sche Zahlen yon M genannt. 

Es sei B u  der klassifizierende Raum clef unendlichen unit/iren Gruppe. 
( B y =  lira Btz(~)). Dann ist 

n --~ oo 

(l) H**'(Bv;Z) = Z [[c~, ca,...~j, 

wo c~ die ,,universe!le" 2i-dimensionale Chernsche Klasse ist. Man hat einen 
Homomorphismus 

(2) ~ (U): H a" ~B " - ~ rj, Z)---~Z, 

wobei ~ (m) (c, ... %) -- c~ (M)~ (z~---- (i~ . . . .  , it), i ~  -. �9 .+ i, ~ n). 
Es sei q eine Primzahl. Nach Reduktion mod q kann die Chernsche Klasse 

c i als Element yon Hai(Br~; Zq) aufgefaBt werden. Es ist dann 

(3) H**(BtT; Zq) = Zq [Ecx, cz, ...J] , 
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und wir haben verm6ge (2) einen Homomorphismus 

(4) ~(M)q! H~'(B~:, Zq) ~ Z~. 

Man nennt ein Element a yon ~ (Bv; Zq) eine ,,Relation zwischen Chernschen 
Zahlen mod q", wenn a ftir alle kompakten differenzierbaren schwach-fast- 
komplexen Mannigfaltigkeiten M der reetlen Dimension 2n zum Kern yon 
~x (M)q geh6rt. Diese Relationen bilden eine Untergruppe vorf H 2'~ (B~.; Zq), 
die wir mit R2~(Bu;  Zq) bezeiehnen. R**(B~;  Zq) sei die Ulrtergruppe der- 
jenigen Elemente von H**(Btz; Zq), deren 2n-dimensionale Komponente ftir 
jedes n zu R2~(Bv;  Zq) gehSrt. 

5.2. In H**(B~; Zq) liegt die universelle totale Chernsche Klasse c =  
1+c1+c2-~ . . . .  Mit (c-1)i werde die 2i-dimensionale Komponente yon c -I 
bezeichnet. Durch die Festsetzungen 

(5) ci -~ (c-1)i 

erMlt man  einen multiplikativen gradtreuen involutorischen Automorphismus 
D yon H**(Bv; Zq), vgl. [8]. Fiir eine multiplikative Folge 

oo 

X Ki (c~ . . . . .  c i) C H**(Br:; Zq) 
i=0 

ist 

(6) D K i(c 1 . . . . .  ci) = K i ( n  q . . . . .  D @ = (c 1 . . . . .  ci) . 
i = o  i = 0  ' i -  

D ist mit jedem Cohomologie-Automorphismus 2 vertauschbar, da ~l(c)6 
H**(B~; Ze) eine multiplikative Folge ist (mit der charakteristischen Potenz- 
reihe 1 + 7~ x). 

Der Automorphismus D entspricht dem ~bergang yon einem BtindeI 
zu dem inversen Biindel ~ von ~. ([~J + ~]  = 0, s. ~5, III, w 1.3].) Der Auto- 
morphismus D wird also durch eine ,,Abbildung" Brj--~B v induziert. Man 
kann D auffassen als den kanonischen Anti-Automorphismus der Hopfschen 
Algebra H**(Bv; Zq), vgl. [1]. 

5.3. Ftir einen Cohomologie-Automorphismus 2 ist Wu(~) ein multipli- 
kativer Funktor, zu dem eine multiplikative Folge {Ki(ca,..., ci)} geh6rt 

oo 

(s. 2.6). Das Element ~, Ki(Cl . . . . .  ci) CH**[Bv;  Zq) sol1 ebenfalls mit Wu(2) 
' i = 0  

bezeichnet werden. Dann gilt 

(7) 2 y  -- y- Wu(2)~R**(Bu; Zq) ftir alle y C H * * ( B ~ ;  Zq). 

Die Aussage (7) ist eine Konsequenz der Formel3:5 (t7), wenn man diese 
auf eine beliebige schwach-fastkomplexe Mannigfaltigkeit M anwendet, wobei 
das y yon 3.5 (t 7) alle Polynome in den Chernschen Klassen von M durchtanft. 

Ordnet mall jedem y C H**(BL~; Zq) die 2n-dimensionale Komponente y o n  
(7) zu,. dann erhiilt man einen additiven Homomorphismus yon H**(B~; Ze) 
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in R~'~(B~z;Zq), dessen Bild mit R2'~(Bv;Zq;,~),bezeichnet werde. Die 
m-dimensionale Komponente einer Cohomologie-Klasse a we~de gelegentlich 
dutch a,~ angedeutet, {obwohl das mit den Bezeiehnungen der Chernschen 
und Pontrjaginschen Klassen nicht fibereinstimmt). Die Untergruppe 
R 2" (By; Zq;2) von R~'~(B~; Zq) 1/iBt sich auf verschiedene Weisen beschreiber~: 

L E M M A .  R~'(Bv;  Zq; 2) = 

( i )  ((2Y'W'u(2-1) -- Y)2nl YCH**(Bu; Zq)}= 

(i i)  {(2 -1 y .  Wu(2) -- Y)2.] Y C H**(Bv; Zq)) = R2n(Bv; Zq; 2 -1) = 

(iii) {0(2  y. -2 -- Y)~,I yEH**(Bv;  Zq)}. 

BEwEIs. Zu (i) gelangt man, indem man in (7) y durch y �9 Wu (2) -1 ersetzt 
und beachtet, dab 2(Wu(2)-l)=Wu(2-1),  s. 2.8. Man bekommt (ii) aus (7) 
dadurch, dab man y dutch ~t-~y ersetzt. Im Falle (iii) werde zun~chst an 
den Funktor 2 erinnert, der eine multiplikative Folge von Polynomen bestimmt 
und damit ein Element yon H**(Bv; Zq), s. 2.6. Nun folgt (iii) aus (i) wegen 
der Vertausehbarkeit yon D mit )~ und da D _~ : (_2) -~ : Wu (2-t). 

5.4. ]VIII.NOR ffihrt in E17~ das stabile Objekt M U ein (stabiler universeller 
Thomscher Raum ffir die unit~re Gruppe). Man hat den Thomschen Iso- 
morphismus 

(8) ~ : H**(B~;  Zq) --> H**(M U; gq), 

welcher per definitionem im hier betrachteten stabilen Fall die Graduierung 
'erh~lt. Zu einem Cohomologie-Automorphismus 2 geh6rt der multiplikative 
Funktor 2_, welcher in fiblicher Weise als Element yon H**(Bv; Zq) aufzu- 
fassen ist (2.5). Die Steenrodsche Algebra S** (ffir die Cohomologie ~ mit 
Koeffizienten, in Zq) operiert auf H**(M U; Zq). Ffir den Cohomologie-Auto- 
morphismus 2E S** gilt: 

(9) ]t(qSy) ~5(2 y.  ~_) ffir yE H**(Bu; Zq). 

Die Formel (9) ist das stabile Gegenstfick zu 2.t 5 (24). Aus 5.3 (iii) folgt sofort 

r (~ O) By;  Za; 2) ---- ((2 y -- Y)2. l Y E H**(M U; Zq)} 

Nun hat  MILNOR in [17J gezeigt, daB die Algebra S*/(~) frei auf H*(MU; gq) 
operiert. Hierbei ist S* die Steenrodsche Algebra und (5) das yon dem Bock.- 
steinschen Operator ~ erzeugte Ideal (5 = S q  1 ffir q = 2) .  Man wahle eine Basis 
yon H*(MU; Zq) fiber 8*/(5) aus homogen-dimensionalen Elementen. Die 
Anzahl der Basis-Elemente der Dimension 2n ist unabh~ngig yon der Wahl 
der Basis und werde mit b(n; q) bezeichnet. W~thlt man  in (10) ffir 2 den 
Steenrodschen Cohomologie,Autom0rphismus ~ (bzw. Sq), dann folgt 
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unmi t t e lba r  

{ d i m z  R ~ ( B r l ;  Zq; 4) = " 2~ . _ d l m z H  (Brj, Zq) b(n; q) 
(11) ftir 2 ~ - #  bzw. 2 = S q .  

5.5. Schreibt  m a n  die ganzzahligen Chernschen Ktassen c i formal  als 
e lementar -symmetr i sche  Funkt ionen  in Variablen x 1, x 2 . . . . .  xN (N grol3) vom 
Grade 2, dann kann  m a n  fiir jede Par t i t ion  ~r=  (i I . . . . .  it) von n das E lement  

s(=) = Z x~, ... x~,~ H~"(Bv; Z) 

einftihren, s (Jr) ist die Summe  aller paarweise verschiedenen Monome, die 
aus x~,.. ,  x~" durch Pe rmuta t ionen  der N Variablen ents tehen (s. z . B .  [11, 
w F~r  eine schwach-fas tkomplexe  Mannigfal t igkeit  M der reellen Di- 
mension 2n  definieren wir die ganze Zatfl s=(M) als Wer t  yon s(z~) auf dem 
orient ier ten Grundzykh/s  von M. Fiir  die Par t i t ion  z c = ( n ) s e t z e n  wir 
s(M)=s=(M). We=n n=2k,  dann  s t immt  s(M) mit  der in 3.6 definier~en 
ganzen Zahl  s (M) iiberein. Genau  wig in 3.6 k6nnen wir ftir eine sctiwach- 
fas tkomplexe  M der reellen Dimension 2n  nachweisen, daB s(M) durch q 
tei lbar  ist, wenn n + t eine Potenz  der Pr imzahl  q ist. 

MILNOR hat  ill [17] eine Folge M 1, M=, M 3 . . . .  Yon projekt iv-algebraischen 
Mannigfal t igkei ten der komplexen  Dimension I, 2, 3 . . . .  usw. an~egeben, ftir 
die gilt : 

i) s (_,I//,) = t ,  wenn n +  t keille Pr imzahlpotenz  ist, 

ii) s ( M , ) =  q, w e n n  n + t eine Potenz  der Primzat/ l  q ist. 

Aus der Exis tenz  dieser Mannigfal t igkeiten schlieBt man,  dab 

�9 (12) dimz~ H ~" (Brj; Ze)/dimz . R 2" (Br;; Zq) ~ a (n" q), 

wo a (n; q) die Anzahl  der Par t i t ionen von n ist, die keinen S u m m a n d e n  der 
Fo rm q~--1 enthal ten.  Man benutz t  dazu die Thomsche  Formel  

(13) s,(M) = Z s~o. (M') . so , (M") ,  

wo M, M', M" schwach-fas tkomplexe  Mannigfal t igkeiten der reellen Dimen-  
sionen 2n, 2r, 2s sind, M = M '  • n = r + s ,  und wo co eine Par t i t ion  yon n 
ist und  (co 1, c%) alle m6glichen Zerlegungen vorf co in eine Par t i t ion  co 1 yon r 
und  eine Par t i t ion  co2 yon s durchl/iuft.  (Die Formel  (13) wird in [22, Chap. IV, 
w 7] in einem etwas anderen Fall  bewiesen.) 

Nach  MILNOR [17] ist a(n; q) ----.b (n ; q). Aus ( t l )  und  (t2) folgt fiir 2 = ~  
bzw. fl=sq, dab R~"(Bry; Zq; 4 ) = R ~ ( B u ;  Zg). Wir  fassen das Resul ta t  in 
folgendem Satz zusammen.  

5.6.  SATZ. Far eine gegebene Primzahl q sei, R~'(B~; Zq) die Gruppe der 
Relationen m o d  q, die zwischen den Chernschen Zahlen schwach-/astkomlSlexer 
Mannig]altigkeiten der reelten Dimension 2 n  bestehen. R~(Bu;  Zq; 4) sei die 
Untergruppe derfenigen Relationen , die sich mit Hil[e der Wuschen Methode (7) 
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und des Cohomologie-Automorpl~ismus ~ (liar die Cqhom~logie mit Koe]fiz!enten 
Zq) erhalten lassen. Im allgemeinen ist Re'~(Bu; Zq; ~L) eine echte Untergruppe 
yon R ~ ( B v ;  Zq). W~hlt man ]edoch den Steenrodschen Cohomologie-Automor- 
phismus ~ (q ungerade) bzw. Sq (liar q = 2), dann gilt 

R en (BY; Zq;~)  ----R e~(Brj; Zq) bzw. "R~(Bv; Z~; Sq) = Re'*(B~;Z~), 

Die Wuschen Relationen sind also vollst~ndig. Die Dimension yon R~n(Bv; Za) 
tiber Z a ist gleich der Anzahl der Partitionen yon n, die wenigstens einen Sum= 
manden der Form qi_  t enthalten. 

5.7. In 5.t (2) habell wi~ den Homomorphismus ~ (M); Hen (By; Z) -->Z eir~- 
gefiihr, t. Horn (H e" (B v; Z), Z) ~- H e. (B v; Z )  ist eine freie abelsche Gruppe, 
deren Rang gleich der Anzahl der Partitionell yon n ist. Die Menge der 

(M), wo M~atIe schwaeh-fastkomplexell Malllligfaltigkeitell der reellen Di- 
mension/gn durchl~uft, bildet eille Untergruppe yon H~,~(Bv, Z) voll elld- 
l ichem Index. Diese Ulltergruppe kallll durctv Kollgruenzell zwischefi den 
Chernschen Zahlen angegeben werden. Diese Kongrtmnzen silld im Prinzip 
berechellbar (MILNOR [17, Part II1). Ffir eine vollst~ndige L4ste der Kon- 
gi~enzen ffir n ~ 4  s. [12~. Der Homomorphismus co(M): He~(Brs; Z)-+Z 
illduziert einen Homom~yphismus 

a(M)Q: H*'~(Bu; Q) -+Q. 

Es sei Re~(Bu; Q/Z) die Untergruppe derjenigell Elemente von H2~(Bv; Q), 
a~ff dellell o~(M)o ffir jede sehwach-fastkomplexe M der reellen Dimension 
2 n gallzzahlige Werte annimmt. Re'~,(Bv; Q/Z) ist die Gruppe der Kongruenzell 
zwischell den Cherllschen Zahlen schwach-fastkomple~er Mannigfaltigkeiten 
clef reellen Dimension 2n. Es sei R**(Bv; Q/Z) die Gruppe der Elemente 
roll H**(BrN Q), derell 2n-dimellsionale-Kompollentell f a r  jedes n zn 
Re~(B~; Q/Z) geh6ren. " , -- 

Schreibt man die ganzzahtigen Chernschen Klassen wieder formal als 
elementar-symmetrische 'Funktionen in dell Variablen xl . . . . .  x~ (N grol3) 
vom Grade 2, dann kann man die elementar-symmetrischen Funktionen 
el, e e . . . .  in den t - - e  - ~  einftihren. Das sind wohldelinierte Elemente voll 
H**(Bu; Q). Den von e0=t ,  ea, e e . . . .  fiber Z 'erzeugten Unterring roll 
H**(Bv, Q) bezeichnell wir mit ch(Bv). Es sei 3- die universelle Toddsche 
Klasse " 

O 0  

J -  =- Y, Ti(c f . . . . .  c~.) E H**(Bv; Q). 
/=0 

SATZ. Fiir ]edes z E ch (B v) gehSrt z .  ~d7-zu R**(Bv; Q/Z). 
Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus bekanntell Ganzzahligkeits- 

s~,ttzell im Zusammenhallg mit dem Satz von Riemalln-Roch (s. [5, Part III,  
Theorem 3-6] oder [3~). Man hat zu beachten, dab z E ch (Bu) ffir jede schwach- 
fastkomplexe M ein Element yon chK(M) liefert, (das zum komplexen Tan- 
gelltialbfindel velan6ge einer Darstellung der  unitgren Gruppe assoziiert ist). 
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V:eRMUTUNG. R~' (Bv;  O/Z)-~{(z.  3-)2,~[zEch(Bv)}, wo (z. 5"-)~. die 2n- 
dimensionale Komponente yon z .~Y- bezeichnet. 

lArir k6nnen diese Vermutung nicht beweisen. Jedoch werden wir zeigen, 
dab die (z "J')2~ ffir jede Primzahl q alle Relationen rood q liefern. Die unge- 
16ste Frage ist dann die nach den Rdationen modulo den Potenzen einer Prim- 
zahl. Wir betrachten ein Monom eilei ... ei,, wo (il, i 2 . . . . .  it) eine Partition 
finer Zahi k < n  ist. Fiir k = 0  haben wir nut das Monom i. Das Monom 
e~, ... e~, ist ein Element von H**(Bu; O), das mit c~,_ ... ci, beginnt. Ersetzt 
man in d~...  e~, die Komponente der Dimension 2k+2i dutch ihr Vielfaches 
rnit ]i, wo ]---- ql/Iq-l/und reduziert modulo q, dann geht e~, ... e~, in ~-1 (ql "" ci,) 
fiber. Das ist eine rein formale Tatsache im Zusammenhang rnit dem Satz 
yon Adams (s. 4.2 (6)). (Ffir q = 2  ist ~ dutch Sq zu ersetzen.) Ersetzt man 
ferner in ~r die 2/'-dimensionale Komponente durch ihr Vielfaches mit /J, 
darm gem 3-  ill Wu (~) bzw. Wu (Sq) dutch Reduktion rood q fiber. (Siehe 2.9, 
2. t t ,  2.13.) Aus 5-3 (ii) und 5.6 fotgt unmittelbar 

SATZ. Die Riemann-Roeh-Kongruenzen z . J -  E R**(B r:; O/Z), z C ch (B ~), 
implizieren alle Relationen rood q zwischen den Chernsehen Zahlen. 

5.8. Ffir die Pontrjaginschen Zahlen einer orientierten kompakten diffe- 
renzierbaren Mannigfaltagkeit M gelten Rhnliche Resultate, wie "air sie ftir 
die Chernschen Zahlen besprochen haben. Es sei B o der klassifizierende 
Raum ffir die unendliche orthogonale Gruppe. Ist q eine ungerade Primzahl, 
dann gilt 

H**(Bo; Zq) = Zq[EP~, P2 . . . .  ]], 

wo p~ C H*i(Bo; Zq) die Reduktion rood q der universellen ganzzah!igen Pon- 
trjaginschen Klasse der Dimension 4i i s t .  Ffir jede orientierte kompakte 
differenzierbare M sind die Pontrjaginschen Zahlen definiert. Das sind ganze 
Zahlen. Reduktion rood q der Pontrjaginschen Zahlen liefert einen Homo- 
morphismus 

~ (M)q: H4k(Bo; Zq) -->Zq, d i m M  = 4k. 

R 4k (Bo; Zq) sei die Untergruppe der Elemente yon H 4~ (Bo; Zq), welche ffir 
iede 4k-dimensionale orientierte kompakte differenzierbare M zum Kern yon 
c~ (M)q geh6ren. R 4k (Bo; Zq) ist die Gruppe der Retationen rood q zwisehen 
den Pontrjaginschen Zahlen in der Dimension 4k. 

SATZ. Es sei # d e r  Steenrodsehe CohomolOgie-Automorphismus ]i~r die 
Cohomologie mit Koe]fizienten in Zq (q ungerade Primzahl). Der multiplikative 
Funktor Wu (9 ~) ist ein Element v'on H**(Bo; Zq). Es gilt 

R'k (Bo; Zq) = { ( ~ y -  y - W u  (~a))4~l yEH**(Bo;  Zq)}. 

Die Relationen, die sich mit Hil/e der Wusehen Methode gewinnen lassen (3.5 (t 7)), 
lie]ern also ganz R 4~ (Bo; Zq). Die Dimension von R 4k (Bo; Zq) ist gleich der 
Anzahl der Partitionen yon 2k, die nur gerade Summanden enthalten und /i~r 
die wenigstens ein Summand vonder Form q~-- t i s t .  
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Der Beweis erfolgt analog wie im Fall der Chernschen Zahlen unter wese~t- 
licher Benutzung der Arbeit [17~ von MILNOR. Man kann wie in 5.7 die 
Gruppe R4k(Bo; Q/I•)aller Kongruenzen zwischen den Pontrjaginschen 
Zahlen einfiihren, eine analoge Vermutung formulieren und aurh eine dem 
letzten Satz yon 5.7 entsprechende Behauptung beweisen. 

5.9. SchlieBlich gelten ~thnliche Uberlegungen fiir die Stiefel-Whitneyschen 
Zahlen von nicht notwendigerweise orientierbaren Mannigfaltigkeiten. Diese 
Zahlen sind Elemente vor~ Z~. Auch bier gilt die Vollst~tndigkeit der Wuschen 
Relationen, was von Dold bewiesen wurde [8~, dessen Beweismethode wir im 
w 5 der vorliegenden Arbeit ganz entscheidend benutzt haben. 
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