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Die Codierungstheorie versucht, méglichst effiziente Wege der Nachrichten-
tibermittlung aufzuzeigen. Effizienz bedeutet hierbei: ein méglichst geringer
Energicaufwand bei gleichzeitig moglichst grofler Redundanz. Die mathemati-
sche Normalisierung dieses Problems fithrt zu bestimmten endlichen Strukturen,
den Codes. Uberraschenderweise sind nun die fiir den Codierungstheoretiker
interessanten Fragestellungen iiber Codes auf das Engste verflochten mit teilweise
sehr alten Fragestellungen aus der reinen Mathematik, die auf den ersten Blick .
nichts mit Codierungstheorie zu tun haben und die von Mathematikern véllig
unabhiingig studiert wurden oder noch studiert werden.

Was sind Codes?

Betrachten wir ein naheliegendes Beispiel. Seit 1969 wird jedes in Westeuropa
oder den USA erscheinende Buch mit der Internationalen Standard-Buchnummer
(ISBN) versehen. Solch eine ISB-Nummer ist 10-stellig, z. B.

3-531-08370-8

(an der zehnten Stelle taucht gelegentlich statt einer Ziffer das Symbol X auf).
Die eigentliche Information, also die Nummer eines Buches, ist hierbei die aus
den ersten 9 Ziffern gebildete Zahl. Die letzte Ziffer ist eine sogenannte Kontroll-
ziffer. Sie ist so bestimmt, dafl fiir eine ISB-Nummer 2,233 ... ajo die Zahl
1< a;+ 2a; + 3ay +... + 10ayg stets durch 11 teilbar ist (wobei gegebenenfalls das
Symbol X als Zahl 10 zu interpretieren ist). So ist im obigen Beispiel
1:342:543°344:145046:847:3+8:7+9-0=151.
Folglich muf die letzte Ziffer eine 8 sein:

151+8:10=231=11-21.
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Die Kontrollziffer hat den offensichtlichen Vorteil, in einem gewissen Umfang
vor Fehlern zu schiitzen, die beim Abdruck der ISB-Nummer in einem Katalog,
beim Abspeichern in einem Computer oder sonstwo auftreten kénnen. Wird
etwa genau eine Ziffer beim Ubermitteln einer ISB-Nummer falsch weiterge-
geben, 2.B.

3-511-08370-8

an Stelle der oben gegebenen Nummer, so wird - wie man sich leicht Gber-
legen kann - die empfangene Nummer auf keinen Fall mehr die oben beschrie-
bene, charakteristische Eigenschaft einer ISB-Nummer haben; im Beispiel ist
1-342-543-144:145-046-8+47-348-7+9-0+10-8=225, und die Zah! ist
nicht durch 11 teilbar. Die ISB-Nummern sind also so beschaffen, daf ein Fehler
stets entdeckt werden kann. Ist die Stelle des Fehlers bekannt, so kann er sogar
korrigiert werden: Im Beispiel ist die dritte Stelle falsch. Es ist eine Zahl a zwi-
schen 0 und 9 zu bestimmen, so daf8

1°342-5+3-244°145:0+6-8+7-3+48-7+9-0+410-8=222+3"-2

durch 11 teilbar ist, und diese Aufgabe hat genau eine Ldsung, nimlich a = 3. Der
Fehler ist korrigiert. Treten mehr als ein Fehler auf, so kann es allerdings gesche-
hen, daf} diese Fehler nicht mehr entdeckt werden; z. B. weicht 3-531-07350-8
an genau zwei Stellen von der anfangs gegebenen ISB-Nummer ab und ist dennoch
¢ine korrekte ISB-Nummer.

Der Codierungstheoretiker wiirde die eben geschilderte Situation folgender-
maflen beschreiben. Gegeben ist ein endliches Alphabet A - hier die Ziffern 0
bis 9 und das Symbol X. Aus den Buchstaben des Alphabets A werden Worter zu
je n Buchstaben gebildet - hier ist n = 10. Die Menge aller méglichen, n-stelligen
Warter wird mit A" bezeichnet. In dieser Menge A® aller n-stelligen Wérter wird
nun eine Teilmenge C, ein ,,Code*, als Menge der zulissigen Worter ausgezeich-
net. Die Worter in C heiflen dann Codeworter. Im Beispiel besteht der Code aus
den Wortern ajaza3 ... ajo, fiir die 1+ ay + ...+ 10 « ay9 durch 11 teilbar ist und
unter a, bis a9 kein X vorkommt.

In der Praxis ist A natiirlich kein willkiirlich gewihltes Alphabet. Um mit
einem Code zu arbeiten, mul man ihn beschreiben kénnen. Die naheliegende
Maglichkeit, einen Code zu beschreiben, indem man die Codewérter auflistet, ist
nicht praktikabel (der ISBN-Code enthilt 1000000000 Codewdrter). Was be-
notigt wird, ist ein méglichst einfacher Algorithmus, der entscheidet, ob ein vor-
gelegtes Wort ein Codewort ist oder nicht. Im ISBN-Beispiel besteht dieser Algo-
rithmus aus einigen Additionen, Multiplikationen und einem Test auf Teilbarkeit
durch 11. Die offensichtliche Ursache fiir diese erhebliche Vereinfachung ist die
Tatsache, dafd das Alphabet beim ISBN-Code aus Ziffern besteht, und mit Ziffern
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kann man algorithmisch operieren, genauer: man kann sie addieren und multi-
plizieren. Es ist daher nicht verwunderlich, dafl die in der Praxis verwendeten
Alphabete meist so beschaffen sind, dafl man mit den Buchstaben ,,rechnen* kann.

Tatsiichlich sind die am hiufigsten verwendeten Alphabete ,endliche Korper®.
Auch beim ISBN-Code gehen die etwas tiefer liegenden Eigenschaften (ein Fehler
kann entdeckt und - falls die Stelle des Fehlers bekannt ist ~ sogar korrigiert
werden) auf die Tatsache zuriick, daf 11 eine Primzahl ist, und dafl man die Zif-
fernV, ..., 9, X als Elemente des Korpers Fy, auffassen kann. Was ist ein endlicher
Korper?

Studjert wurden endliche K&rper zuerst von dem franzdsischen Mathematiker
Evamste Gavors (1811-1832). Die einfachsten Beispiele erhdlt man folgender-
maflen: Zu einer fest gewihlten Primzahl p bezeichne JF, die Menge aller még-
lichen Reste, die bei Division einer ganzen Zahl durch p auftreten kénnen; F,
besteht also aus den Zahlen 0, 1, 2, ..., p ~ 1. Man kann mit den Zahlen in F,
rechnen, indem man als Summe zweier Zablen a, b aus I, diejenige Zahl ¢ aus I,
vereinbart, fiir die a+ b= c mod p gilt. Letzteres ist eine in der Mathematik iibliche
Schreibweise und bedeutet, daf a + b - ¢ durch p teilbar ist, oder - was gleich-
bedeutend ist ~ dafl ¢ der Rest von a + b bei Division durch p ist. Analog verein-
bart man als Produkt von a und b diejenige Zahl d in FF;, so daf a - b=d mod p
ist. Mit der so erklirten Addition und Multiplikation in F; kann man nun genau
so rechnen, wie man etwa mit rationalen Zahlen rechnet. (Die Voraussetzung, dafl
p eine Primzahl ist, ist notwendig, um sicherzustellen, dafl zu jedem von O verschie-
denen Element a in F;, ein b gefunden werden kann, sodafl a - b =1 mod p gilt,
d.h. dal in F,, die Division durch a erklirt ist.)

In der Nachrichten- und Computertechnik verwendet man hiufig aus nahe-
liegenden Griinden als Alphabet den Kérper F;, d. h. die Buchstaben 0, 1 (,,Strom
flieflt, Strom fliefit nicht“). Jeden dieser Buchstaben bezeichnet man auch als
»Bit“, Ein 5-Bit-Wort ist also ein Element von (IF,)’. Hier ist die Additions- und
Multiplikationstabelle fiir den Korper Fy:

o oj|o
b O | =

01
0 01 0
1 0 1

Diese Tabellen sind auch vom ,ausschlieenden Oder* bzw. ,Und*“ der Aus-
sagenlogik bekannt.

Allgemein gibt es zu einer vorgelegten natiirlichen Zahl n genau dann einen
Korper mit n Elementen, wenn n eine Primzahlpotenz ist. Dieser Kérper ist
(genauer: seine Rechenregeln sind) véllig eindeutig durch Angabe von n bestimmt,
und er wird mit FF. bezeichnet.
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Auch die fiir den Nicht-Mathematiker vielleicht etwas fremdartig erscheinen-
den Kérper F,, wo n nicht gerade eine Primzahl ist, finden in der Praxis Ver-
wendung. So wurde zum Beispiel der Korper Fisq (256 = 25) benutzt, um Infor-
mationen von der Raumsonde Giotto, die zur Beobachtung des Kometen Halley
eingesetzt war, zur Erde zu iibermitteln. Genauer wurde dabei ein sogenannter
Reed-Solomon-Code, bestehend aus 255-stelligen Wortern iiber dem Alphabet
Fis¢, benutzt. Dies klingt weit weniger verbliiffend, wenn man weif}, dal man
jedes Element von Fs, selbst als 8-Bit-Wort auffassen kann. Es gibt ein Element
a in Fasg, so dafl sich jedes weitere Element in Fase in der Formag+a; -a+ ;- a?+
... +ay-a’ mit einem eindeutig bestimmten 8-Bit-Wort aga; ... a; schreiben lifit
(»+ »" " »a®, ... stchen hierbei natiirlich fiir die Addition, Multiplikation
bzw. Potenz im Kérper Fjse). Also hat man zum Beispiel

8-Bit-Wort | Element von Fas,

01100010 a+al+at
01000111 a+a’+ab+a’

Nun gibt es genau 240 verschiedene solche a, d. h. fast jedes Element in Fys, hat
die beschriebene Eigenschaft. Man kann es aber so einrichten, dafl etwa

al=a*+a’+a?+1

gilt (es gibt genau 8 verschiedene solche a, und jedes solche a hat noch die bemer-
kenswerte Eigenschaft, dafl 1, a, a?, @?, ..., a?® genau die von 0 verschiedenen
Elemente des K&rpers sind). Damit ist dann aber klar, wie man im Kérper Fase
rechnet: in der naheliegenden Art und Weise unter Einbeziehung der Rechen-
regel a®=a* +a* + a?+1; also 2. B.

(14a)+(1+a*)=(1+1)+a+a*=a+a*,
(1+22+a’) (1+a*)=1+a’+a+a*+a’ +a°
=1+a’+a'+a’+d’+a(a*+a’ +a?+1)
=l4+a+a’.

Man mag einwenden, dafl es sich bei dem Reed-Solomon-Code im Grunde
doch um einen biniren Code, d. h. einen Code iiber FF,, handelt. Dies mag man
zwar so sehen (und man bezeichnet einen Reed-Solomon-Code deshalb auch als
wblock-code“); allerdings wiirde man bei einer Einengung auf diese Sichtweise die
weiter unten gegebene Erklirung dieses Codes nicht verstehen, und man hitte
ihn ohne Kenntnis des Kérpers Fjs, wohl kaum entdeckt. Welchen Sinn hat
(10010100) - (10001000) = (11000001), wenn nicht den oben beschriebenen?

Vor einiger Zeit ist die digitale Informationsverarbeitung in Form des Compact-
Disc-Systems in der Unterhaltungselektronik angewandt worden. Insbesondere
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wird dabei eine Kombination von zwei Reed-Solomon-Codes (Cross-Interleaved
Reed-Solomon-Code) benutzt. In CD-Plattenspielern ist also in bestimmter Art
und Weise der Kérper Fs, implementiert.

Allgemein ist ein Code zunichst lediglich eine Menge C von Codewdrtern in
der Menge A® aller n-stelligen Wérter iiber einem Alphabet A, wobei A meist ein
Korper Fg ist. Um zu sehen, was solch ein Code soll, und welche Forderungen
ein Codierungstheo}etiker an einen Code stellt, miissen wir etwas zum Thema
»Ubermitteln von Nachrichten* sagen.

Was sollen Codes leisten?

Sicherlich stark vereinfacht stellen wir uns eine Nachrichteniibermittlung in
drei Schritte zerlegt vor:

decodierte
—m——p | Codierer | —¥ H;:‘:;s;::d- — | Decodierer —--‘E&-D

Eine Botschaft wird in einen Codierer eingegeben; dies kénnen die in bestimm-
ten Zeitabstinden gemessenen Daten eines akustischen Signals, die Schwirzung
der Punkte eines Rasters zur Erfassung eines Bildes (vielleicht durch die Kamera
einer Raumsonde aufgenommen) oder fiir den Speicher eines Computers be-
stimmte (eventuell vom Computer selbst berechnete) Daten sein. Diese Botschaft
verlifit den Codierer als Folge von Codewdrtern eines Codes C in einer Menge
A" von n-stelligen Wortern; technisch zum Beispiel als Folge von elektrischen
Spannungsstifien verschiedener Stirke. Solch ein Codewort durchliuft nun einen
»Informationskanal* und ist dabei einem ,Hintergrundrauschen® ausgesetzt.
pInformationskanal* kann dabei ein elektromagnetisches Feld sein, es kann aber
auch fiir den Prozef} des Abspeicherns und anschlielenden Wiederaufrufens eines
Binirwortes in einem Computer stchen. Auch das Wort ,,Hintergrundrauschen*
ist nicht wortlich zu nehmen; es kann elektrische Interferenz, Staub oder Kratzer
auf einer CD-Platte oder auch das Bombardement eines Computer-Chips durch
a-Teilchen bedeuten. Dieses Hintergrundrauschen bewirkt jedenfalls, dafl ein
Codewort méglicherweise verfilscht zum Decoder gelangt. Es ist natiirlich wiin-
schenswert, solche Verfilschungen, d. h. Fehler, zu entdecken. Nun ist dies in
gewissem Mafle gerade durch die Unterscheidung zwischen Codewértern und
Nicht-Codewértern gegeben - denken wir an den ISBN-Code, der einen Fehler
entdecken kann. Wie aber soll die Decodierungsvorrichtung auf einen fiir sie offen-
sichtlichen Fehler reagieren?
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Bei den ersten Computern wurde im Fall, daf bei einer Zwischenrechnung kein
zulissiges Binarwort - also kein Codewort - herauskam, der gesamte Rechen-
vorgang angehalten. Der Geschichte nach soll dieses' R. W. HammiNG 1947 dazu
gefithrt haben, den ersten praktikablen Fehler-korrigierenden Code zu entwik-
keln. Die Idee ist, den Code C so zu wihlen, dafl die Codewdérter sich méglichst
stark voneinander unterscheiden. Die Decodierungsvorrichtung sucht dann zu
einem empfangenen Wort das diesem Wort ihnlichste Codewort heraus.

Hier das vielleicht einfachste Beispiel, der sogenannte Repetition-Code: Die zu
iibertragende Information ist ,Ja* oder ,Nein“. ,Ja* wird in 11111, ,Nein“ in
00000 codiert; also C = {11111,00000] als Teilmenge von (F,)’. Empfingt der
Decodierer 01001, so ist es - mangels besserer Einsicht ~ verniinftig, anzunehmen,
dafl ,Nein* gesendet wurde, denn 01001 unterscheidet sich nur an zwei Stellen
von 00000, aber an drei Stellen von 11111. Der Decodierer gibt also ,Nein® als
decodierte Botschaft aus. Man iiberlegt sich leicht, dafl dieser Code zwei Fehler
korrigiert, d. h.: Tritt an héchstens zwei Stellen ein Ubermittlungsfehler auf, so
werden diese in jedem Fall erkannt und korrigiert. Wir bemerken einen wesent-
lichen Unterschied zum ISBN-Code: Der ISBN-Code kann keinen Fehler korri-
gieren (es sei denn, die Stelle des Fehlers ist bekannt).

Um dieses Phinomen quantitativ zu erfassen, bezeichnet man fiir zwei Wérter
W und W' gleicher Linge iiber einem gegebenen Alphabet mit d (W, W) die An-
zahl der Stellen, an denen sich W und W' unterscheiden, also z.B. d(101,122) = 2.
Die Zahl d(W, W) nennt man auch Hamming-Abstand von W und W'. Mit d
bezeichnen wir den Minimalabstand eines gegebenen Codes C, d. h. den kleinsten
Abstand d (W, W), der auftritt, wenn W und W' die voneinander verschiedenen
Wérter von C durchlaufen. Beim ISBN-Code ist d = 2, beim Repetition-Code
istd=5.

Man kann sich nun iiberlegen, dafl ein Code mit Minimalabstand d genau t
Fehler korrigiert, wobei t durch d = 2t +1 (fiir ungerades d) bzw. d = 2(t + 1) (fiir
gerades d) erklirt ist.

Um Nachrichten méglichst sicher zu iibermitteln, ist man demnach an Codes
mit moglichst grolem Minimalabstand d interessiert. Der Repetition-Code hat
d = 5; er ist fiir den Codierungstheoretiker dennoch nicht ohne Makel. Er ist zu
aufwendig: fiinf Bit zur Ubertragung einer 1-Bit-Information. Eine Raumsonde
unterliegt Energie- und Zeitbeschrinkungen, bei Computern ist kein Speicher-
platz zu vergeuden. Dies fithrt aber auch schon zu dem grundsitzlichen Problem
der Codierungstheorie: Erwiinscht sind Codes mit grolem Minimalabstand d,
d.h. stark unterschiedlichen Codew®ortern. Dies zicht aber nach sich, dafl man ein
grofles Alphabet oder Worter mit vielen Stellen verwenden mufi, also jedenfalls
einen grofien Aufwand. Letzteres ist wiederum unerwiinscht.
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Um diese Problematik quantitativ zu erfassen, fiihrt man neben dem Minimal-
abstand d noch die Informationsrate R eines Codes C aus A" ein:

R= log, ICI
log, A"l

Hierbei steht IClbzw. IA®Ifiir die Anzahl der Codewdrter bzw. der tiberhaupt
méglichen Worter. Die Zahl log,IC!(und ahnlich log,1A"]) ist hierbei als mini-
male Anzahl von Bit’s - etwa Ja-Nein-Entscheidungen - zu sehen, die man be-
notigt, um jedes beliebige Codewort mit Sicherheit aufzufinden.

Mit diesen Bezeichnungen liflt sich nun das Hauptproblem der Codierungs-
theorie etwas iiberspitzt folgendermafien formulieren: Es sollen Codes gefunden
werden, die die beiden inkompatiblen Ziele eines grofen Minimalabstands d und
einer groflen Informationsrate R verwirklichen.

Der Hamming-Code

Der historisch wohl erste der etwas subtileren und effizienteren Codes-ist der
Hamming-Code: Jede Information, die gesendet werden soll, besteht aus 4-Bit-
Woértern. Tatsichlich gesendet wird ein 7-Bit-Wort, d. h. es wird an jede 4-Bit-
Information eine 3-Bit-Kontrollfolge angehingt. Dies geschieht folgendermafien:
Ist ege1£2¢3 ein 4-Bit-Wort, also ¢; = 0 oder = 1, so setzen wir

k|-€o+€z+€3, kz-co+c1+¢3, k3-€o+£1+£2 .

Gerechnet wird hierbei in FF;, also ky = 0 oder 1 je nachdem, ob die Summe der
Zahlen ¢, &3, €3 gerade ist oder nicht etc. Das 7-Bit-Wort eoe; 6263k 1 koks ist das
Codewort, welches gesendet wird. Eine Ubersetzungstabelle und eine andere nette
Beschreibung des Hamming-Codes findet man in Abb. 1 und Abb. 2.

Der Hamming-Code ist ein sogenannter linearer Code: Da F; ein Kérper ist,
trigt (F) in natiirlicher Art und Weise die Struktur eines 7-dimensionalen Vek-

Abb. 1: Die Ubersetzung der 4-Bit Information in 7.Bit-Codewdrter beim Hamming-Code.

The Hamming code of dimension four

0000 becomes 0000000 1000 becomes 1000111
0001 becomes 0001110 1001 becomes 1001001
0010 becomes 0010101 1010 becomes 1010010
0011 becomes 0011011 1011 becomes 1011100
0100 becomes 0100011 1100 becomes 1100100
0101 becomes 0101101 1101 becomes 1101010
0110 becomes 0110110 1110 becomes 1110001
0111 becomes 0111000 1111 becomes 1111111
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Abb. 2: Hamming Code is the simplest of the errorcorrecting procedures devised by Richard
Hamming at the Bell Telephone Laboratories and employed today to protect data in com-
puter memories. The (7, 4) code requires three so-called parity bits to protect each four bits of
data. The construction called a Venn diagram depicts the scheme. Four bits of information are
stored in the four central compartments of the diagram («). Then three parity bits are stored (b).
The rule is that the total number of 1’s in each circle must be even. A soft error changes one
of the data bits (¢). The error is detected by reexamining the parity bits, which reveal (d) some-
thing wrong in circle 4 and circle Cbut not in circle B.

;

torraumes iiber JF,, genau so, wie die reellen 7-Vektoren (x;, x, ..., x;) cinen
7-dimensionalen Vektorraum iiber den reellen Zahlen bilden. Die Codewdrter des
Hamming-Codes bilden einen linearen Unterraum von (Fy)’. Die in der Praxis
verwendeten Codes sind meist linear, d. h. das Alphabet ist ein Kérper Fg und die
Codewérter bilden einen linearen Unterraum des Vektorraums (IF )" tiber F,.
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Der Minimalabstand d des Himming-Codes ist 3. Um dies einzusehen, beachte
man, daf d (W, W) = w (W-W") ist, wenn wir fiir ein Codewort W mit w (W) das
sogenannte Hamming-Gewicht von W bezeichnen, d. h. die Anzahl der von 0
verschiedenen Stellen von W. Da der Hamming-Code linear ist, ist demnach der
Minimalabstand d auch gleich dem kleinsten w (W), welches auftrite, wenn W alle
von 0000000 verschiedenen Codewérter durchliuft. Ein Blick auf Abb. 1 zeigt,
dafd jedes von 000D000 verschiedene Codewort mindestens an drei Stellen eine 1
hat, d. h. es ist d = 3. Der Hamming-Code kann also einen Fehler korrigieren.

Dic Informationsrate des Hamming-Codes ist R = 4/7. Wiirde man zur Uber-
mittlung von 4-Bit-Wortern an Stelle des Hamming-Codes einen Repetition-Code
verwenden, so miifite man jedes 4-Bit-Wort dreimal wiederholen, um auf einen
Minimalabstand von 3 zu kommen, d.h. um einen Fehler korrigieren zu kénnen.
Die Informationsrate dieses Repetition-Codes wire 4/12. Die Informationsrate
des Hamming-Codes ist demnach 12/7 = 1,71.. .-mal so grof wie die des Repe-
tition-Codes, und dies bedeutet, dafl der Hamming-Code in der gleichen Zeit etwa
71% mehr Information iibermitteln kann als der Repetition-Code.

Genaugenommen gibt es eine ganze Serie von linearen Codes, die nach Hamming
benannt sind. Der hier beschriebene hat die genauere Bezeichnung ,binirer (7,4)-
Hamming-Code“. Hamming-Codes werden benutzt, um die in Computerspei-
chern befindlichen Daten (vor natiirlichen Phinomenen) zu schiitzen.

Reed-Solomon-Codes

Fine andere Serie von Codes, die wir oben schon erwihnt haben, sind die Reed-
Solomon-Codes. Als Beispiel betrachten wir einen (255,223)-Reed-Solomon-Code
tiber dem Korper Fyg,. Die Informationen sind die 223-stelligen Wérter iber dem
Alphabet Fsg. Jede solche Information

dpa1d2...4222
wird in ein 255-stelliges Codewort
bobiba. . . base

umgewandelt, wo die b; ebenfalls Elemente des Kérpers Fas, sind. Diese Um-
wandlung geschieht durch die folgende Vorschrift

bo+b; X +b;X2+. .. +bys X
=(ag+ a1 X+, X%+, . . +32,X22) - (X -a) (X~ a) (X~a’)-... (X-a%).
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Gerechnet wird hierbei natiirlich im Kérper 5. Das Symbol X ist eine Unbe-
stimmte, d. h. die linke Seite der obigen Gleichung erhilt man, indem man die
rechte Seite ausmultipliziert und nach Potenzen von X sortiert. Das Symbol a ist
hierbei ein fest gewihltes Element von Fyse mit der Eigenschaft, dafl 1, a, o?, @’,
..,a®* gerade die von O verschiedenen Elemente des Korpers Fse sind (z.B. kann
man das oben beschriebene a nehmen).

Der eben beschriebene Code ist offenbar linear. Durch Anwendung von etwas
Algebra ist es mbglich zu zeigen, daf jedes Codewort mindestens 33 von 0 ver-
schiedene Stellen hat. Wie oben beim Hamming-Code folgert man hieraus, dafl
dieser Reed-Solomon-Code den Minimalabstand d = 33 hat, und dafl er daher
16 Fehler korrigiert.

Man beachte, dafi man jedes Element von Fs wie oben beschrieben als 8-Bit-
Wort auffassen kann. Der Reed-Solomon-Code korrigiert also 128 Bit, wenn
die 128 falsch iibermittelten Bit in 16 Blocken zu je 8 Bit auftreten. Aufgrund
dieser Eigenschaft sind Reed-Solomon-Codes dort besonders gut geeignet, wo von
vorneherein damit zu rechnen ist, daff Ubermittlungsfehler kein einzelnes Bit,
sondern sogleich eine ganze Serie aufeinanderfolgender Bits betreffen (z. B. elek-
trische Interferenz, Staub auf CD-Platten). Schlieflich beachte man dabei noch
die ziemlich hohe Informationsrate R des beschriebenen Reed-Solomon-Codes:

§-223

R--r—zss—-o,87...

Automorphismengruppe und Gitter zu einem Code

Zwei binire Codes sind - zumindest theoretisch - gleichberechtigt, falls sie
durch Vertauschung (Permutation) der Stellen in den Codewdrtern auseinander
hervorgehen (vgl. Abb. 3a). Als Automorphismengruppe eines Codes C bezeich-
net man diejenigen Permutationen, die den Code als ganzen (nicht notwendig
wortweise) invariant lassen. Besteht der Code C aus Wértern der Linge n (also C
Teilmenge von (F,)"), so ist die Anzahl der im obigen Sinn zu C gleichberechtig-
ten Codes (iquivalenten Codes) gleich der Anzahl aller moglichen Permutationen
der Stellen eines Wortes der Linge n geteilt durch die Ordnung (Anzahl der Ele-
mente) der Automorphismengruppe von C; als Formel: el Au’:!(C)l .

Betrachten wir den Hamming-Code (Abb. 1), so schen wir, dafl er genau sieben
Codewdrter vom Gewicht 3 (d. h. mit genau drei Einsen) enthilt. Schreibt man
diese sieben Codewbrter untereinander, so erhilt man die Inzidenzmatrix der pro-
jektiven Ebene iiber FF; (vgl. Abb. 4). Daher kann man die Automorphismen-
gruppe des Hamming-Codes interpretieren als die Gruppe der Kollineationen
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G| G pi(abc)=~abc Pa(pa(abc))=ps(ach)
oo Too | | pelabd=bac | | =bampilabe)
100 | 001 Pafabe)-cba P3"Pa=Pe
010 | 010 "‘(z)'::
10 | o1 Ps(abe)-
Pelabc)=bea
a) b) <)
000 | 000 | 000
o1 | 100 | 11
Code 101 | o10 | 100
110 | 110 | o1
Ordnung der 6 2 2
Automorphismengruppe
Anzahl der 1 3 3
iquivalenten Codes
d)

Abb. 3: a)zeigt zwei iquivalente Codes, die durch Vertauschung der 1-ten mit der 3-ten Stelle der Code-
whrter auseinander hervorgehen. Es gibt genau 6 verschiedene Permutationen der Stellen eines
Wortes der Linge 3 (Abb. b)). Das Produkt p’- p zweier Permutationen p’ und p ist diejenige
Permutation, die man durch Hintereinanderausfiihren von p und p’ erhile (Abb. c)). Es gibt
genau sieben binire lineare 4-Worter-Codes mit Wortlinge 3. Diese zerfallen in drei Klassen
von je 1 bzw. 3 einander iquivalenten Codes (Abb. d)). Der ,symmetrischste” ist offenbar der
erste (an jedes 2-Bit-Wort wird eine Kontrollziffer 0 oder 150 angefiigt, dafl die Anzahl der 1-en
gerade wird).

dieser projektiven Ebene (d. h. als die Gruppe derjenigen Permutationen der
7 Punkte dieser projektiven Geometrie, die Geraden in Geraden iiberfiihren).
Diese Gruppe - sie wird mit GL; (FF,) bezeichnet - ist eine berithmte einfache
Gruppe der Ordnung 168.

Ein weiteres interessantes Objekt, welches man einem linearen Code zuordnen
kann, ist ein Gitter.

Betrachten wir dazu den erweiterten Hamming-Code C in (), den man aus
dem Hamming-Code der Abb. 1 dadurch erhilt, dal man an jedes Codewort eine
weitere Kontrollziffer 0 oder 1 so anfiigt, dafl die Gesamtzahl der 1-en im neuent-
standenen Wort stets gerade ist: aus dem Codewort 1100100 des Hamming-Codes
wird also das Codewort 11001001 des erweiterten Hamming-Codes etc. Dieser
erweiterte Hamming-Code C hat zwei bemerkenswerte Eigenschaften: In jedem
Codewort ist die Anzahl der 1-en durch 4 teilbar (man sagt: ,,der Code ist doppelt
gerade®); ferner sind die Worter byb,...bg in ()8, die byay + bya +... bgag =
0 mod 2 fiir alle a;a;...a3 in C erfiillen, genau die Codeworter in C (man sagt:
nder Code ist selbstdual®).
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1234567
810001110
bloo10101 Gl
€Cl1010001 1}
d{o111000 5
@e11001001
fjito10010
gj1100100

e
a) 49

Abb. 4: b) zeigt die projektive Ebene iiber F;: sieben Punkte (1, 2, .. .,7), sicben Geraden (a, b, ..., g);
jede Gerade enthilt genau drei Punkte, jeder Punkt liegt auf genau drei Geraden. a) zeigt die
Inzidenzmatrix dieser projektiven Geometrie: der Schnittpunke der Zeile b und der Reihe 2 ist
0, weil die Gerade b den Punkt 2 nicht enthik; der Schnittpunkt von Zeile f mit Reihe 6 ist 1,
weil die Gerade { den Punkt 6 enthilt etc. Die Zeilen der Inzidenzmatrix sind genau die sieben
Codewérter mit Gewicht 3 im Hamming-Code (vgl. Abb. 1).

Im 8-dimensionalen Raum R® hat man das ,,Rechenkistchen-Gitter* —‘712- Z8,
X1 X2 Xsg . .
d. h. alle Vektoren (75-, 75', - 72- , wo die xy, X3, . .., xg ganze Zahlen sind

(Y2 ist hier lediglich eine Normierung, um verschiedene Formeln einfacher
schreiben zu kénnen, und hat keine weitergehende Bedeutung). Dem erweiter-
ten Hamming-Code C entspricht nun ein interessantes Teilgitter I von 712- z:
. Xy Xg 1 8 .
Das Gitter I' besteht aus allen Vektoren (72—, cen 72-) aus 72— Z8, so dafl die

Reduktion modulo 2 von (x,, ..., xs) in C liegt (letzteres bedeutet: ist & der Rest
von x; bei Division durch 2, so soll ;¢;. . .5 ¢in Codewort in C sein).

Die beiden oben erwihnten Eigenschaften des erweiterten Hamming-Codes
iibertragen sich auf das Gitter I: Die Zahl x{ + x3 + ... + x{ - d. h. das Lingen-
quadrat - eines Vektors (xy, .. ., xg) aus I' ist stets eine gerade ganze Zahl (man sagt:
»Das Gitter I"ist gerade“). Ferner ist I' unimodular, d. h. die Vektoren (y;, ..., ys)
aus RS, fiir die das Skalarprodukt x,y; + Xay2 + ... + Xgys mit jedem (x,, ..., x5)
aus I' ganzzahlig ist, sind genau die Vektoren in I'. Das Gitter I" ist das einzige
8-dimensionale Gitter mit diesen beiden Eigenschaften, und es wird iiblicherweise
mit Eq bezeichnet.
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Die Ausdrucksweise ,einziges Gitter* ist hierbei natiirlich in einem etwas ab-
strakteren Sinne zu verstehen: zwei Gitter, die durch eine Drehung des 8-dimen-
sionalen euklidischen Raums auseinander hervorgehen, werden als gleich ange-
sehen; der Mathematiker sagt: Sie sind ,isomorph*. So kann man das Gitter Eq -
genauer: ein zu obigem I' isomorphes Gitter ~ auch folgendermafien erhalten:
Wir identifizieren den 8-dimensionalen euklidischen Raum mit den Vektoren
(x3, X3, . - ., X9) im Minkowski-Raum R%!, die auf dem Vektor(1,1,1,1,1,1,1,1,-3)
(mit Lingenquadrat 12+ 12+ ... 4+ 12— (-3)2 = 1) senkrecht stehen, d. h. x; + x, +
X3 + X4 + X5 + X¢ + X7 + X3 — 3x9 = O erfiillen. Das Lingenquadrat eines Vektors
(x35 X2, - - - X9) in diesem Modell des 8-dimensionalen euklidischen Raums ist dabei
natiirlich durch x} + x} + x3 + ... + x§ ~ x§ gegeben. Ein weiteres Modell fiir Eq
erhilt man nun in Form aller Vektoren (xy, x;, ..., xg), wo die x; ganze Zahlen
sind (und natiirlich x; + x; + ... + xg ~ 3x9 = O erfiillen).

Das Gitter Eg hat 240 Vektoren minimaler Linge. Dies liest man am besten am
Gitter I' aus entsprechenden Eigenschaften des erweiterten Hamming-Codes ab.
Die kiirzeste Linge eines von (0, .. ., 0) verschiedenen Vektors in I'ist /2: Jeder
von (0, ..., 0) verschiedene Vektor in I' hat mindestens 4 von O verschiedene
Koordinaten oder aber seine Koordinaten sind ganzzahlige Vielfache von /2, denn
jedes von 0...0 verschiedene Codewort hat mindestens Gewicht 4. Die Anzahl
der Vektoren der Linge y/2 ist

14 Wérter im erwei-
terten Hamming- | x (2* Vorzeichen) +
Code vom Gewicht 4

8 Méglichkeiten,
+(1 Wort 0...0) x | eine 2 auf 8 Stellen | x (2 Vorzeichen) = 240 .
zu verteilen

Um der Anschauung bei der Diskussion von Gittern etwas niher zu kommen,
betrachten wir eine Serie sehr einfacher Codes: C,, sei der Code in (F,)", der aus
allen Wértern mit einer geraden Anzahl von 1-en besteht. Zum Beispiel

000
011
101°
110

00
C].O Cz.ll C;.

Dies sind offenbar lineare Codes. Die zugehorigen Gitter bezeichnen wir mit
D,. Es ist also D, die Gesamtheit aller Vektoren (—%—, e 7""2-) in 71-2- zn,
so dafd x; + Xz + ... + X, gerade ist (vgl. Abb. 5).
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o,

-4 -2

i R’

(] .

3 (0,2/V2,0)
N} *
@M, o.w *2
X

Abb. 5: Die Gitter Dy, D; und Ds. Ein Bereich wie der schraffierte im Bild von D, heifit Fundamental-
masche. Fiillt man den 3-dimensionalen Raum mit Wiirfeln der Kantenlinge /2 aus, beginnend
mit dem im Bild dargestellten, so bilden die Eckpunkte und Oberflichenmittelpunkte dieser
Wiirfel gerade das Gitter Dy. Dieses Gitter heifit deshalb auch das , flichenzentrierte kubische
Girter". Die Eckpunkte eines Wiirfels entsprechen dem Codewort 000, die Flichenmittel-
punkte den drei iibrigen Codewdrtern von C,.

Das Gitter Dy besitzt genau 12 Vektoren minimaler Linge 1:
(3 Wérter in Cy vom Gewicht 2) x (22 Vorzeichen) = 12,

Denken wir uns um jeden Gitterpunkt in D; eine Kugel vom Radius % gelegt,
so erhalten wir eine Kugelpackung des 3-dimensionalen euklidischen Raums;
dabei wird jede Kugel von genau 12 anderen beriihrt (vgl. Abb. 6).
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unterste Schacht

Abb. 6: Bei der zu Dy gehorenden Kugelpackung wird jede Kugel von genau 2wélf anderen beriihrt.

Kuffzabl und Dichte

Bemerkenswert ist hier, dafl 12 iiberhaupt die maximale Anzahl von Kugein
aleicher Grofle ist, die eine weitere Kugel gleicher Grofie beriihren kénnen. Dieses
wKontaktzahl-* oder ,,Kufizahl-Problem* ist sehr alt und fiihrte zu einem Disput
zwischen Isaac NEwToN (,,12 ist die maximale Zahl“) und dem Astronomen Davip
GREGORY (er bezweifelte es) im Jahre 1694. Dafl NewtoN recht hatte, wurde von
R.Horre (1874), G. BENDER (1874) und S. GUNTHER (1875) bewiesen.

Es ist ein ungeléstes Problem, die maximale Kontaktzahl 7, in n Dimensionen
zu bestimmen, d. h. die maximale Anzahl , von Kugeln gleicher Gréfe im
n-dimensionalen Raum R", die an eine weitere Kugel gleicher Grofle angeleg:
werden konnen. (Die ,,Kugel” in R” im Mittelpunkt (ay, a;, .. ., a,) und Radius r
ist die Gesamtheit aller (xy,. . ., Xp), 50 dafd (x; = a2+ (xa = az)2+... + (X — 2, = 1?
gilt.)

Es ist offensichtlich ¢, = 2:

1
»Kugel*
L,
N
;@
Y,
v

Abb.7: Das Gitter Ay, auch das ,hexagonale Git- 0 1 2 3 4
ter* genannt. ~
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Etwas weniger offensichtlich, aber durch etwas Nachdenken leicht einzusehen,
ist 7 = 6. Diese Kufizahl wird wieder realisiert bei einer Kugelpackung, die von
einem Gitter herriihrt, dem Gitter A; (vgl. Abb.7). Wie eben erwihnt, weifi man
73 = 12. Auflerdem weifl man noch 3 = 240 und 1,4 = 196 560 (A. M. OpLyzKO0,
N.]. A. SLoANE 1979 und V. 1. LevensHTEIN 1979). Auch diese beiden Kufizahlen
kénnen durch Gitter realisiert werden: Im Fall der Dimension n = 8 durch das
oben beschriebene, aus dem erweiterten Hamming-Code gewonnene Gitter Eqy:
wie wir gesehen haben, gibt es 240 Vektoren minimaler Linge 2 im Gitter Eg;
legt man um jeden Gitterpunke eine Kugel vom Radius _}/2_5_’ so erhilt man eine
Kugelpackung, wo jede Kugel von genau 240 anderen berithrt wird. Im Fall der
Dimension n =24 wird die maximale Kuf8zahl beim Leech-Gitter erreicht, auf das
wir spiiter noch eingehen werden. Fiir n #1, 2, 3, 8, 24 ist 1,, bis heute noch unbe-
kannt.

Verwandt mit dem Kontaktzahlproblem ist das Problem der dichtesten Kugel-
packung: Der n-dimensionale Raum R" ist méglichst dicht mit Kugeln gleicher
Grofle aufzufiillen. Eine verniinftige Restriktion ist, zunichst nur Gitterpackun-
gen zu betrachten: Als Kugelmittelpunkte wihlen wir die Punkte eines Gitters, als

Radius der Kugeln die Zahl R = % x (Linge des kleinsten von (0, .. ., 0) verschie-

denen Gittervektors). Die Dichte einer Gitterpackung erfafit man quantizativ
durch den Anteil der Fundamentalmasche eines Gitters, der von Kugelteilen iiber-

decke wird (vgl. Abb. 8).

Abb. 8: Die Dichte § einer Gitterpackung kann durch folgende Formel berech
_ Volumen einer Kugel vom Radius R
" Volumen emner Fund Imasch

-3
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n Nan:ne des !)ichtc der Anzahl der Vektoren
Gitters Gitterpackung kiirzester Linge
1 D, 2-3-=1.000 2
2| A - #-0.9068 6
3. Dy > ﬁz--o.nm 12
4 D, % . %-o.ms u
5 Ds 4’1!;— . 3%- 0.4652 4
6 Ee % -W'-J--o.sm 72
7| & —':.—’;’- g =02952 126
8 Es % . 1—'6-0.2536 20
Abb. 9: In den Dimensionen n = 1 bis n = 8 sind die dich Gitterpackungen bek

Im Fall der Dimension n = 1 fihrt offenbar jedes Gitter zu einer optimalen
Gitterpackung mit Dichte 1. Das Gitter D; hat die Dichte = (—%—) 2.0,78...(vgl.

Abb. 5). Eine dichtere Packung hat man beim Gitter A; (vgl. Abb.7); die Dichte

1\2
al—

ist hier 73%— =0,90... Es ist nicht sehr schwer einzusehen, daf} dies die dich-

teste Gitterpackung in zwei Dimensionen ist. In Dimension 3 ist D die dichteste
Gitterpackung (C. F. Gauss 1831); in Dimension 4, 5 sind es D4, Ds (A. KoRking,
G. ZovroTarerr 1872 und 1877); in Dimension 6, 7, 8 sind es Eg, E;, Eg (H.F. Buich-
FELDT 1934). Die Gitter Eq, E; sind gewisse ,,Schnitte” im Gitter Es. In den héhe-
ren Dimensionen ist das Problem, die dichteste Gitterpackung zu bestimmen, bis
heute noch ungelést.

Codes, Thetareiben und Modsulformen

Gitter stehen in engem Zusammenhang mit Fragen der Zahlentheorie. Denken
wir uns ein Gitter I"im n-dimensionalen Raum gegeben, von dem wir annehmen,
daf die Lingenquadrate der Gittervektoren ganzzahlige Vielfache einer reellen
Zahl R sind, wie es bei allen bisher betrachteten Gittern der Fall ist. Als Linge
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Abb. 10: Beim Gitter A; enthalten die ersten fiinf Kugeln (Kreise), auf denen Gitterpunkte zu finden
sind, jeweils 1, 6, 6, 6 bzw. 12 Punkte.

eines Gittervektors kommen also die Zahlen 0, VR, 2R, }/3R, ... in Frage; etwas
anschaulicher ausgedriickt: Die Gittervektoren sind auf den Kugeln vom Radius
0, V'ﬁ, }/Z-ﬁ, ;/J_R, ... zu finden.

Wie viele Gitterpunkte liegen auf der Kugel vom Radius YR~ m fiir eine beliebig
vorgegebene natiirliche Zahl m?

Seiner Natur nach ist dies ein Problem der Zahlentheorie, genauer: ein dio-
phantisches Problem. Wollte man dies Problem etwa fiir die Gitter D; oder A;
formelmiflig formulieren, so wiirde man zu der folgenden Frage gefiihrt: Wie
viele Paare (x, y) ganzer Zahlen gibt es, so daft x? + y2 = m (fiir D;) bzw. x2 +xy +
y?=m (fiir A;) gilt? :

Es bezeichne Ny, die Anzahl der Gitterpunkte von I, die auf der Kugel von
Radius {/m * R liegen. Der methodisch erfolgreichste Weg in der Mathematik, um
Aussagen iiber die Zahlen Ny, zu erhalten, ist, alle diese Zahlen zu einem einzigen
Objekt zusammenzufassen, der ,,Thetareihe zum Gitter I'*:

Or=1+N;q+Nyg?+...= fo Nmg™ .
me

Man kann sich hier zunichst q als eine Unbestimmte und 6 als ein unendliches
Polynom vorstellen.

Bedeutungsvoll wird diese Schreibweise, wenn man q = e2 setzt. Dann wird
Or = 0r(z) eine Funktion in der Variablen z, wobsei fiir z jede komplexe Zahl mit
positivem Imaginirteil eingesetzt werden darf.
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Die Thetafunktion gehdrt nun einer sehr distinguierten Klasse von Funktionen
an, den sogenannten ,Modulformen“. Im einfachsten Fall ist eine Modulform
eine Funktion der Gestalt f(z) = a5 + a;q + a,q? + ..., die unendlich vielen Funk-

tionalgleichungen geniigt: (Z::) = (cz + d)*(z), wobei die a, b, c, d beliebige

ganze Zahlen mit ad — bc =1 sein diirfen, und wobei k eine fest vorgegebene natiir-
liche Zahl ist; genaver heiflen die eben beschriebenen Funktionen ,Modulformen
auf der vollen Modulgruppe mit Gewicht k*. Allgemeinere Modulformen erhilt
man, indem man die Zahlen a, b, ¢, d noch gewissen weiteren Restriktionen
unterwirft und fiir k beliebige Zahlen zuliflt. Identifiziert man je zwei komplexe
az+b

cz+d

(a, b, c, d ganze Zahlen, ad — bc = 1 und eventuell weitere Restriktionen) ausein-
ander hervorgehen, so erhilt man ein geometrisches Objekt, eine ,Modulkurve*.
Im einfachsten Fall ist dieses geometrische Objekt die komplexe projektive Gerade
oder Riemannsche Zahlenkugel, aus der man einen Punkt herausgenommen hat.
Das Studium der Modulkurven fiihrt zu Aussagen iiber Modulformen. (Wieder)
im einfachsten Fall erhilt man zum Beispiel die Aussage, dafl jede Modulform auf
der vollen Modulgruppe mit Gewicht k fiir durch 4 teilbares k von der Gestalt
CoEX* + ¢, EW434 + ¢, EX4~642 4 | . = T ;E¥*-34 sein muf. Hierbei sind die
€o, €1, C2, . - - beliebige komplexe Zahlen; die Summe ist iiber die endlich vielen
natiirlichen Zahlen zu erstrecken, fiir die k/4-3i nicht-negativ ist. Die Symbole
E4, 4 bezeichnen zwei sehr grundlegende Modulformen:

Zahlen (mit positivem Imaginirteil), falls sie durch eine Substitution z —

E,=1+240(q+9q?+28¢*+. . .)-1+240m§103(m)q'"
(o3(m) = Summe der dritten Potenzen der Teiler von m) und
A=q(1-q*(1-gP*-.. --qui,(l-q“' 4

=q-24q?+252q°~1472¢%+...

Um nun zu den Thetareihen zuriickzukehren, nehmen wir an, dafl I' gerade
und unimodular ist (vgl. den vorletzten Abschnitt). Dann ist §z) eine Modul-

form auf der vollen Modulgruppe mit Gewicht % (man weifl, dafl unimodulare,

gerade Gitter nur fiir durch 8 teilbare Dimensionen n existieren). Ist etwa I'= Eg,
so mufl also nach dem eben iiber Modulformen gesagten die Thetafunktion 6
mit E, identisch sein. Also gilt fiir das Gitter I'= Eg die Formel N, = 24003(m).
Analoge Argumentationen kann man auch fiir beliebige Gitter durchfiihren, um
die Zahlen N, zu bestimmen (vgl. Abb. 11).



26 Friedrich Hirzebruch
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Abb. 11: Die ersten Zahlen N,, fiir die opumalen Gluer A;, D;, D., Ds’ E¢, Ey und E;. Die Teilbar-

keitseigenschaften der Zahlen N,

, dafl die Girter jeweils bei
bestimmten Drehungen des |¢vmhg¢n euklidischen Raums in sich berfiihrt werden. So ist
zum Beispiel A; invariant unter den 6 Drehungen um 60°, 120°, 180°, 240°, 300°, 360° (vgl

Abb. 7). Demnach mufl die Anzahl der Gitterpunkte auf jeder Kugel durch 6 teilbar sein.

Um schlieBlich wieder zu den Codes zuriickzukommen, erinnern wir uns, daft
jedem (biniren linearen) Code ein Gitter und - wie wir eben sahen - einem Gitter
cine Thetafunktion, d. h. eine Modulform, entspricht. Noch unmittelbarer wird
dieser Zusammenhang, fiihrt man das sogenannte Gewichtszihlerpolynom eines

Codes ein.
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Sei dazu C ein linearer Code in (F)". Mit A; bezeichnen wir die Anzahl der
Codewdrter mit genau i Einsen. Die Zahlen Ag, Ay, ..., A, fassen wir zum Ge-
wichtszihlerpolynom in zwei Unbestimmten X, Y zusammen:

WX, Y)=AX2+ A X2 1Y 4.+ A XY 14+ A, Y= 'to AXr-YE

Fiir den erweitgrten Hamming-Code — wir bezeichnen ihn mit H - ist zum
Beispiel (vgl. auch Abb. 1):

WaX, Y)=X0+14X4Y44+Y? .

Unten werden wir cinen weiteren doppelt-geraden, selbstdualen Code kennen
lernen, den erweiterten Golay-Code G; sein Gewichtszihlerpolynom ist

W (X, Y)= X +759X16Y8 4 2576X12Y 12 4 759X8Y 16 4 Y24 .

Dem Code C entspricht ein Gitter I', diesem die Thetareihe 6r, und dieser
Zusammenhang driickt sich in der folgenden Formel aus:

We(6o, 61)=6r -

Hierbei sind 6, und 6, zwei universelle Thetareihen:
Go=142(q+q*+q°+...)=1+2 flq'“' und
frd
01_2(q1/4+q9/4+q25/4+_ L)=2 f q(zmn)% i
m=0

Vermoge dieser Formel kann man Aussagen iiber Modulformen in Aussagen
iiber Codes iibersetzen. Ist zum Beispiel C doppelt-gerade, selbstdual, so ist I”
gerade und unimodular, und dann ist 6y eine Modulform auf der vollen Modul-
gruppe vom Gewicht n/2 (und n/2 ist durch 4 teilbar). Die oben gegebene Be-
schreibung dieser Modulformen iibersetzt sich dann in die Aussage, daf} sich das
Gewichtszihlerpolynom eines doppelt-geraden, selbstdualen Codes stets in der fol-
genden Gestalt schreiben lifit:

WX, V)= CoWR®+ C, WK > Wp + C WL Wi +...= LCWE* Wi

mit geeigneten Zahlen Cy, C,, C;, .. ., und die Summe ist iiber alle i zu erstrecken,
so dafl n/8~3i nicht-negativ ist.

Solche Aussagen sind fiir den Codierungstheoretiker natiirlich interessant.
Zum Beispiel kann man mittels der eben formulierten Aussage einschen, dafl der
Minimalabstand eines doppelt-geraden selbstdualen Codes der Linge n héch-
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stens 4 %—]‘H sein kann ([-214»] = grofite natiirliche Zahl, die nicht gréfier als
—5':-‘- ist), und dafl es iiberdies nur endlich viele doppe]trgcrade, selbstduale Codes

gibt, die diese oberen Schranken jeweils annehmen; diese heifien ,.extremale
doppelt-gerade, selbstduale Codes“. Die ersten dieser extremalen Codes erhilt
man fiir die Wortlingen n = 8 (erweiterter Hamming-Code, Minimalabstand 4),
n = 16 (je zwei Codewdrter des erweiterten Hamming-Codes nebeneinander ge-
schrieben, Minimalabstand 4), n = 24 (erweiterter Golay-Code (vgl. unten), Mini-
malabstand 8).

Die hier skizzierte Theorie lifit sich auch fiir lineare Codes iiber beliebigen end-
lichen Kérpern ansetzen. Bei terniren Codes (Codes iiber F,) bleibt man dabei
noch im Bereich der oben beschriebenen Modulformen. Fiir beliebige Primzahlen
gelangt man in natiirlicher Weise von Codes iiber F, zu Gittern iiber bestimm-
ten algebraischen Zahlkérpern, und von diesen zu Thetareihen in mehreren
Variablen, die sogenannte Hilbertsche Modulformen sind. Das Studium Hilbert-
scher Modulformen ist auf das Engste verkniipft mit dem Studium Hilbertscher
Modulvarietiten. Die Hilbertschen Modulflichen sind in den letzten eineinhalb
Jahrzehnten sehr intensiv studiert worden. Im Fall p = 5 gelangt man zu einer
bestimmten Hilbertschen Modulfliche, die in ,F. Hirzesruch: The ring of Hil-
bert modular forms for real quadratic fields of small discriminant, in Modular
Functions of One Variable VI, Springer, Berlin 1977* studiert wurde. Aus den
dort erzielten Ergebnissen kann man die von GLEASON, Pierce und SLOANE erzielte
Beschreibung der Gewichtszihlerpolynome selbstdualer Codes iiber Fs ableiten
(G. vaN DEr GEER, F. HirzEBRUCH: siche Kommentar in: F. Hirzesrucs, Gesam-
melte Abhandlungen, Bd.II, S.796-798, Springer-Verlag 1987).

Golay-Code und einfache Gruppen

Bei dem erweiterten Golay-Code handelt es sich um einen linearen, 12-dimen-
sionalen Code in (F,)?. Demnach kann man sich bei der Beschreibung des Golay-
Codes darauf beschrinken, 12 Basisvektoren anzugeben: Jede Summe beliebig
vieler dieser 12 Basisvektoren ergibt ein Codewort, und jedes Codewort wird so
erhalten. In Abb. 12 sind zwé&lf Basisvektoren aufgelistet.

G ist ein doppelt-gerader, selbstdualer extremaler Code mit Minimalabstand
d=8; insbesondere kann er 3 Fehler korrigieren. Streicht man irgendeine Spalte in
Abb. 12 (zum Beispiel die erste), so erhilt man 12 Basisvektoren fir den eigent-
lichen (biniren) Golay-Code; bei diesem handelt es sich also um einen 12-dimen-
sionalen Code in (FF)* mit Minimalabstand d = 7. Dieser iuflerst effektive Code
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110000000000011011100010
101000000000001101110001
100100000000010110111000
100010000000001011011100
100001000000000101101110
100000100000000010110111
100000010000010001011011}
100000001000011000101101
100000000100011100010110
100000000010001110001011
100000000001010111000101
0000000000001 1 1211111111

Abb. 12: Zwblf Basisvektoren fiir den erweiterten Golay-Code untereinander geschrieben.

wurde von M. ].E. Golay 1949 bei der Suche nach sogenannten ,,perfekten Codes*
entwickelt.

Der erweiterte Golay-Code enthilt genau 759 Wérter mit Hamming-Gewicht
8, d.h. mit genau 8 Einsen. Wir nennen diese Worter Oktaden. Damit folgt fiir G
eine bemerkenswerte Eigenschaft: Zu je fiinf beliebig ausgewihlten Stellen gibt es
genau eine Oktade, welche an diesen Stellen eine 1 hat. Einerseits kann es nimlich
keine zwei verschiedenen Oktaden W und W' geben, die an den gleichen 5 Stellen
Einsen haben, denn sonst hiitte das von 0 verschiedene Codewort W+ W'’ weniger
als 7 Einsen, wogegen ja G Minimalabstand d = 8 hat. Andererseits muf} es aber
zu je 5 Stellen mindestens eine Oktade geben, die an diesen Stellen Einsen hat,
denn

Anzahl] der Méglich-
[A(;fh;d«] o[ B | -7 22522
tacen 8 auszuwihlen

24-23-22-21-20 | Anzahl der Méglich-
5433 keiten 5 Stellen aus
24 auszuwihlen
Diese bemerkenswerte Eigenschaft des Codes G ist die Lésung eines 1937 von
E. Witt untersuchten Problems: ,Aus 24 Personen sollen 759 Vereine gebildet
werden. Jeder Verein soll aus 8 Mitgliedern bestehen. Fiinf beliebige Personen
sollen jeweils einem einzigen Verein angehdren.” Etwas weniger anschaulich aus-
gedriicke, sollen aus einer 24-elementigen Menge 8-clementige Teilmengen derart
ausgewihlt werden, dafl jede 5-elementige Teilmenge in genau einer dieser 8-ele-
mentigen enthalten ist. Eine solche Kollektion von 8-elementigen Teilmengen
nennt man ,,Steinersystem S(5, 8, 24)“. Wrrt zeigte - worauf es ihm eigentlich
ankam -, dafl die Automorphismengruppe dieses Steinersystems die Mathieu-
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Gruppe My, ist (als Automorphismus bezeichnet man hier jede Vertauschung der
24 Elemente, die jede Menge des Steinersystems wieder in eine solche iiberfiihrt).

Diese Gruppe M,, ist eine sogenannte sporadische einfache Gruppe, d. h. eine
einfache endliche Gruppe, die sich in keine der bekannten Serien von einfachen
endlichen Gruppen einordnen liflt. Was eine einfache Gruppe ist (nimlich ,Eine
Gruppe ohne nicht-triviale Normalteiler*), wollen wir hier nicht weiter erkliren.
Ein gewisses Bild erhilt man, wenn man sich die einfachen endlichen Gruppen als
Grundbausteine fiir die Gesamtheit aller endlichen Gruppen vorstellt. Daher ist
es eine wichtige Aufgabe, simtliche einfachen Gruppen zu klassifizieren. Zur Zeit
dieser Arbeiten von Witt waren neben gewissen Serien einfacher Gruppen nur
fiinf weitere bekannt: die Mathieu-Gruppen My, Myz, M, M3, My, Die Gruppe
M, ist die grofite unter ihnen: sie hat 244 823 040 Elemente.

Der erweiterte Golay-Code wird von seinen Oktaden erzeugt (jedes Codewort
ist Summe von Oktaden), wie ein Blick auf Abb. 12 zeigt (man ersetzt das letzte
Codewort in Abb. 12 durch die Summe des letzten und vorletzten und erhilt eine
Basis von G, die nur aus Oktaden besteht). Die Oktaden bilden ein Steinersystem
S(5, 8, 24). Die Automorphismengruppe dieses Systems ist My,. Also ist auch die
Automorphismengruppe von G die Gruppe M,,. Erwihnenswert ist in diesem
Zusammenhang noch, daf} der oben erwihnte eigentliche binire Golay-Code in
(F2)® als Automorphismengruppe die Gruppe M;; hat. Neben diesen beiden
binidren Golay-Codes gibt es noch zwei weitere nach Govay benannte Codes.
Diese sind ternire Codes, genauer 6-dimensionale Unterriume in (F;)! bzw.
(¥F5)*2 Thre Automorphismengruppen sind M;, und M, respektive.

Das zum erweiterten Golay-Code gehdrende Gitter I' hat eine Automorphis-
mengruppe der Ordnung 22 x| My | (als Automorphismus eines Gitters be-
zeichnet man jede Drehung des zugrunde liegenden euklidischen Raums, die das
Gitter in sich tberfiihrt). Mittels dieses Gitters konstruierte J. Leeci 1964 ein
sehr wichtiges Gitter, das nach ihm benannte Leech-Gitter: seine Gitterpunkte

sind die Punkte von I’ und die Punkte (2%;1-, -55175-, 2712—, e 33172—) + I (die

um den Vektor ( 2.,32 3 271,—, -2—3‘7.‘.—, . Tslz‘) verschobenen Punkte von I');

dabei ist I das Teilgitter aller Gitterpunkte X 28) aus T fiir die X+
¥2' " Y2,

X+ ...+ X durch 4 teilbar ist. Etwas bequemer und ihnlich der oben gegebenen
Beschreibung des Gitters E; kann man das Leech-Gitter (genauer: ein zum eben
konstruierten Gitter iquivalentes Gitter) auch beschreiben als die Gesamtheit
aller (xy, ..., Xz5) im Minkowski-Raum R?* 1, wo die x; ganze Zahlen sind
und 3xy 4+ 5x347x3+. ..+ 45Xzz+47113 + 51!24 ~145x,5=0 g‘.ll (R. T. CUITIS, siche
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J. H. Conway, N.]. A. SLoANE: Lorentzian forms for the Leech Lattice, Bull.
Am. Math. Soc. 6 (1982), 215-217).

Das Leech-Gitter ist wie das zum Golay-Code gehérende Gitter I' gerade und
unimodular. Es enthilt aber keine Vektoren der Linge /2. Es gibt genau 24 gerade,
unimodulare Gitter (H. Niemeier 1968), aber nur eines unter ihnen enthilt keine
Vektoren der Linge /2, nimlich gerade das Leech-Gitter. Die zum Leech-Gitter
gehorende Kugelpackung hat die Dichte 2'2/121 = 0,001929 .. .; dies ist die dich-
teste unter allen bis heute bekannten Kugelpackungen (Gitter- oder nicht) in
24 Dimensionen. Es gibt genau 196 560 Vektoren kiirzester Linge 2 im Leech-
Gitter. Dies ist die maximale Kufizahl in 24 Dimensionen (OpLyzxo, SLOANE
1979). Die Anzahl N,, der Gitterpunkte auf der Kugel vom Radius /2m berech-
net man leicht mittels der im letzten Abschnitr skizzierten Theorie (vgl. Abb.13).

Die Automorphismengruppe des Leech-Gitters hat die Ordnung
8315553613086720000 (J. H. CoNwAy 1968). Aus dieser Automorphismen-
gruppe heraus konstruierte Conway auf einen Schlag drei einfache Gruppen, die
Gruppen -1,-2,- 3. Dies war, nach fast 100 Jahren Ruhe auf dem Gebiet der end-
lichen einfachen Gruppen, ein Durchbruch. Mittlerweile ist die Liste der ein-
fachen Gruppen volistindig. Neben bestimmten Serien gibt es genau 26 sporadi-
sche einfache Gruppen (vgl. Abb. 14). Die gréfite unter ihnen ist das sogenannte
Fischer-Monster mit ca. 8.08 x 10° Elementen. Beim Beweis ihrer Existenz
(R.L. Gress, 1980) spiclte das Leech-Gitter nochmals eine wichtige Rolle.

THE LEECH LATTICE IN R%4

m Na Prime Factors of N,
0 1 ]

1 [ 0

2 196560 243)-5-7-13

3 16773120 2'4325.7.13

. 398034000 243783913

[1 4629381120 2'4325713-23

6 34417656000 243%-8%-7-13-171103

? 187489935360 21-3"5.7-13-23

[} $14879774800 2383913172 19-151

9 2975551483000 2-32.583-7-13-887
10 | 9486551299680 | 2%37-5:7-13-23-12953
1| 27052945920000 | 2'%3%547-11-13-17-23
12 ] 70486236999360 | 2%3%5-7%13%59-50093
13 | 169931095326720 | 2'43%5-7%13-1489
14 | 384163586352000 | 2%3%8%.7-13-23-83-5119
15 | 820166620815360 | 2'*3%5:7:13-17-19-23-1097
16 | 1668890090322000 | 2%3%5%7-13-751-1861
17 | 3249631112232960 | 2'53%5:7-13-23-116993
19 | 6096882661243920 | 2°-3%-5:72-13-17-260634803

Abb.13: Dic Anzahl N, der Gitter- §19 | 11045500816396000 | 2'%3%$%7-13-23-1571
punkte auf der Kugel vom Ra- [ 20 | 19428439855275360 | 23*-5:7%13-23-1747-175709
dius yZm beim Leech-Gitter.




Growp Netation Discoverests) Dase Order
My Matkiew el 23511 = 7920
Mathire-Cole
My Mathies ] /Y501 = 95,00
Mativicn- Midler
My Mathice wn 27335711 = 43,520
Mathice-Miller
My Muthivy nwn 2315.7-11.23 = 10,200,960
Mathics-Miller
My, Mathirs wn 29335.7.11-23 = M4E.00
Mathice-Miller
Jerdeorly Jomko ] 293:5-7-11-19 = 175,50
NoJW w 1y Hall and Wales 7 273517 = 604,000
o« Nl ), Halt-Jemko
S D. Higmen snd Sims 197 380710 = 44,352.000
Mel Mcisughtin 198 P537-11 = 998,128,000
Sz o Suz Serski 1968 IVIISIT. 11413 = 408,345, 497.400
WINeK = )y G. Nigwman snd McKay 1968 27395.17:19 = 50,2290
- M Halk-Jomko-MeK 2y
«ly Sanko-Higmen and McKay
1 Co,y Cowway " 039347213 13-D = 4,157,771,806.50,240,000
Convey-Thompwn
2w Coy Conwsy e 200398371123 = €2,305,421.712.000 .
Conway-Thempeos
*3er Coy Comrway e 2937837.11-1 = 495,76,654.000
Cowway-Thmapson !
Be w HEMcX Held. G. Higman snd McKay L] 2357717 = 4,030,387,300
- MNM
D) = Fiy Flacher L 297395771113 = $4,561,751,654,400
by
D)= Py Fiacher »e IW3050.7-15.13-17-2 = 4,009,470,471,290,000,800
«fy
M) o Fi'y Flacher 199 AMINSITN].1317-23- 29 = 1,255,208.709, 190,661,721, 292000
w Ry aFy,
Ly mlyS Lyoon-Sims. o 1937547:11:31:37-67 = $1,5.,179,004,008,000
R wCW Rudvale-Conway-Wales wn 20933537.13.39 = 145,508, 144,000
o Red Radvalla
ONa ONS ONen-Sivs: " 193%5-P11-19-H = 450,518,565, 500
Funfs Fucher and Losw-Siam. " | 13417:19-23-31-47 » 4.1 X W
whul;
TaFyul w4 ISP 19-N = 90,745,940,007,572.000
Fiather-Smich-Thompmn
NeCNS w Fy Massde-Conway-Nersun- Senich M INPSAT.11.19 = 173,000.912,000,000
«F Pisther-Sanith
Harsde-Nuvios and Smith
Mur, Placher WN | Je3syeNT.19-D-9
Flacher-Gosim “31-41:47-99-N = 808 X WS
A Junbe WS | 293%5.7-11973-9.31-37-0 = 86,773,571,000.077, 562,900
Norvam-Porbor-Bemsen-Conovy- Thaskray

Abb. 14: Die 26 sporadischen einfachen Gruppen. Das Datum der Entdeckung ist im Allgemeinen
nicht identisch mit dem Zeitpunkt des Nachweises ibrer Existenz.




Literatur

h

Zur Geschichte der Codierungstheorie und ihres Z
lichen einfachen Gruppen:
T. M. THomrson: From Error-Correcting Codes through Sphere Packings to Simple Groups, The
Mathematical Association of America 1983.

gs mit Kugelpackungen und end-

Mehr Informationen iiber Kugelpackungsprobleme und ihre Bezichungen zu nachrichtentechni-
schen Problemen sind zu finden in
N.J. A. SLoane: Kugelpackungen im Raum, in Spektrum der Wissenschaft, Ausgabe Mirz 1984.

Tiefergehende Betrachtungen iiber alle hier erwihnten Codes findet man in der umfangreichen
Monographie:
F.].Mac WiLuiams, N.J. A. SLoaNE: The Theory of Error Correcting Codes, North-Holland, Amster-
dam, dritte Auflage 1981.

Quellenverzeichnis der Abbildungen

Abb. 1: New Scientist 3 July 1986, S. 38.

Abb. 2: Robert J. McEliece: The Reliability of Computer Memories, Scientific American Vol. 252 ¢ 1
Jan. 1985, 5.72.
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Abb. 14: T.M. Thompson, k. cit., $. 212-215.

Zusatz (Dezember 1987): Soeb hien das schdne Buch von J. H. Conway und N. ]. A. Sloane
wSphere Packings, Lattices and Groups®, Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 290,
Springer-Verlag 1987; darin kann man sich iiber alle in diesem kurzen Bericht angeschnittenen Fragen
und auch Gber die historische Entwicklung bestens informieren.
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