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Die Codierungstheorie versucht, möglichst effiziente Wege der Nachrichten
übermittlung aufzuzeigen. Effizienz bedeutet hierbei: ein möglichst geringer 
Energieaufwand bei gleichzeitig möglichst großer Redundanz. Die mathemati
sche Normalisierung dieses Problems führt zu bestimmten endlichen Strukturen. 
den Codes. Überraschenderweise sind nun die für den Codierungstheoretiker 
interessanten Fragestellungen über Codes auf das Engste verflochten mit teilweise 
sehr alten Fragestellungen aus der reinen Mathematik. die auf den ersten Blick. 
nichts mit Codierungstheorie zu tun haben und die von Mathematikern völlig 
unabhängig studiert wurden oder noch studiert werden. 

Betrachten wir ein naheliegendes Beispiel. Seit 1969 wird jedes in Westeuropa 
oder den USA erscheinende Buch mit der Internationalen Standard-Buchnummer 
(ISBN) versehen. Solch eine ~Nummer ist 1~stdIig, z. B. 

3-531-08370-8 

(an der zehnten Stelle taucht gelegentlich statt einer Ziffer das Symbol X auf). 
Die eigcndiche Information, also die Nummer eines Buches, ist hierbei die aus 
den ersten 9 Ziffern gebildete Zahl. Die letzte Ziffer ist eine sogenannte Kontroll
ziffer. Sie ist so bestimmt, daß für eine ISB-Nummer ala2a3 ••. alO die Zahl 
1 • al + 2a2 + 3a3 + ... + 10al0 stets durch 11 teilbar ist (wobei gegebenenfalls das 
Symbol X als Zahl 10 zu interpretieren ist). So ist im obigen Beispiel 

1'3+2 '5+3 '3+4'1+5 '0+6' 8+7'3+8 ·7+9 ,0-151. 

Folglich muß die letzte Ziffer eine 8 sein: 

151+8 '10-231-11' 21. 
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Die Kontrollziffer hat den offensichtlichen Vorteil, in einem gewissen Umfang 
vor Fehlern zu schützen, die beim Abdruck der lSB-Nummer in einem Katalog, 
beim Abspeichern in einem Computer oder sonstwo auftreten können. Wird 
etwa genau eine Ziffer beim Übermitteln einer ISß.Nummer falsch weiterge. 
geben, z.B. 

3-511-08370-8 

an Stelle der oben gegebenen Nummer, so wird - wie man sich leicht über· 
legen kann - die empfangene Nummer auf keinen Fall mehr die oben beschrie
bene, charakteristische Eigenschaft einer ISß.Nummer haben; im Beispiel ist 
1'3+2'5+3'1+4-1+5'0+6'8+7'3+8'7+9'0+10'8-225, und die Zahl ist 
nicht durch 11 teilbar. Die ISß.Nummern sind also so beschaffen, daß ein Fehler 
stets entdeckt werden kann. Ist die Stelle des Fehlers bekannt, so kann er sogar 
korrigiert werden: Im Beispiel ist die dritte Stelle falsch. Es ist eine Zahl a zwi· 
schen 0 und 9 zu bestimmen, so daß 

l' 3+2' 5+3' a+4 '1+5' 0+6' 8+7' 3+8 ,7+9' 0+10' 8-222+3' a 

durch 11 teilbar ist, und diese Aufgabe hat genau eine Lösung, nämlich a - 3. Der 
Fehler ist korrigiert. Treten mehr als ein Fehler auf, so kann es allerdings gesche· 
hen, daß diese Fehler nicht mehr entdeckt werden; z. B. weicht 3-531-07350-8 
an genau zwei Stellen von der anfangs gegebenen ISß.Nummer ab und ist dennoch 
eine korrekte ISß.Nummer. 

Der Codierungstheoretiker würde die eben geschilderte Situation folgender
maßen beschreiben. Gegeben ist ein endliches Alphabet A - hier die Ziffern 0 
bis 9 und das Symbol X. Aus den Buchstaben des Alphabets A werden Wörter zu 
je n Buchstaben gebildet - hier ist n - 10. Die Menge aller möglichen. n-stelligen 
Wörter wird mit An bezeichnet. In dieser Menge Aa aller n-stelligen Wörter wird 
nun eine Teilmenge C, ein .. Code", als Menge der zulässigen Wörter ausgezeich
net. Die Wörter in C heißen dann Codewörter. Im Beispiel besteht der Code aus 
den Wörtern ala2a) •.. alo. für die 1 • al + ... + 10 . alD durch 11 teilbar ist und 
unter al bis a, kein X vorkommt. 

In der Praxis ist A natürlich kein willkürlich gewähltes Alphabet. Um mit 
einem Code zu arbeiten, muß man ihn beschreiben können. Die naheliegende 
Möglichkeit. einen Code zu beschreiben, indem man die Codewörter auflistet, ist 
nicht praktikabel (der ISBN-Code enthält 1000000000 Codewörter). Was be
nötigt wird, ist ein möglichst einfacher Algorithmus, der entscheidet, ob ein vor
gelegtes Wort ein Codewort ist oder nicht. Im ISBN-Beispiel besteht dieser Algo
rithmus aus einigen Additionen, Multiplikationen und einem Test auf Teilbarkeit 
durch 11. Die offensichtliche Ursache für diese erhebliche Vereinfachung ist die 
Tatsache, daß das Alphabet beim ISBN-Code aus Ziffern besteht, und mit Ziffern 
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kann man algorithmisch operieren, genauer: man kann sie addieren und multi
pliueren. Es ist daher nicht verwunderlich, daß die in der Praxis verwendeten 
Alphabete meist so beschaffen sind, daß man mit den Buchstaben "rechnen" kann. 

Tatsächlich sind die am häufigsten verwendeten Alphabete "endliche Körper". 
Auch beim ISBN-Code gehen die etwas tiefer liegenden Eigenschaften (ein Fehler 
kann entdeckt und - falls die Stelle des Fehlers bekannt ist - sogar korrigien 
werden) auf die Tatsache zurück, daß 11 eine Primzahl ist, und daß man die Zif
fern 0, ... ,9, X als Elemente des Körpers F II auffassen kann. Was ist ein endlicher 
Körper? 

Studiert wurden endliche Körper zuerst von dem französischen Mathematiker 
EVARlSTE GALOIS (1811-1832). Die einfachsten Beispiele erhält man folgender
maßen: Zu einer fest gewählten Primzahl p bezeichne F p die Menge aller mög
lichen Reste, die bei Division einer ganzen Zahl durch p auftreten können; F p 

besteht also aus den Zahlen 0, 1,2, ... , p - 1. Man kann mit den Zahlen in F p 

rechnen, indem man als Summe zweier Zahlen a, baus F p diejenige Zahl c aus F p 

verein ban, für die a + bE c mod p gilt. Letzteres ist eine in der Mathematik übliche 
Schreibweise und bedeutet, daß a + b - c durch p teilbar ist, oder - was gleich
bedeutend ist - daß c der Rest von a + b bei Division durch p ist. Analog v!!rein
bart man als Produkt von a und b diejenige Zahl d in F p' so daß a . bE d mod p 
ist. Mit der so erklänen Addition und Multiplikation in F p kann man nun genau 
so rechnen, wie man etwa mit rationalen Zahlen rechnet. (Die Voraussetzung, daß 
p eine Primzahl ist, ist notwendig, um sicherzustellen, daß zu jedem von 0 verschie
denen Element a in F p ein b gefunden werden kann, sodaß a . bEI mod p gilt, 
d. h_ daß in F p die Division durch a erklärt ist.) 

In der Nachrichten- und Computertechnik verwendet man häufig aus nahe
liegenden Gründen als Alphabet den Körper F 2, d. h. die Buchstaben 0, 1 ("Strom 
fließt, Strom fließt nicht"). Jeden dieser Buchstaben bez.eichnet man auch als 
"Bit·. Ein S-Bit-Wort ist also ein Element von (F2)5. Hier ist die Additions- und 
Multiplikationstabelle für den Körper F 2: 

o 0 1 
o 

TItt0 1 

o 0 0 
1 0 1 . 

+ 0 

Diese Tabellen sind auch vom "ausschließenden Oder" bzw. "Und" der Aus
sagenlogik bekannt. 

Allgemein gibt es zu einer vorgelegten natürlichen Zahl n genau dann einen 
Körper mit n Elementen, wenn n eine Primzahlpotenz ist. Dieser Körper ist 
(genauer: seine Rechenregeln sind) völlig eindeutig durch Angabe von n bestimmt, 
und er wird mit F. bezeichnet. 
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Auch die für den Nicht-Mathematiker vielleicht etwas fremdanig erscheinen
den Körper F n, wo n nicht gerade eine Primzahl ist, fmden in der Praxis Ver
wendung. So wurde zum Beispiel der Körper F2S6 (256 - 2') benutzt, um Infor
mationen von der Raumsonde Giotto, die zur Beobachtung des Kometen Haller 
eingesetzt war, zur Erde zu übermitteln. Genauer wurde dabei ein sogenannter 
Reed-Solomon-Code, bestehend aus 255-stelligen Wörtern über dem Alphabet 
Fß6, benutzt. Dies klingt weit weniger verblüffend, wenn man weiß, daß man 
jedes Element von Fm selbst als 8-Bit-Wort auffassen kann. Es gibt ein Element 
o in F256, so daß sich jedes weitere Element in F256 in der Form aa + al . a + a2 • a2 + 

... + a7· 0 7 mit einem eindeutig bestimmten 8-Bit-Wort aaal ... a7 schreiben läßt 
(" + ", ".", ,,02", ••• stehen hierbei natürlich für die Addition, Multiplikation 
bzw. Potenz im Körper F25(,). Also hat man zum Beispiel 

8-Bit-Wort Element von F 256 

01100010 
01000111 

0+02+06 

0+05+06 +07 

Nun gibt es genau 240 verschiedene solche 0, d. h. fast jedes Element in F25(, ha 
die beschriebene Eigenschaft. Man kann es aber so einrichten, daß etwa 

gilt (es gibt genau 8 verschiedene solche 0, und jedes solche 0 hat noch die bemer
kenswerte Eigenschaft, daß 1,0,02, 0 3, ••• , a 254 genau die von 0 verschiedenen 
Elemente des Körpen sind). Damit ist dann aber klar, wie man im Körper F Z56 

rechnet: in der naheliegenden Art und Weise unter Einbeziehung der Rechen
regel 0 8 - 0 4 + 0 3 + 0 2 + 1; also z. B. 

(1+0)+(1+ 0 4)_(1+ 1)+a+a4- 0+04, 
(1+03+a~) (1+04)_I+a3+a!+04+07 +0' 
-1+ 03+04+05+07 +0(04+ a3+02+ 1) 
-1+0+07 . 

Man mag einwenden, daß es sich bei dem Reed-Solomon-Code im Grunde 
doch um einen binären Code, d. h. einen Code über F 2, handelt. Dies mag man 
zwar so sehen (und man bezeichnet einen Reed-Solomon-Code deshalb auch als 
"block-codeU

); allerdings würde man bei einer Einengung auf diese Sichtweise die 
weiter unten gegebene Erklärung dieses Codes nicht verstehen, und man hätte 
ihn ohne Kenntnis des Körpers F25(, wohl kaum entdeckt. Welchen Sinn hat 
(10010100)· (10001000) - (11000001), wenn nicht den oben beschriebenen? 

Vor einiger Zeit ist die digitale Informationsverarbeitung in Form des Compact
Disc-Systems in der Unterhaltungselektronik angewandt worden. Insbesondere 
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wird dabei eine Kombination von zwei Reed-Solomon-Codes (Cross-Interleaved 
Reed-Solomon-Code) benutzt. In CD-Plattenspielem ist also in bestimmter An 
und Weise der Körper F256 implementien. 

Allgemein ist ein Code zunächst lediglich eine Menge C von Codewönern in 
der Menge AD aller n-stelligen Wöner über einem Alphabet A, wobei A meist ein 
Körper F q ist. Um zu sehen, was solch ein Code soll, und welche Forderungen 
ein Codierungstheoretiker an einen Code stellt, müssen wir etWas zum Thema 
"Übermitteln von Nachrichten" sagen. 

Was solkn Codes leistmf 

Sicherlich stark vereinfacht stellen wir uns eine Nachrichtenübermittlung in 
drei Schrine zerlegt vor: 

Eine Botschaft wird in einen Codierer eingegeben; dies können die in bestimm
ten Zeitabständen gemessenen Daten eines akustischen Signals, die Schwärzung 
der Punkte eines Rasters zur Erfassung eines Bildes (vielleicht durch die Kamera 
einer Raumsonde aufgenommen) oder für den Speicher eines Computers be
stimmte (eventuell vom Computer selbst berechnete) Daten sein. Diese Botschaft 
verläßt den Codierer als Folge von Codewönern eines Codes C in einer Menge 
AD von n-stelligen Wörtern; technisch zum Beispiel als Folge von elektrischen 
Spannungsstößen verschiedener Stärke. Solch ein Codewon durchläuft nun einen 
.. Informationskanal" und ist dabei einem "Hintel"J1'UndrauschenH ausgesetzt. 
"Informationskanal" kann dabei ein elektromagnetisches Feld sein, es kann aber 
auch für den Prozeß des Abspeicherns und anschließenden Wiederaufrufens eines 
Binärwones in einem Computer stehen. Auch das Won .. Hintergrundrauschen" 
ist nicht wörtlich zu nehmen; es kann elektrische Interferenz, Staub oder Kratzer 
auf einer CD-Plane oder auch das Bombardement eines Computer-Chips durch 
o-Teilchen bedeuten. Dieses Hintergrundrauschen bewirkt jedenfalls, daß ein 
Codewort möglicherweise venalscht zum Decoder gelangt. Es ist natürlich wün
schenswen, solche Verfälschungen, cl h. Fehler, zu entdecken. Nun ist dies in 
gewissem Maße gerade durch die Unterscheidung zwischen Codewönern und 
Nicht-Codewönern gegeben - denken wir an den ISBN.code, der einen Fehler 
entdecken kann_ Wie aber soU die Decodierungsvorrichtung auf einen für sie offen
sichtlichen Fehler reagieren? 
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Bei den ersten Computern wurde im Fall, daß bei einer Zwischenrechnung kein 
zulässiges Binärwort - also kein Codewort - herauskam, der gesamte Rechen
vorgang angehalten. Der Geschichte nach soll dieses'R. W. HAMMING 1947 dazu 
geführt haben, den ersten praktikablen Fehler-korrigierenden Code zu entwik
keln. Die Idee ist, den Code C so zu wählen, daß die Codewörter sich möglichst 
stark voneinander unterscheiden. Die Decodierungsvorrichtung sucht dann zu 
einern empfangenen Wort das diesem Wort ähnlichste Codewort heraus. 

Hier das vielleicht einfachste Beispiel, der sogenannte Repetition-Code: Die zu 
übertragende Information ist Ja" oder "Nein". Ja" wird in 11111, "Nein" in 
00000 codiert; also C - {11111,OOOOOJ als Teilmenge von (F2JS. Empfängt der 
Decodierer 01001, so ist es - mangels besserer Einsicht - vernünftig, anzunehmen, 
daß "Nein" gesendet wurde, denn 01001 unterscheidet sich nur an zwei Stellen 
von 00000, aber an drei Stellen von 11111. Der Decodierer gibt also "Nein" als 
decodierte Botschaft aus. Man überlegt sich leicht, daß dieser Code zwei Fehler 
korrigiert, d. h.: Tritt an höchstens zwei Stellen ein Übermittlungsfehler auf, so 
werden diese in jedem Fall erkannt und korrigiert. Wir bemerken einen wesent
lichen Unterschied zum ISBN-Code: Der ISBN-Code kann keinen Fehler korri
gieren (es sei denn, die Stelle des Fehlers ist bekannt). 

Um dieses Phänomen quantitativ zu erfassen, bezeichnet man für zwei Wörter 
Wund W' gleicher Länge über einem gegebenen Alphabet mit d (W, W~ die An
zahl der Stellen, an denen sich Wund W' unterscheiden, also z. B. d (101,122) - 2. 
Die Zahl d(W, W~ nennt man auch Hamming-Abstand von Wund W'. Mit d 
bezeichnen wir den Minimalabstand eines gegebenen Codes C, d. h. den kleinsten 
Abstand d{W, W1, der auftritt, wenn Wund W' die voneinander verschiedenen 
Wörter von C durchlaufen. Beim ISBN-Code ist d - 2, beim Repetition-Code 
ist d - 5. 

Man kann sich nun überlegen, daß ein Code mit Minimalabstand d genau t 
Fehler korrigiert, wobei t durch d - 2t + 1 (für ungerades d) bzw. d - 2 (t + 1) (für 
gerades d) erklärt ist. 

Um Nachrichten möglichst sicher zu übermitteln, ist man demnach an Codes 
mit möglichst großem Minimalabstand d interessiert. Der Repetition-Code hat 
d - 5; er ist für den Codierungstheoretiker dennoch nicht ohne Makel. Er ist zu 
aufwendig: fünf Bit zur Übertragung einer I-Bit-Information. Eine Raumsonde 
unterliegt Energie- und Zeitbeschränkungen, bei Computern ist kein Speicher
platz zu vergeuden. Dies führt aber auch schon zu dem grundsätzlichen Problem 
der Codierungstheorie: Erwünscht sind Codes mit großem Minimalabstand d, 
d. h. stark unterschiedlichen Codewörtem. Dies zieht aber nach sich, daß man ein 
großes Alphabet oder Wörter mit vielen Stellen verwenden muß, also jedenfalls 
einen großen Aufwand. Letzteres ist wiederum unerwünscht. 
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Um diese Problematik quantitativ zu erfassen, fühn man neben dem Minimal
abstand d noch die Informationsrate R eines Codes C aus An ein: 

R- 10ß2ICI 
IOß2IAnl' 

Hierbei steht IClbzw.INlfür die Anzahl der Codewöner bzw. der überhaupt 
möglichen Wöner. Die Zahlloß2IC I (und ähnlich 10ß2IAn 0 ist hierbei als mini
male Anzahl von Bit's - etwa Ja-Nein-Entscheidungen - zu sehen, die man be
nötigt, um jedes beliebige Codewon mit Sicherheit aufzufinden. 

Mit diesen Bezeichnungen läßt sich nun das Hauptproblem der Codierungs
theorie etwas überspitzt folgendermaßen formulieren: Es sollen Codes gefunden 
werden, die die beiden inkompatiblen Ziele eines großen Minimalabstands d und 
einer großen Informationsrate R verwirklichen. 

Der Hamming-Code 

Der historisch wohl erste der etwas subtileren und effizienteren Codes' ist der 
Hamming-Code: Jede Information, die gesendet werden soll, besteht aus 4-Bit
Wönem. Tatsächlich gesendet wird ein 7-Bit-Won, d. h. es wird an jede 4-Bit
Information eine 3-Bit-Kontrollfolge angehängt. Dies geschieht folgendermaßen: 
Ist EOEtEZEJ ein 4-Bit-Won, also Ei - 0 oder -I, so setzen wir 

Gerechnet wird hierbei in F 2, also kt - 0 oder 1 je nachdem, ob die Summe der 
Zahlen to. E2, E) gerade ist oder nicht etc. Das 7-Bit·Won totIE2E)k1k2k) ist das 
Codewon, welches gesendet wird. Eine Übcrsetzungstabelle und eine andere nette 
Beschreibung des Hamming-Codes findet man in Abb. 1 und Abb. 2. 

Der Hamming-Code ist ein sogenannter linearer Code: Da F 2 ein Körper ist, 
trägt (F2Y in natürlicher An und Weise die Struktur eines 7-dimensionalen Vek-

Abb. I: Die Übersetzung der 4-8il Information in 7-8it-Cockwöntr beim Hamming-Code. 

The Hamming code of dimension four 

0000 becOmes 00000oo 
0001 bec:omes 000111 0 
0010 bec:omes 001 01 01 
0011 becOmes0011011 
0100 becomes 01 000' , 
0101 becomes 0101101 
0110 beeomes 011011 0 
0111 beoomesOll1000 

1000 bec:omes '000111 
1001 becomes 1001001 
1010 bec:omes 1010010 
1011 becomes 1011100 
1100 bec:omes 1 , 001 00 
1101 bec:omes 1101010 
1110 beoomes 1110001 
1111 bec:omesll11111 
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A B b 

Abb. Z: Hamming Code is the simplest of the en'CII'<Orrccting proceclllnS dcYiIed by Riclwd 
Hammine Il the Bell Telephone Ubontories and employed today to protect data in c0m

puter memories. Tbc (7. 4) code rcquira threc lOGIIcd parity bits tO ptOteCt each Jour bits of 
data. Tbc consuuction alIed I Venn diagram depicu 1he .eheme. Four bits of information Ire 

stored in the fOUT cen1nl companments of the diognm ( .. ). TheD tbne parity bits U'C stored (b). 
Tbc rule is that 1he 10ul numher of 1'. in ach cirde must he eYm. A soft error changes one 
of 1he da. bits (t). Tbc error is dftectm by reexaminine the parity bits, ... bich reveal (4) 1Ome
thing ... rone in cirde JI IIId cirde C but _ in cirde B. 

torraumes über F z• lenau so. wie die reellen 7·Vektoren (:lh :12, """, :17) einen 
7-dimensionalen Vektorraum über den reellen Zahlen bilden. Die Codewöner des 
Hamminl-Codes bilden einen linearen Unterraum von (F2l7• Die in der Praxis 
verwendeten Codes sind meist linear. d. h. das Alphabet ist ein Körper F q und die 
Codewöner bilden einen linearen Unterraum des Vektorraums (Fq)" über Fq• 
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Der Minimalabstand d des Hamming-Codes ist 3. Um dies einzusehen, beachte 
man, daß d (W, W1- w (w-W1 ist, wenn wir für ein Codewon W mit w (W) das 
sogenannte Hamming-Gewicht von W bezeichnen, d. h. die Anzahl der von 0 
verschiedenen Stellen von W. Da der Hamming-Code linear ist, ist demnach der 
Minimalabstand d auch gleich dem kleinsten w (W), welches auftritt, wenn W alle 
von 00000oo verschiedenen Codewöner durchläuft. Ein Blick auf Abb. 1 zeigt, 
daß jedes von 00000oo verschiedene Codewon mindestens an drei Stellen eine 1 
hat, d. h. es ist d - 3. Der Hamming-Code kann also einen Fehler korrigieren. 

Die Informationsrate des Hamming-Codes ist R - 417. Würde man zur Über
minlung von 4-Bit-Wörtern an Stelle des Hamming-Codes einen Repetition-Code 
verwenden, so müßte man jedes 4-Bit-Wort dreimal wiederholen, um auf einen 
Minimalabstand von 3 zu kommen, d. h. um einen Fehler korrigieren zu können. 
Die Informationsrate dieses Repetition-Codes wäre ,UI2. Die Informationsrate 
des Hamming-Codes ist demnach 12/7 - 1,71 ... -mal so groß wie die des Repe
tition-Codes, und dies bedeutet, daß der Hamming-Code in der gleichen Zeit etwa 
71% mehr Information übermitteln kann als der Repetition-Code. 

Genaugenommen gibt es eine ganze Serie von linearen Codes, die nach HAMMING 
benannt sind. Der hier beschriebene hat die genauere Bezeichnung .binärer·(7.4)
Hamming-Code". Hamming-Codes werden benutzt, um die in Computerspei
chern befindlichen Daten (vor natürlichen Phänomenen) zu schützen. 

Reed·Solomon·CotJes 

Eine andere Serie von Codes, die wir oben schon erwähnt haben, sind die Reed
Solomon-Codes. Als Beispiel betrachten wir einen (255,223)-Reed-Solomon-Code 
über dem Körper F zS6• Die Informationen sind die 223-stelligen Wöner über dem 
Alphabet F2S6' Jede solche Information 

aoalaz ... am 

wird in ein 25s-stelliges Codewon 

hob\hz ... bzs. 
umgewandelt, wo die bj ebenfalls Elemente des Körpers Fm sind. Diese Um
wandlung geschieht durch die folgende Vorschrift 

ho+b IX+hzX2+ ... +b~254 

-(ao+a\X+a2X2 + ... +amX222)· (X-a)(X-a2)(X-al) ..... (X-all). 
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Gerechnet wird hierbei natürlich im Kprper F 256• Das Symbol X ist eine Unbe
stimmte, d. h. die linke Seite der obigen Gleichung erhält man, indem man die 
rechte Seite ausmultiplizien und nach Potenzen von X sonien. Das Symbol 0 ist 
hierbei ein fest gewähltes Element von F256 mit der Eigenschaft, daß 1,0,02,03, 
••• ,11254 gerade die von 0 verschiedenen Elemente des Körpers F 256 sind (z. B. kann 
man das oben beschriebene 11 nehmen). 

Der eben beschriebene Code ist offenbar linear. Durch Anwendung von etWaS 

Algebra ist es möglich zu zeigen, daß jedes Codewon mindestens 33 von 0 ver
schiedene Stellen hat. Wie oben beim Hamming-Code folgen man hieraus, daß 
dieser Reed-Solomon-Code den Minimalabstand d - 33 hat, und daß er daher 
16 Fehler korrigien. 

Man beachte, daß man jedes Element von F256 wie oben beschrieben als 8-Bit
Won auffassen kann. Der Reed-Solomon-Code korrigien also 128 Bit, wenn 
die 128 falsch übermittelten Bit in 16 Blöcken zu je 8 Bit auftreten. Aufgrund 
dieser Eigenschaft sind Reed-Solomon-Codes don besonders gut geeignet, wo von 
vorneherein damit zu rechnen ist, daß Übermittlungsfehler kein einzelnes Bit, 
sondern sogleich eine ganze Serie aufeinanderfolgender Bits betreffen (20. B. elek
trische Interferenz, Staub auf CD-Platten). Schließlich beachte man dabei noch 
die ziemlich hohe Informationsrate R des beschriebenen Reed-Solomon-Codes: 

8·223 
R - 8. 255 - 0,87 ... 

Automorphismmgruppt und GitteT ZN tinem Cotk 

Zwei binäre Codes sind - zumindest theoretisch - gleichberechtigt, falls sie 
durch Venauschung (permutation) der Stellen in den Codewönern auseinander 
hervorgehen (vgl. Abb. 3a). Als Automorphismengruppe eines Codes C bezeich
net man diejenigen Permutationen, die den Code als ganzen (nicht notwendig 
wonweise) invariant lassen. Besteht der Code C aus Wörtern der Länge n (also C 
Teilmenge von (F2l"), so ist die Anzahl der im obigen Sinn zu C gleichberechtig
ten Codes (äquivalenten Codes) gleich der Anzahl aller möglichen Permutationen 
der Stellen eines Wones der Länge n geteilt durch die Ordnung (Anzahl der Ele-

mente) der Automorphismengruppe von Ci als Formel: IAU~~C)I' 
Betrachten wir den Hamming-Code (Abb.l), so sehen wir, daß er genau sieben 

Codewöner vom Gewicht 3 (d. h. mit genau drei Einsen) enthält. Schreibt man 
diese sieben Codewörter untereinander, so erhält man die Inz.idenzmatrix der pro
jektiven Ebene über Fz (vgl. Abb. 4). Daher kann man die Automorphismen
gruppe des Hamming-Codes interpretieren als die Gruppe der Kollineationen 
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CI Cl 
OOilrooo 
100 001 
010 010 
110 011 

a) 

Codt 

PI(abc:)-abe 
!'2(abe)-bac 
",(abe)-cba 
p.(abc:)-acb 
ps(abt:)-cab 
",(abe)-ba 

b) 

Ordnunc der 
Automol})bismengruppo 

Anzahl der 
äquivalenten Codes 

d) 

000 
011 
101 
110 

6 

1 

P3(P.(abe)l-p3(acb) 
- ba-",(abe) 

p)'P'-'" 

cl 

000 000 
100 111 
010 100 
110 011 

2 2 

3 3 

17 

Abb. 3: a) zoict zwei äquivalente Codes, die durch Venauscbung der l-ten mit der J..ten StdJe dU Code
WÖlter auseinonder hervorgehen. Es gibt gmau 6 vencbiedcne Permutationen der Stellen eines 
Wones der Länge 3 (Abb. b». DIS Produkt p" p zweier Permutationen p' und p ist diejenige 
Permutation, die mon durch Hintereinondcrawfiibren von p und p' erbält (Abb. c». Es gibt 
genau siebt:n binäre lineare 4-WÖlter.codes mit Worumge 3. Diese zeriallen in drei Kl .... n 
VOn je I bzw. 3 einander äquivalenten Codes (Abb. d). Der "symmetrischste" ist offenbar der 
erne (on jedes 2·Bit-Won wird ein. Kontrolluffer 0 oder 1 so angefügt, daß die An:r.ahl der l~n 
gerade wird). 

dieser projektiven Ebene (d. h. als die Gruppe derjenigen Permutationen der 
7 Punkte dieser projektiven Geometrie, die Geraden in Geraden überführen). 
Diese Gruppe - sie wird mit GL, (F21 bezeichnet - ist eine berühmte einfache 
Gruppe der Ordnung 168. 

Ein weiteres interessantes Objekt, welches man einem linearen Code zuordnen 
kann, ist ein Giner. 

Betrachten wir dazu den erweitenen Hamming-Code C in (F21I , den man aus 
dem Hamming-Code der Abb. 1 dadurch erhält, daß man an jedes Codewon eine 
weitere Kontrollziffer 0 oder 1 so anfügt, daß die Gesamtzahl der l-en im neuent
standcnen Won stets gerade ist: aus dem Codewon 1100100 des Hamming-Codes 
wird also das Codewon 11001001 des erweitenen Hamming-Codes etc. Dieser 
erweiterte Hamming-Code C bat zwei bemerkenswerte Eigenschaften: In jedem 
Codewon ist die AnzahJ der l-en durch 4 teilbar (man sagt: "der Code ist doppelt 
gerade"); ferner sind die Wöner bl~" .b, in (F2)', die b1al + ~a2 + ... blas E 

o mod 2 für alle ala2 ... al in C erfüllen, genau die Codewöner in C (man sagt: 

"der Code ist selbstdual"). 
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1 2 3 456 7 6 

• o 0 0 1 1 1·0 
b o 0 1 0 101 
c 0100011 
d 0111000 

• 100 100 1 
f 1 0 100 1 0 
9 1100100 

a) 2 d 3 4 
b) 

Abb.4; b) uigt die projektive Ebene über F 2: sieben Punkte (I, 2, ... ,7), si"ben Gaaden (a, b, ... , g); 
jede Gerade .nthält genau drei Punkte, jeder Punkt li~ auf g"nau drei Geraden. a} zeigt die 
In~iden~matrix dieser projektiven GeomMe: d", Schnittpunkt du Zeil. b und der Reibe 2 iSt 
0, .... il die Gerade b den Punkt 2 nicbt enthält; du Schnittpunkt von Zeil. f mit Reibe 6 ist I: 
weil die Gerade f den Punkt 6 enthäh "'c. Die Zeilen du lnziden=atrix sind genau die sieben 
Codewöner mit Gewicht 3 im Hamming-Code (vgl. Abb.l). 

Im 8-dimensionalen Raum Ra hat man das HRechenkästchen-Gitter" * Z8, 

d. h. alle Vektoren (#' #' ... , #-), wo die XI> X2 •••• , XI ganze Zahlen sind 

(y'l ist hier lediglich eine Normierung, um verschiedene Formeln einfacher 
schreiben zu können, und hat keine weitergehende Bedeutung). Dem erweiter-

ten Hamming-Code C entspricht nun ein interessantes Teilgitter rvon * Z8: 

Das Gitter r besteht aus allen Vektoren (# ..... ,*) aus * Z'. so daß die 

Reduktion mooulo 2 von (XI> •••• xa) in C liegt (letzteres bedeutet: ist t, der Rest 
von Xi bei Division durch 2, so soU e1'2 ••• e, ein Codewon in C sein). 

Die heiden oben erwähnten Eigenschaften des erweitenen Hamming-Codes 
ühenragen sich auf das Gitter r: Die Zahl xi + xl + ... + xi - d. h. das Längen· 
quadrat - eines Vektors (x\, ... , Xs) aus r ist stetS eine gerade ganze Zahl (man sagt: 
"Das Gitter rist gerade"). Ferner ist runimooular. d.h. die Vektoren (Ylt ••• ,Ya) 
aus RI, für die das Skalarprodukt X1YI + X2Y2 + ..• + x,y. mit jedem (XI> •••• XI) 

aus r ganzzahlig ist, sind genau die Vektoren in r. Das Gitter r ist das einzige 
8-dimensionale Gitter mit diesen beiden Eigenschaften, und es wird üblicherweise 
mit E. bezeichnet. 



Codierungstheorir und Geometrie bzw. Zahlentheorie 19 

Die Ausdrucksweise "einziges Gitter" ist hierbei natürlich in einem etwas ab
strakteren Sinne zu verstehen: zwei Gitter, die durch eine Drehung des 8-dimen
sionalen euklidischen Raums auseinander hervorgehen, werden als gleich ange
sehen; der Mathematiker sagt: Sie sind "isomorph". So kann man das Gitter EI -
genauer: ein zu obigem r isomorphes Gitter - auch folgendermaßen erhalten: 
Wir identifizieren den 8-dimensionalen euklidischen Raum mit den Vektoren 
(XhX2," .,x,) im Minkowski-Raum RI.I, die auf dem Vektor (1, 1, 1, 1, 1, 1,1,1,-3) 
(mit Längenquadrat 12+ 12 + ... + 12 - (-3)2 - -1) senkrecht stehen, d.h. XI + X2 + 
XJ + x.. + Xs + x, + X7 + XI - 3 XII - 0 erfüllen. Das Längenquadrat eines Vektors 
(XI> X2,' .. , x,) in diesem Modell des 8-dimensionalen euklidischen Raums ist dabei 
natürlich durch xi + xi + x~ + ... + xi - x, gegeben. Ein weiteres Modell für Ea 
erhält man nun in Form aller Vektoren (Xh X2, ..• , x,), wo die Xi ganze Zahlen 
sind (und natürlich XI + X2 + ... + Xa - 3x, - 0 erfüllen). 

Das Gitter EI hat 240 Vektoren minimaler Länge. Dies liest man am besten am 
Gitter r aus entsprechenden Eigenschaften des erweitenen Hamming-Codes ab. 
Die kürzeste Länge eines von (0, ... , 0) verschiedenen Vektors in rist y'2: Jeder 
von (0, ... , 0) verschiedene Vektor in r hat mindestens" von 0 verschiedene 
Koordinaten oder aber seine Koordinaten sind ganzzahlige Vielfache von i2. d~nn 
jedes von 0 ... 0 verschiedene Codewon hat mindestens Gewicht ... Die Anzahl 
der Vektoren der Länge V2 ist 

[ 
14 Wöner im erwei- ] 
tenen Hamming- x (24 Vorzeichen) + 

Code vom Gewicht 4 

[ 
8 MögliChkeiten,] 

+ (1 Won 0 ... 0) x eine 2 aufS .Stellen x (2 Vorzeichen) - 240 . 
zu veneilen 

Um der Anschauung bei der Diskussion von Gittern etwas näher zu kommen, 
betrachten wir eine Serie sehr einfacher Codes: c.. sei der Code in (F~a, der aus 
alien Wönern mit einer geraden Anzahl von 1-en besteht. Zum Beispiel 

000 
o 1 1 

CJ : 101 . 

110 

Dies sind offenbar lineare Codes. Die z.ugehörigen Gitter bezeichnen wir mit 

( XI Xn). 1 Zn On· Es ist also On die Gesamtheit aller Vektoren 7f' .... 12. 10 Tl ' 
so daß XI + X2 + ... + Xn gerade ist (vgl. Abb. 5). 
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• • • . .---t. -I 

.fi r/i 
o 

(o.aNi.o) 

Abb.5: Die Gitter DIoD} und D,• Ein Bereich wie der lChnffiene im Bild "00 D2 haßt FuodamcmaJ. 
masche. FüUl1IWI cIeu ~mensiona1eD Ralam mil WIlrie1n der KaaWlliiagc ViIIlI, bqiuaId 
mil elem im Bild cWpeUleo, 10 bilden die Eckpunkte und Oberflicbeammelpunkte diaer 
Würfel pacIe du Gitler D). DieHs Gitter hei& clahalb auch du "ßiicheozeatriene kubitche 
Gitter". Die Eckpuokte eines Würfels eDlSJI"Cben dem Codewon 000, die fIkMamittel. 
punkte eleo drei übrigen Codewönem _ C,. 

Das Gitter D) besitzt genau 12 Vektoren minimaler Länge 1: 
(J Wöner in C) vom Gewicht 2) x (22 Vorzeichen) - 12. 

Denken wir uns um jeden Gitterpunkt in D) eine Kugel vom Radius Ih gelegt, 
so erhalten wir eine Kugelpackung des J..cJimensionalen euklidischen Raums; 
dabei wird jede Kugel von genau 12 anderen berühn (vgl. Abb. 6). 
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I\bb. &: Bei der zu D) gehörenden Kugelpackung wird jede Kugd von genau zwölf and"en berührt. 

KUßZAhl und Dichte 

Bemerkenswert ist hier, daß 12 überhaupt die maximale Anzahl von Kugeln 
gleicher Größe ist, die eine weitere Kugel gleicher Größe berühren können. Dieses 
"Kontaktzahl-" oder "Kußzahl-Problem" ist sehr alt und führte zu einem Disput 
zwischen IsMlc NEWTON (,,12 ist die maximale Zahl") und dem Astronomen DAVID 
GREGOllY (er bezweifelte es) im Jahre 1694. Daß NEWTON recht hatte, wurde von 
R. HOPPE (1874), G. BENDEll (1874) und S. GONTHER (1875) bewiesen. 

Es ist ein ungelöstes Problem, die maximale Kontaktzahl ~n in n Dimensionen 
zu bestimmen, d. h. die maximale Anzahl Tn von Kugeln gleicher Grö& im 
n-dimensionalen Raum Rn, die an eine weitere Kugel gleicher Größe angelegt 
werden können. (Die "Kugel" in Rn im Mittelpunkt (alt a2, ... ' an) und Radius r 
ist die Gesamtheit aller (XI>' .. , xn), so daß (XI - al)2 + (X1- a2)2 + ... + (xn - an)2 ~ r2 

gilt.) 
Es ist offensichtlich ~I - 2: 

• .---... ---... 
T 

"Kugel" 

Abb.7: Du Giner Al. auch du .hexagonale Git· 
ter"" genannt. 

L, 

.---
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Etwas weniger offensichtlich, aber durch etwas Nachdenken leicht einzusehen, 
ist T2 - 6. Diese Kußzahl wird wieder realisiert bei einer Kugelpackung, die von 
einem Gitter herrührt, dem Gitter A2 (vgl. Abb.7). Wie eben erwähnt, weiß man 
t'J -12. Außerdem weiß man noch 'Ca - 240 und 'C2~ -196560 (A.M. ÜDLYUO. 

N.J.A. SWANE 1979 und V.I.l.EvDISHmN 1979). Auch diese beiden Kußzahlen 
können durch Gitter realisiert werden: Im Fall der Dimension n - 8 durch das 
oben beschriebene, aus dem erweiterten Hamming-Code gewonnene Gitter EI: 
wie wir gesehen haben, gibt es 240 Vektoren minimaler Länge lI2im Gitter E.; 

legt man um jeden Gitterpunkt eine Kugel vom Radius if, so erhält man eine 

Kugelpackung, wo jede Kugel von genau 240 anderen berührt wird. Im Fall der 
Dimension n - 24 wird die maximale Kußzahl beim Leech-Gitter erreicht, auf das 
wir später noch eingehen werden. Für n :I: 1, 2,3, 8, 24 ist 'Cn bis heute noch unbe
kannt. 

Verwandt mit dem Kontaktzahlproblem ist das Problem der dichtesten Kugel
packung: Der n-dimensionale Raum Rn ist möglichst dicht mit Kugeln gleicher 
Größe aufzufüllen. Eine vernünhige Restriktion ist, zunächst nur Gitterpackun
gen zu betrachten: Als Kugelmittelpunkte wählen wir die Punkte eines Gitters, als 

Radius der Kugeln die Zahl R - ~ x (Länge des kleinsten von (0, •..• 0) verschi; 

denen Gittervektors). Die Dichte einer Gitterpackung erfaßt man quantitativ 
durch den Anteil der Fundamentalmasche eines Gitters, der von Kugelteilen über
deckt wird (vgl. Abb. 8). 

Abb. 8: Die Dirhte 6 einer Giuerpackung kann durch folgende Formel berechnet werden: 
~ Volumen einer K~m Radius R 

- Völumen .in.r F OIiiäImuche 
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Name des Dichte der Anzahl der Vektoren 
n 

Gitters Giuerpackung küruster Ung. 

1 0 1 
I 

2'1"-1.0000 2 

2 A2 
1 ". 1Y3-0.CJ068 6 

3 DJ 
4,. 1 

12 - T·~-O.7404 

4 D. 
,.z 1 
T·S-0•6168 24 

5 Os 
8r 1 Ts·syr-O.465.2 40 

6 E. 
,.J 1 
T·syr-0.3729 72 

7 E7 
IW 1 

To5·16-0.2952 126 

8 E. Ir' 1 14'16-0•2536 240 

Abb. 9: In den Dimensionen n - I bio n - 8 sind die dichtesten Gittcrpackungen bekannt. • 

Im Fall der Dimension n .. 1 fühn offenbar jedes Gitter zu einer optimalen 

Gitterpackung mit Dichte 1. Das Gitter D2 hat die Dichte ;IE (~) 2 .. 0,78 ... (vgl. 

Abb. 5). Eine dichtere Packung hat man beim Gitter A2 (vgl. Abb.7); die Dichte 

. h' ;IE GY 090 Es . . h h h . h daß d' d' di h 1st ler ~.., . . . 1st nlC t se r sc wer emzuse en, les 1e C-

teste Gitterpackung in zwei Dimensionen ist. In Dimension 3 ist D, die dichteste 
Gitterpackung (C.F. GAUSS 1831); in Dimension <4, 5 sind es D., Ds (A. KonlNE, 
G. ZOLOTAUFF 1872 und 1877); in Dimension 6, 7,8 sind es E.. E7, EI (H.F. BUCH

FELDT 193<4). Die Gitter E.. E7 sind gewisse nSchnitte" im Gitter Es. In den höhe
ren Dimensionen ist das Problem, die dichteste Gitterpackung zu bestimmen, bis 
heute noch ungelöst. 

Gitter stehen in engem Zusammenhang mit Fragen der Zahlentheorie. Denken 
wir uns ein Giner r im n-dimensionalen Raum gegeben, von dem wir annehmen, 
daß die Längenquadrate der Gittervektoren ganzzahlige Vielfache einer reellen 
Zahl R sind, wie es bei allen bisher betrachteten Gittern der Fall ist. Als Länge 
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Abb.10: Beim Giu.,. A2 emballen die entcn filnf Kupln (Krmc), auf dencn Cii!!erpunkte =tu finden 
sind, jeweils 1,6, 6, 6 bzw. 12 Punkte. 

eines Gittervektors kommen also die Zahlen O. VR. V2i. Y3R, ... in Frage; etwas 
anschaulicher ausgedrückt: Die Gittervektoren sind auf den Kugeln vom Radius 
O. y'R, f2R. v'3R •... zu finden. 

Wie viele Gitterpunkte liegen auf der Kugel vom Radius ~ für eine beliebig 
vorgegebene natürliche Zahl m? 

Seiner Natur nach ist dies ein Problem der Zahlentheorie. genauer: ein dio
phantisches Problem. Wollte man dies Problem etwa für die Gitter D2 oder Az 
formelmäßig formulieren. so würde man zu der folgenden Frage geführt: Wie 
viele Paare (x. y) ganzer Zahlen gibt es. so daß x2 + y2 - m (für Dz) bzw. x2 + xy + 
y2 - m (für Az) gilt? 

Es bezeichne Nm die Anzahl der Gitterpunkte von r. die auf der Kugel von 
Radius ym . R liegen. Der methodisch erfolgreichne Weg in der Mathematik. um 
Aussagen über die Zahlen Nm zu erhalten. in. alle diese Zahlen zu einem einzigen 
Objekt zusammenzufassen. der "Thetareihe zum Gine~ 1"": 

flr-1+Nlq+N2Cl2+ ... - f Nmqm. 
m-D 

Man kann sich hier zunächst q als eine Unbenimmte und 8r als ein unendliches 
Polynom vorstellen. 

Bedeutungsvoll wird diese Schreibweise. wenn man q - eWz setzt. Dann wird 
flr - flrez) eine Funktion in der Variablen Z, wobei für z jede komplexe Zahl mit 
positivem Imaginärteil eingesetzt werden darf. 
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Die Thetafunktion gehön nun einer sehr distinguienen Klasse von Funktionen 
an, den sogenannten .,Modulformen". 1m einfachsten Fall ist eine Modulform 
eine Funktion der Gestalt fez) - ao + alq + azql + ••• , die unendlich vielen Funk-

tionalgleichungen genügt: f t::~) -(cz + d)kf(z), wobei die a, b, c, d beliebige 

ganze Zahlen mit ad - bc -1 sein dürfen, und wobei k eine fest vorgegebene natür
liche Zahl ist; genaller heißen die eben beschriebenen Funktionen "Modulformen 
auf der vollen Modulgruppe mit Gewicht k" . Allgemeinere Modulformen erhält 
man, indem man die Zahlen a, b, c, d noch gewissen weiteren Restriktionen 
unterwirft und für k beliebige Zahlen zuläßt. Identifizien man je zwei komplexe 

Zahl (' . . I '" il) falls . d h' S bst·· az+b en mit positivem magmane, sie urc eme u ltutJon z ..... cz+d 

(a, b, c, d ganze Zahlen, ad - bc - 1 und eventuell weitere Restriktionen) ausein
ander hervorgehen, so erhält man ein geometrisches Objekt, eine "Modulkurve". 
Im einfachsten Fall ist dieses geometrische Objekt die komplexe projektive Gerade 
oder Riemannsche Zahlenkugel, aus der man einen Punkt herausgenommen hat. 
Das Studium der Modulkurven fühn zu Aussagen über Modulformen. (Wieder) 
im einfachsten Fall erhält man zum Beispiel die Aussage, daß jede Modulfol'm auf 
der vollen Modulgruppe mit Gewicht k für durch 4 teilbares k von der Gestalt 
eoEY4 + CIEt'4-3.s + C2EY4-6.s1 + ... - 1: CjEY4-3i.si sein muß. Hierbei sind die 
Co. CI. C2, •.. beliebige komplexe Zahlen; die Summe ist über die endlich vielen 
natürlichen Zahlen zu erstrecken, für die k/4-3i nicht-negativ ist. Die Symbole 
E., A bezeichnen zwei sehr grundlegende Modulformen: 

E.-l+240(q+9cf+28q3+ ... )-1+240 f C7)(m)qm 
rn-I 

(C7)(m) - Summe der dritten Potenzen der Teiler von m} und 

.s_q(1_q)24(1_q2)14 ••.. -q ii (1-qm)14 
m-I 

_q-24q2+2S2q3-1472q4± ... 

Um nun zu den Thetareihen zurückzukehren, nehmen wir an, daß r gerade 
und unimodular ist (vgl. den vorletzten Abschnitt). Dann ist 8r(z) eine Modul-

form auf der vollen Modulgruppe mit Gewicht ~ (man weiß, daß unimodulare, 

gerade Gitter nur für durch 8 teilbare Dimensionen n existieren). Ist etwa r - EI. 
so muß also nach dem eben über Modulformen gesagten die Thetafunktion 8r 
mit E. identisch sein. Also gilt für das Gitter r- E. die Formel Nm- 24003(m). 
Analoge Argumenutionen kann man auch für beliebige Gitter durchführen, um 
die Zahlen Nm ZU bestimmen (vgl. Abb. 11). 
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TIn F ACI·C'r<nOll> Cl31C LA nJa 0, IN .' (TM, T ... u Ci .... 
iN,..oa ... = IOr+J) .. • , , , • , • , • • 

• .,. , , . , • 01' • • , 
• • · • •• • • • , , J2 • · , · • Oll .. · .. • • • • " · .. • , , • • • • • • • .. • • • .. · .. , , • 12 " .on " • " " " , • .. • .. • • • .. • " • • • • .. • .. JI " • .. 
• • " .. .. • .. • .. · .. • 11 .. • •• I • ." .. • .. 

TIn LAT11CIE D. IN •• .. ,.-" .. 24· It. 

• , • .. • • " .. · ". " "" , · .. • · • " .. , .. .. 11 .. , • .. .. • .. 27 " .. , · " " 
, , .. n -, • " • - .... " "20 

I 
TIn LAtnCU E,.. E •• 0"" E,. ... • ' •• ' .... D.' 

, II .. • U .. .. • ... ,. .... , .... J1 " .. •• • .. .. , ... JI SO>O .. ,. ~ ,. . -.,. 
, 

" '" • , , .. ' .. • • ,. .,. .. 
" 11 .. 11 
11 • " .. 
IJ " .. .. .. • .. .. 
os .. .. • 

• ,. " I· ... I .... )4 412C1 , . 7>. U 10'11 
11 , ... ,. .... 
11 "" " ,..., • ... .... ,j , " .. , .. ... ., • . , .. 

" " ., II 
U .... " , ... 
" , ... " " ... , " .. " ... '" • - " ... ... 

• - ,- '" • .'51 'U. m 

" 111. MI" "" " .- .- .'JJ 
IJ .... .. ... -.. ..... ..... "" 

JI .. ., .. .. .. .. JI .. , ., 10 

" " .. .. ,. " .. .. .. ,. .. • ,. · .. ,. 
10 .. .. .. 

15 ,,.. .. "" " , ... " 11"0 
17 ,. .. .. >Sn 
11 .. >0 .. 12 ... 
It .... .. , .... , . .... I' ,-
21 .... .. -.. . - U 1"10 

" 11100 "' .. - " .... .. .... 
" Inu ,,- .... a_ to .. " , .... 
" ..... nUll ... , u .... ... , .. ,. 
" ..... .... .. .. 
•• 197f • ...... .. .. 
" -- .'1" -• ,- - .... 
11 - .'1" .... 
" , .... 21IU. lilA .. .... , ..... 12 ... 

" ". .. ...... ". " tun - U1'S1 

Abb. 11: Die e,..en Zahlen Nm für die optimalen Gitter Al, D), D., 0" E.. E, und Es. Die Teilbar· 
keitseigenschaften der Zahlen Nm kommen dadurch :tustande, daß die Gitter jnleils bei 
beslimmten Drehuncen des jeweiligen euklidiochen Raums in sich überführt werden. So ist 
:tum Beispiel A2 invariant unter den 6 Drehungen um 60°, 120". 180'.240°. JOO', 360" (vgl. 
Abb.7). Ihmnach muß die Anzahl der Gitterpunkte auf jeder Kugel durcb 6 teilbar .. in. 

Um schließlich wieder zu den Codes zurückzukommen, erinnern wir uns, daß 
jedem (binären linearen) Code ein Gitter und - wie wir eben sahen - einem Gitter 
eine Thetafunktion, d. h. eine Modulform. entspricht. Noch unmittelbarer wird 
dieser Zusammenhang, füh" man das sogenannte Gewichuzählerpolynom eines 
Codes ein. 
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Sei dazu C ein linearer Code in (F2)n. Mit Aj bezeichnen wir die Anzahl der 
Codewörter mit genau i Einsen. Die Zahlen Ao. Al> ..• , An fassen wir zum Ge
wichtszählerpolynom in zwei Unbestimmten X, Y zusammen: 

WdX, Y)-Aoxa+A1xa-IY + ... +Aa_IXYD-I+An yn_ .t AjXn-lyi . 
• -0 

Für den erweiterten Hamming-Code - wir bezeichnen ihn mit H - ist zum 
Beispiel (vgl. auch Abb. 1): 

WA(X, Y)_X8+14X4Y4+Y'. 

Unten werden wir einen weiteren doppelt-geraden, selbstdualen Code kennen 
lernen, den erweiterten Golay-Code G; sein Gewichtszählerpolynom ist 

WC(X, y)-X24+759X16y8+2576XI2Y12 +759XIY16+ Y24 . 

Dem Code C entspricht ein Gitter r, diesem die Thetareihe 8r, und dieser 
Zusammenhang drückt sich in der folgenden Formel aus: 

WdBo. (1)-er· 
Hierbei sind 80 und 81 zwei universelle Thetareihen: 

8o-1+2(q+q4+q'+ ... )-1+2 f qm' und 
rn-I 

(J1_2(qJl4+ q"4+q2514+ ... )_2 f q<2rn+1l'/4. 
m-O 

Vermöge dieser Formel kann man Aussagen über Modulformen in Aussagen 
über Codes übersetzen. Ist zum Beispiel C doppelt-gerade, selbstdual, so ist r 
gerade und unimodular, und dann ist Sr eine Modulform auf der vollen Modul
gruppe vom Gewicht 0/2 (und n/2 ist durch 4 teilbar). Die oben gegebene Be
schreibung dieser Modulformen übersetzt sich dann in die Aussage, daß sich da.!; 

Gewichtszihlerpolynom eines doppelt-geraden, selbstdualen Codes stets in der fol
genden Gestalt schreiben läßt: 

Wc(x, y)-CoWf{8+CIWf{8-lWC+~Wf{I-6Wb+ ... - rcjwf{'-liWh 

mit geeigneten Zahlen Co. C h ~, ••• , und die Summe ist über alle i zu erstrecken, 
50 daß 0/8 - 3i nicht-negativ ist. 

Solche Aussagen sind für den Codierungstheoretiker natürlich interessant. 
Zum Beispiel kann man minels der eben formulierten Aussage einsehen, daß der 
Minimalabstand eines doppelt-geraden selbstdualen Codes der Länge n höch-



28 Fricdrich Hinebl1lth 

stens 4 [ ~ ] ... 4 sein kann ([ ~ ] - größte natürliche Zahl, die nicht gräßer als 

~ ist), und daß es überdies nur endlich viele doppelt,-gerade, selbstduale Codes 

gibt, die diese oberen Schranken jeweils annehmen; diese heißen nextremale 
doppelt-gerade, selbstduale Codes". Die ersten dieser extremalen Codes erhält 
man für die Wonlängen n - 8 (erweitener Hamming-Code, Minimalabstand 4), 
n - 16 (je ~wei Codewäner des erweitenen Hamming-Codes nebeneinander ge
schrieben, Minimalabstand 4), n - 24 (erweitener Golay-Code (vgl. unten), Mini
malabstand 8). 

Die hier skiuiene Theorie läßt sich auch für lineare Codes über beliebigen end· 
lichen Körpern ansetun. Bei ternären Codes (Codes über F 3) bleibt man dabei 
noch im Bereich der oben beschriebenen Modulforrnen. Für beliebige Primzahlen 
gelangt man in natürlicher Weise von Codes über F p ~u Gittern über bestimm
ten algebraischen Zahlkörpern, und von diesen zu Thetareihen in mehreren 
Variablen, die sogenannte Hilbensche Modulformen sind. Das Studium Hilben
scher Modulformen ist auf das Engste verknüpft mit dem Studium Hilbenscher 
Modulvarietäten. Die Hilbenschen Modulflächen sind in den letzten eineinhalb 
Jahruhnten sehr intensiv studien worden. Im Fall p - 5 gelangt man zu einer 
bestimmten Hilbenschen Modulfläche, die in "F. HlJlZEBI\UCH: The ring of Hil· 
ben modular forms for real quadratic fjelds of small discriminant, in Modular 
Functions of One Variable VI, Springer, Berlin 1977" studien wurde. Aus den 
don enielten Ergebnissen kann man die von GLEASON, PIEltCE und SLOANE erzielte 
Beschreibung der Gewichuühlerpolynome selbstdualer Codes über F s ableiten 
(G. VAN Oll GEn, F. HlkZEBIlUCH: siehe Kommentar in: F. HIIlZEBI\UCH, Gesam
melte Abhandlungen, Bd. 11, S. 796-798, Springer-Verlag 1987). 

Bei dem erweitenen Golay-Code handelt es sich um einen linearen, 12-dimen
sionalen Code in (FVZ·. Demnach kann man sich bei der Beschreibung des Golay
Codes darauf beschränken, 12 Basisvektoren anzugeben: Jede Summe beliebig 
vieler dieser 12 Basisvektoren ergibt ein Codewon, und jedes Codcwon wird so 
erhalten. In Abb. 12 sind zwölf Basisvektoren aufgelistet. 
e ist ein doppelt-gerader, selbstdualer extremaler Code mit Minimalabstand 

d - 8; insbesondere kann er 3 Fehler korrigieren. Streicht man irgendeine Spalte in 
Abb. 12 (zum Beispiel die eme), so erhält man 12 Basisvektoren für den eigent
lichen (binären) Golay-Code; bei diesem handelt es sich also um einen 12-dimen
sionalcn Code in (F2l23 mit Minimalabstand d -7. Dieser äußerst effektive Code 
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110000000000011011100010 
101000000000001101110001 
100100000000010110111000 
100010000000001011011100 
100001000000000101101]10 
10000010000000001011011] 
10000001000001000101101 ] 
10000000100001]000101101 
10000000010001] 100010110 
10000000001000] 110001011 
100000000001010111000101 
000000000000111111] 1] 1] 1 

Abb.12: Zwölf Basisv.ktor.n für den erweit.nen Golay-Code untereinander ges<:hrieben. 
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wurde von M.J. E. Golay 1949 bei der Suche nach sogenannten "perfekten Codes" 
entwickelt. 

Der erweitene Golay-Code enthält genau 759 Wöner mit Hamming-Gewicht 
8, d. h. mit genau 8 Einsen. Wir nennen diese Wöner Oktaden. Damit folgt für G 
eine bemerkenswcne Eigenschah: Zu je fünf beliebig ausgewählten Stellen gibt es 
genau eine Oktade, welche an diesen Stellen eine 1 hat. Einerseits kann es nämlich 
keine zwei verschiedenen Oktaden Wund W' geben. die an den gleichen 5 Stellen 
Einsen haben, denn sonst hätte das von 0 verschiedene Codewon W + W' weniger 
als 7 Einsen, wogegen ja G Minimalabstand d - 8 hat. Andererseits muß es aber 
zu je 5 Stellen mindestens eine Oktade geben, die an diesen Stellen Einsen hat, 
denn 

[
A hl d] [Anzahl der MÖgliCh-] 
~:ade:r x keiten 5 Ein.~n von - 759 x 

8 auszuwahlen 

24. 23·22. 21' 20 [An~hl der MÖgliCh-] 
- 5 . 4 . 3 . 2 - kelten 5 Stellen aus 

24 auszuwählen 

8'7'6·5'4 
5·4'3'2 

Diese bemerkenswene Eigenschaft des Codes G ist die Lösung eines 1937 von 
E. Wrrr untersuchten Problems: "Aus 24 Personen sollen 759 Vereine gebildet 
werden. Jeder Verein soll aus 8 Mitgliedern bestehen. Fünf beliebige Personen 
sollen jeweils einem einzigen Verein angehören." Etwas weniger anschaulich aus
gedrückt, sollen aus einer 24-elementigen Menge 8-elementige Teilmengen derart 
ausgewählt werden, daß jede 5-elementige Teilmenge in genau einer dieser 8-ele
mentigen enthalten ist. Eine solche Kollektion von 8-elementigen Teilmengen 
nennt man "Steinersystem S(5, 8, 24)". WITT zeigte - worauf es ihm eigentlich 
ankam -, daß die Automorphismengruppe dieses Steinersystems die Mathieu-
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Gruppe M24 ist (als Automorphismus bezeichnet man hier jede Vertauschung der 
24 Elemente, die jede Menge des Steinersystems wieder in eine solche überfübn). 

Diese Gruppe M24 ist eine sogenannte sporadische' einfache Gruppe, d. h. eine 
einfache endliche Gruppe, die sich in keine der bekannten Serien von einfachen 
endlichen Gruppen einordnen läßt. Was eine einfache Gruppe ist (nämlich "Eine 
Gruppe ohne nicht-triviale Normalteiler"), wollen wir hier nicht weiter erklären. 
Ein gewisses Bild erhält man, wenn man sich die einfachen endlichen Gruppen als 
Grundbausteine für die Gesamtheit aller endlichen Gruppen vorstellt. Daher ist 
es eine wichtige Aufgabe, sämtliche einfachen Gruppen zu klassifIZieren. Zur Zeit 
dieser Arbeiten von Win waren neben gewissen Serien einfacher Gruppen nur 
fünf weitere bekannt: die Mathieu-Gruppen Mn, M1z• Mn, M21, M24• Die Gruppe 
M24 ist die größte unter ihnen: sie hat 244 823 040 Elemente. 

Der erweiterte Golay-Code wird von seinen Oktaden erzeugt (jedes Codewort 
ist Summe von Oktaden), wie ein Blick auf Abb. 12 zeigt (man ersetzt das letzte 
Codewort in Abb.12 durch die Summe des letzten und vorletzten und erhält eine 
Basis von C, die nur aus Oktaden besteht). Die Oktaden bilden ein Steinersystem 
S(5, 8, 24). Die Automorphismengruppe dieses Systems ist M24• Also ist auch die 
Automorphismengruppe von C die Gruppe M 24• Erwähnenswert ist in dieselJl 
Zusammenhang noch, daß der oben erwähnte eigentliche binäre Golay-Code in 
(Fz)D als Automorphismengruppe die Gruppe Mn hat. Neben diesen beiden 
binären Golay-Codes gibt es noch zwei weitere nach GoUY benannte Codes. 
Diese sind ternäre Codes, genauer 6-dimensionale Unterriume in (F,)II bzw. 
(F3)IZ. Ihre Automorphismengruppen sind MI! und M12 respektive. 

Das zum erweiterten Golay-Code gehörende Gitter r hat eine Automorphis
mengruppe der Ordnung 224 X I M24 1 (als Automorphismus eines Gitters be
zeichnet man jede Drehung des zugrunde liegenden euklidischen Raums, die das 
Gitter in sich überführt). Mittels dieses Gitters konstruierte J. LEEat 1964 ein 
sehr wichtiges Gitter, das nach ihm benannte Leech-Gitter: seine Ginerpunkte 

sind die Punkte von r' und die Punkte (;~Z, 2:12 ' 2:12 " .. , 2:72 ) + r' (die 

( -3 1 1 1 \ 
um den Vektor 2lT2' 2372' 2312 ' ••• , 2312 ") verschobenen Punkte von r?; 

dabei ist r' das Teilgitter aller Gitterpunkte (#, ... , -ilt) aus r, für die XI + 

X2 + ... + X24 durch 4 teilbar ist. Etwas bequemer und ähnlich der oben gegebenen 
Beschreibung des Gitters Ea kann man das Leech-Gitter (genauer: ein zum eben 
konstruierten Gitter äquivalentes Gitter) auch beschreiben als die Gesamtheit 
aller (XI> ••• , :125) im Minkowski-Raum RZ4, I, wo die Xi ganze Zahlen sind 
und 3XI+5xz+7x3+ ••• +45xn+47x21+51J:z4-14S:l25-0 gilt (R. T. CuaTlS, siehe 
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J. H. CONWAY, N. J. A. 5LOANE: Lorentzian forms for the Leech Lattice, Bull. 
Am. Math. Soc. 6 (1982), 215-217). 

Das Leech-Gitter ist wie das zum Golay-Code gehörende Gitter r gerade und 
unimodular . Es enthält aber keine Vektoren der Länge fi. Es gibt genau 24 gerade, 
unimodulare Gitter (H. Niemeier 1968), aber nur eines unter ihnen enthält keine 
Vektoren der Länge fi, nämlich gerade das Leech-Gitter. Die zum Leech-Gitter 
gehörende Kugelpackung hat die Dichte n I2/121- 0,001929 ... ; dies ist die dich
teste unter alfen bis heute bekannten Kugelpackungen (Gitter- oder nicht) in 
24 Dimensionen. Es gibt genau 196560 Vektoren kürzester Länge 2 im Leech
Gitter. Dies ist die maximale Kußzahl in 24 Dimensionen (ODLYl.ItO, SLOANE 

1979). Die Anz.ahl Nm der Gitterpunkte auf der Kugel vom Radius y2m berech
net man leicht mittels der im letzten Abschnitt skizzierten Theorie (vgl. Abb.13). 

Die Automorphismengruppe des Leech-Gitters hat die Ordnung 
8315553613 086720 000 O. H. CONWAY 1968). Aus dieser Automorphismen
gruppe heraus konstruierte Conway auf einen Schlag drei einfache Gruppen, die 
Gruppen '1,' 2, . 3. Dies war, nach fast 100 Jahren Ruhe auf dem Gebiet der end
lichen einfachen Gruppen. ein Durchbruch. Mittlerweile ist die Liste der ein
fachen Gruppen vollständig. Neben bestimmten Serien gibt es genau 26 ~oradi
sehe einfache Gruppen (vgl. Abb. 14). Die größte unter ihnen ist das sogenannte 
Fischer-Monster mit ca. 8.08 x 10s~ Elementen. Beim Beweis ihrer Existenz 
(R. L. GRIESS. 1980) spielte das Leech-Gitter nochmals eine wichtige Rolle. 

Abb. 13: Die Anzahl Nm der Giner· 
punkte auf der Kugel vom Ra
dius y'2iii beim L!och-Giner. 

THE LEECH LAma IN R14 .. No Pri ... F ... on or N. 

0 I I 
1 0 0 
1 1"560 zo,"'''''1l 
l 167lJI1O 2'1.'''''7'13 
• 391034000 2""""701' , 4629311120 2, .. ,1.""'3'23 
6 34417656000 2"3""'7· I H 7-1 03 
7 111"'"35'60 2""""7-13'2) 
1 1 .... 79774100 2'·,,·,1.7·1J· 171. I" 151 
9 29"" 1 ... 1000 2""""'7'U.U' 

10 .... '''1299610 2""'''''13-2''12953 
11 210'2945910000 212·,I.,O,HI·13·I7·23 
U '~16236999J60 2'·,1.,.,1.1,1."'50093 
13 16993109']26710 2 .. ·"·'·' .. 1,.. ... ' 
I. "."35"352000 2'·3'·5'·'·"·23·.HI" ., .20166620115360 2'1."""'1"17' "'2"1097 
16 1 .... 90090321000 2"""""1"" 1'1161 
17 32."'1112232960 2U·'··5-7·13·23o 116993 
11 I 6096112661243910 ~ 3'· ,.,*·13·17-l606S"'0' 
19 11~'5OOI16I96000 2,a.,I.S'·7-I3·n·I'" 
20 119421439155275360 2'·3'·"'a. I'· 23·11."115709 
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/11" -- . , ~JlS·II. 7 •• _ .......... 
/11" -- . , 2-Jl5·11- .... 

....... Miltr 

/11" - lI7l J'Jl$·"·1I - 4O,DI ............ 
/11" - lI7l 2'JlJ·'·II·D ........ --
/li .. 

_ .... 
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_l1li_1. --- D.H ...... _ ..., 
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1IDIt« .1, 0._ ... _ .. .... 2'JIS· ., ....... m.. . - --.. .J, -----1.Ce. c-., .... )11"""11·13·11 ••• IS7.77I-..t43 .... 
c-.,._ 

-J·c.1 c-., :I 2.)1$17·11-),). G.lD5.GI.ll1_ 
c-.,._ 

.".c., c:-. 2"''''''·11-2:1- .......... c-.,._ i ... - -.G._ .......... .... 2"3'P'7J,,7 - .......,., .. 
• 11/1/11 

Mtzn., .. - .... 2""',..1·U - ••• MUI ......... .'. 
.... DI."" - .... JI'J"S'·'·II·U·".22 - • .-..... _.-. '-
MUIJ'.Ir. - .... PJOOS21>II·U·1T·22·3. 1.a.a .... _.T2l.2l1D 

• .... ·'IIA 
".!,S ,-- ,.,. _·II·;n·,. .... 51 ... ,"_ .. - --=---- - ~·1J·3·"''''_ .- -
~".07G -- ...., J9J05·7III·II·J1 • __ 

,.ns .................. ...., 2"_'·1J·"·II·D-:II-C'. 4.., " .. .'.'- -r." •• -...-- "" 
2-_13·11·11_ ..... __ --ar.acs." ...... c.. ....... 1-.iIII; "" ~·1I·"· __ ., -----11.'- - -_U'lJIIT·II·2I·. - ..... -n·.·71 ... " ... 

J. - l1li PM·T·IIIJ1·II·21·,.oG - .. __ .su.----c-.,.",-
Abb. 14: Di. 26 sporadischen einfachen Gruppen. Du Datum der Entdcc:kunc ist im All~ 

nicht identisch mil dem Z.ilpunkt des Nachweises ihrer Existenz. 
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