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Vorwort

Ziel dieses Buches ist es, auf mdglichst wenigen Seiten eine Einfithrung
in die Funktionalanalysis zu geben. Die Funktionalanalysis ist ein sehr
umfangreiches Gebiet der Mathematik ; wir beschriinken, uns hier auf ein
besonders interessantes und anwendungsreiches Teilgebiet, nimlich die
Theorie der normierten Réume und der linearen Operatoren. Andere
wichtige Teile wie die Theorie der topologischen Vektorriinme oder der
Distributionen werden tiberhaupt nicht beriihrt. Es ist nicht unser Anlie-
gen, den ausgewihlten Stoff in groBter Allgemeinheit darzustellen. Im
Gegenteil, oft beschriinken wir uns anf den einfachsten Fall, an dem sich
in der Regel schon die grundlegenden Methoden und Ideen kennenlernen
lassen.

Das Buch wendet sich an Mathematiker und Physiker, die die mathe-
matischen Grundvorlesungen gehort haben und damit beginnen wollen,
sich in einem Teilgebiet der Mathematik vertiefte Kenntnisse anzueignen.
Fiir einen Mathematiker, der sich intensiver mit der Funktionalanalysis
beschiiftigen will, kann dieses Buch selbstverstindlich nur eine erste Ein-
fithrung sein. Wir hoffen jedoch, daB es das Studium weiterfithrender
Biicher vorbereiten kann, z. B. das Studium des vielfach umfangreicheren
und tiefergehenden Werkes von Duxrorp-Scawartz, Was an Vorkennt-
nissen vorausgesetzt wird, findet sich am besten und fiir die Lektiire die-
ses Buches a geeignetesten in J. DiEupony#: “Foundations of Mo-
dern Analysis”, wo der Leser insbesondere auch mit der knappen und
axiomatischen Darstellungsweise der modernen Mathematik vertraut
gemacht wird. Um die Lektiire unseres Buches zu erleichtern, haben wir
in zwei Anhéingen die bendtigten Grundbegriffe aus der mengentheore-
tischen Topologie und das Lemma von Zorn zusammengestellt. AuBerdem
findet sich in Kapitel III eine Einfithrung in die Theorie des Lebesgue-
Integrals.

Dieses Buch ist von Nicht-Experten geschricben. Es erhebt keinerlei
Anspruch auf Originalitiit. Das Buch geht auf eine Vorlesung zuriick, die
der erstgenannte Verfasser im Wintersemester 1963/64 und im Sommer-
semester 1964 an der Universitit Bonn gehalten hat und die laufend vom
zweitgenannten Verfasser und von Herrn WErRNER MEY R aufgezeichnet
wurde. Das so entstandene Vorlesungsskriptum (vervielfiltigt im Mathe-
matischen Institut der Universitit Bonn 1964 und 1965) wurde zur Ver-
offentlichung in Buchform vom zweitgenannten Verfasser noch einmal
iiberarbeitet und ergiéinzt. An vielen Stellen folgt der Text weitgehend
anderen Biichern oder Originalarbeiten. Im Literaturverzeichnis haben
wir alle benutzten Quellen — soweit wir uns nach den vielen Jahren noch



[] Vorwort

an sie erinnern konnten — zusammengestelit. Daf wir uns zur Heraus-
gabe des Skriptums als Buch entschlieSen konnten, geht vor allem auf
den Rat von Herrn Heinz Ko6N1e zuriick, der sich das urspriingliche
Vorlesungsskriptum angesehen hat und dem wir fiir viele Ratschlige und
Verbesserungen herzlich danken, wobei die Verantwortung fiir alle
Miingel des Buches natiirlich bei den Verfassern bleibt. Wir danken auch
Mitarbeitern des mathematischen Instituts in Bonn, die vor Verviel-
faltigung der Vorlesungsniederschrift den Text kritisch durchsahen, vor
allem den Herren D. Arrt, K. H. MAYER, WERNER MEYER und E. Ossa.
Dem Bibliographischen Institut danken wir fiir die jederzeit gute und
angenehme Zusammenarbeit.

Bonn, F. HIRZEBRUCH
den 30. September 1970 W. SCHARLAT
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Kariren I

Metrische Riume

Ein metrischer Raum ist eine Menge, fiir deren Elemente (= Punkte)
ein geometrisch sinnvoller Abstandsbegriff definiert ist. Deshalb kann
man wie in der Infinitesimalrechnung von offenen Mengen, Haufungs-
punkten, konvergenten Folgen, Cauchy-Folgen und anderen topologi-
schen Begriffen sprechen. Dabei setzen wir die Grundbegriffe der mengen-
theoretischen Topologie als bekannt voraus. (Vgl. auch Anhang 1.)

Der Begriff des metrischen Raumes ist fundamental in der Analysis.
Wir werden aber nur die Grundlagen der Theorie der metrischen Riume
entwickeln. Die einzigen etwas schwierigen Resultate sind der Satz von
Baire und der Satz von ARZELA-ASCOLI

§1. Metrische Riiume und ihre Topologie

Delinition 1.1. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), bestehend aus
einer Menge X und einer Abbildung (Abstandsfunktion)

d: XX X - {0, 00)
mit folgenden Eigenschaften:
iy d(z,9)=0 & z=y.
() d(x, y)=d(y, 2).
(i) d(z, ) <d(z, y)+d(y, ) (Dreiecksungleichung).

Wir nennen d auch Metrik.

Beispiel 1.2. Aus der Infinitesimalrechnung kennen wir fir X =R"
die beiden folgenden Metriken d, und d,:

E—
dy (2,y) = l > (@ —y)?
i=1
dy(z, y) =sup lz;— il
Folgende Ungleichung wird oft gebraucht:
Lemma 1.3. Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt fiir alle u, a’, b, b’€ X :
|d(a,a’) —d(b,b)| Sd(a, b)+d(a, b).
Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt:
d(g,a) < d(a,b)+d(b,b")+d(V,a),
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daher
d{a,a’) —d(b,b)<d(a, b)+d(a’, b)
und ebenso
db,b')—d(a,a)=d(a,b)+d(a’,b), qed.
Sei (X, d) metrischer Raum. Wir machen X folgendermaBen zu einem
topologischen Raum:
Fiir z€ X und &> 0 heiBt

U(z, &) ={y|ye X und d(z, y)< &}

&-Umgebung von z. Die U(x, ¢) nennen wir auch offene Kugeln. Die
£-Umgebungen haben folgende Eigenschaften:

Lemma 1.4.

(i) =xzeU(z,e&).

(i) Uz, ) Uz, e,)=U(x, &), wobei e=inf(s, &).

(iii) ye U(x, &) => Uy, e —d(x, y))<U(x, &).

Beweis: (i), (ii) sind trivial, (iii) folgt aus der Dreiecksungleichung.

Delinition 1.5. Eine Teilmenge V von X heift offen, falls es fir alle
xeV ein £>0 gibt mit U(z, )< V.

Satz 1.8, Sei (X, d) metrischer Ruum. Dann ist die Menge der offenen
Teilmengen von X eine Topologie fiir X, die X zu einem Hausdorff- Raum
macht.

Beweis: Wir haben zu zeigen:

(i) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
(ii) Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen ist offen.

Das erste ist klar, das zweite folgt aus 1.4.(ii).

Sind z, ye X zwei verschiedene Punkte und ist e= #d(x, y), so gilt
U(z, &)~ U(y, ) =9. Also gilt das hausdorffsche Trennungsaxiom, g.e.d.

Aus 1.4.(iii) folgt, daB die e-Umgebungen selbst offene Mengen sind.

Den metrischen Raum (X, d) bezeichnen wir oft auch einfach mit X.
Unter X verstehen wir auch den durch (X, d) gegebenen topologischen
Raum.

Ist (X, d) metrischer Raum und 4 Teilmenge von X, so definiert die
Beschriinkung d] , . 4 eine Metrik auf A. Die durch diese Metrik definierte
Topologie von A stimmt mit der Relativtopologie der Teilmenge 4 des
topologischen Raumes X iiberein. (Vgl. Anhang I.)
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Sind (X, dy), (Y, dy) metrische Riume, so ist auf X X ¥ eine Metrik d
definiert durch

a((x, y), (@, ¥')) =dx (2, ) +dy (4, ¥),

d.h., das Produkt X x Y ist in kanonischer Weise ein metrischer Raum.
Man sieht leicht, daB die durch die Metrik von X X ¥ induzierte Topologie
gleich der aus der Topologie bekannten Produkttopologie ist. (Vgl. An-
hang L.}

Definition 1.7. Es seien (X, dy) und (Y, dy) melrische Riume. Eine
Abbildung f: X—> Y heifit Isomelrie, wenn fir alle x, #’€ X gilt

dg(z, &) =dy ({(2), {(z)).

Die beiden Rivwme heifen isometrisch, falls eine surjektive Isomelrie existiert.
Man sieht unmittelbar, daB eine Isometrie f injektiv ist.

Es seien (X, dy), (Y, dy) metrische Rédume und f: X->Y eine Ab-
bildung. f heiBt stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Delinition 1.8. Unter denselben Voraussetzungen heifit f stetig in xe X,
wenn es zu jedem &> 0 ein 6> 0 gibl, so dap fir alle 2’ € X mitdy(x, ') < 8
gilt dy (f(2), f@)) < e

Die beiden Definitionen sind vertriiglich, denn

Lemma 1.9, | ist genau dann stetig, wenn f sietig in allen xeX ist.

Beweis: Ist f stetig, so ist fiir alle ¢ X die Menge f! (U (f(=), e)) offen
und enthilt also mit z auch eine Umgebung Uz, 6) firr geniigend klei-
nes 6> 0.

Sei V¢ Y offen und xe f-1(V). Fiir geniigend kleine ¢ ist U (f(x), &)< V.
Wegen der Stetigkeit in 2 gibt es zu £>0 mit U(f(x), )<V ein 6>>0
mit f(U(x, 8))c U(f(x), ), also U(x, 6)<f-1(V), also ist f-*{V) offen.

Delinition 1.10. Es seien (X, dy), (Y, dy) metrische Riume. Eine Ab-
bildung f: X —>Y heift gleichmipig stetig, falls es zu jedem €>0 ein
8> 0 gibt, so daf aus d(xz, 2’} << 8 folgt d(f(x), f(z)) <&

Man tberlege sich, daB die Metrik

d: Xx X - <0, o0)

gleichmiBig stetig ist (wenn X x X mit der oben angegebenen Metrik
und das Intervall <0, 00) mit der iiblichen, mittels des Absolutbetrages
definierten, Metrik versehen ist).
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§2, Vollstindige mefrische Riume

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Eine Folge {#,}y,, ... von Punkten aus X konvergiert per defini-
tionem gegen a€ X, falls es fiir jedes £>0 ein n, gibt, so daB fiir alle
n>n, gilt dia, a,)< &; mit anderen Worten: Jede e-Umgebung von a
enthiilt fast alle Glieder der Folge.

Eine Folge konvergiert gegen hochstens einen Punkt a. Dieser heiBt
dann Grenzwert oder Limes der Folge, und man schreibt a =”I_i_>mw a,.

Lemma 2.1, Sei X ein metrischer Raum und A4 eine Teilmenge. Dann
ist die abgeschlossene Hiille A von A die Menge aller xz¢ X, so da es eine
gegen x konvergente Folge {a,} mit a,€ 4 gibt.

Beweis: Ist zc A, so liegt in jeder Umgebung U(x, 1/n) ein Element
a,€ 4. Die Folge {a,} konvergiert gegen x. Ist umgekehrt z=1lim a,,
so liegt in jeder Umgebung von 2 ein a,, also z€ 4.

Eine Folge {u,} heilt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem £>0 ein 2,
gibt, so daB fiir alle n, m> n, gilt d(a,, a,) < e.
Jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge, wie unmittelbar aus

d(ty, ay) S dfay, @) +d(ay, a)
folgt.

Der metrische Raum X heift vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
in X konvergiert.
Der metrische Raum IR™ ist bekanntlich vollstindig. (Welche der
Metriken aus Beispiel 1.2 man benutzt, ist gleichgiiltig.)

Lemma 2.2, Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum. Dann gilt fiir
jede Teilmenge 4 von X

A abgeschlossen & A vollstindig.

Beweis: ,,=* Sei {a,} Cauchy-Folge in dem metrischen Raum 4.
Dann ist {a,} Cauchy-Folge in X, nach Voraussetzung also konvergent
in X, d.h., es gibt ein xy¢ X mit lim a, = #,. In jeder Umgebung von z,
liegen fast alle Glieder der Folge, also enthilt jede Umgebung von z,
ein Element von A. Bezeichnet A die abgeschlossene Hiille von 4, so
gilt xye 4, also x,6 4. Folglich ist 4 vollstindig.

wé& " Sei zye 4;d.h,, fiir alle n > 0 gibt es eina, € A mit d(xy, a,) < 1/n.
Also ist {a,} Cauchy-Folge in A, die gegen x, konvergiert. Wegen der
Vollstindigkeit von 4 gilt r,€ 4, also ist 4 abgeschlossen.
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Wir zeigen nun, daB man zu jedem metrischen Raum (X, d) auf ein-
deutig bestimmte Weise einen vollstindigen metrischen Raum (2, d)
konstruieren kann, der X als dichten Teilraum enthilt, d.h., die abge-
schlossene Hiille von X beziiglich der Metrik von X ist der ganze Raum X

Satz 2.8, Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstindigen
metrischen Raum (X, d) und eine Isometrie i: X — X, so dap gilt 1(X) = X.
Der metrische Raum (2?, d) zusammen mit der Isometrie i: X —~X ist (bis
auf Isomorphie) eindeutig durch den metrischen Raum (X, d) bestimmt.
(X, d) heit Vervollstindigung (oder Komplettierung) von (X, d).

Beweis: Wir zeigen zundichst die Eindeutigkeit. Sei (f, d) ebenfalls
Vervollstindigung von X und j: X X die zugehorige Isometrie. Dann
ist A’ =340j~1: j(X)->i(X) eine Isometrie. Wegen 7(X) == X gibt es genau
eine stetige Abbildung A: XX mit hlj( x):-—h’. Man verifiziert leicht,
daB & eine surjektive Isometrie ist.

Wir konstruieren jetzt den Raum (f, 3), itberlassen die Einzelheiten
des Beweises aber dem Leser. Diese Konstruktion entspricht genau der
aus der Infinitesimalrechnung bekannten Konstruktion von R als Ver-
vollstindigung von @. Es sei CF(X) die Menge aller Cauchy-Folgen im
metrischen Raum X. In CF(X) fithren wir eine Aquivalenz-Relation ~
ein, Fir {z,}, {x,}€ CF(X) wird definiert:

{2} ~ {2} & {d(2,, 23)} ist Nullfolge.

Sei X die Menge aller Aquivalenzklassen: b'¢ =CF(X)/~. Um d zu defi-
nieren, wilhlen wir Reprisentanten {x,}, {y,} von Elementen z, yef
und definieren:

d(z, y) = lim d(zy, 4,)-
Dann ist zu zeigen:

@)  {2(zy) Yn)lnon,a, .. konvergiert.

(ii) Die Definition von d ist unabhéngig von der Auswahl der Re-

prisentanten.

(iii) d ist Metrik.

Die Isometrie i: X - X wird definiert durch z+» Klasse der stationiren
Folge z, %, z, ... Klarerweise ist i Isometrie. Um ;"(—X_)-—e:)? zu zeigen,
ist zu beweisen, daB in jeder e-Umgebung von zeX ein Element von
#(X) liegt. SchlieBlich muB noch bewiesen werden, daB X tatsiichlich
vollstiandig ist, d.h., daB jede Cauchy-Folge konvergiert.
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Wir skizzieren noch eine andere Konstruktion von f, die wir einer
Mitteilung von H. K6Ni¢ verdanken:

Gegeben ist ein metrischer Raum (X, d). Es sei

Z={p: X—>R|g(@)—oy) <d(z,y) (=) +e(y) fir alle z, yeX}.

Insbesondere nimmt also jede Funktion ¢ aus Z nur Werte =0 an.
Fiir g, ypeZ gilt

p(x)— () =y (@) +v(@),
also

lp@) —y@)]| =) +v().
Also ist

D(p,p)= sup Jp(x) —w ()]

endlich. Man priift nun leicht nach, daB 1) eine Metrik auf der Menge Z
ist. Z ist also ein Teilraum des im niichsten Paragraphen eingefiihrten
fastmetrischen Raumes F(E,R). Es ist leicht zu sehen, daB Z abge-
schlossen in F(E,RR) ist. Wegen der Vollstindigkeit von ¥(E, R) und
Lemma 2.2 ist also auch Z vollstindig. Wir betten nun X auf eine
Weise isometrisch in Z ein, die den Grundgedanken dieser Konstruk-
tion von X klarmacht:

ac X werde abgebildet auf g, mit ¢,(z)=d(a, ). Aus der Dreiecks-
ungleichung fiir d folgt, daB g,€Z. Um zu zeigen, daB a v ¢, eine Iso-
metrie ist, setzen wir in die Ungleichung

19a(2) —p(DN S @, (9) + ()
den Wert y=a ein und erhalten
|@s (2}~ p(z)] S @la).

Setzt man z=a, so folgt unmittelbar D(g,, ¢)=@(a). Insbesondere
hat man also
D@y gp) =d(a, b),
d.h,, arr @, ist Isometrie.
Wir behaupten nun, daB

X ={(pez| inf ¢(x)=0)

ein abgeschlossener, also vollstindiger Unterraum von Z ist. Ist némlich
@ in der abgeschlossenen Hiille von X, 00 gibt es ein ye X mit D(gp, y) < s.
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Zu y gibt es ein x mit p(z) < &, also @(z)<<2e Das Bild von X liegt
dicht in X, denn aus g(a) < ¢ folgt fiir alle

lpa (@) — () Spla)<e.
Damit ist alles gezeigt.

Lemma 2.4, Sei X ein metrischer Raum und A ein Teilraum. Dann
ist 4 vollstindig genau dann, wenn jede Cauchy-Folge {a,} mit a,c A in
X konvergiert.

Beweis: Konvergiert jede solche Cauchy-Folge, so sehen wir mittels
2.1, daB die abgeschlossene Hiille von 4 in X gleich der abgeschlossenen
Hiille von 4 in X ist. Also ist 4 als abgeschlossener Teilraum von X
vollstindig. Die umgekehrte Richtung der Behauptung ist trivial.

§ 8. Metrische Riiume von Abbildungen

Wir benétigen eine kleine Verallgemeinerung des Begriffes ,,metrischer
Raum®. Es sei {0, oo} die in natiirlicher Weise total-geordnete, topo-
logisierte und mit einer Addition versehene Menge <0, o) {co}. Eine
Fastmetrik ist eine Abbildung d: X x X-+<0, oo), die im iibrigen die-
selben Eigenschaften wie eine Metrik hat. Der einzige Unterschied ist
also der, daB in einer Fastmetrik zwei Punkte den Abstand co haben
konnen. Aus einer Fastmetrik d kann man leicht eine Metrik herstellen:

Sei f(z)=1-— T—:—_—; ; €40, 00D, Dann ist d’ = fod eine Metrik fiir X

und zwar definiert d’ dieselbe Topologie wie d. Was wir in §1 iiber
Metriken gesagt haben, gilt auch fiir Fastmetriken.

Sei (X, d) metrischer Raum, E eine belicbige Menge. Es bezeichne
F(E, X) die Menge aller Abbildungen von £ in X, Mit der Abstands-
funktion D, definiert durch

D(f! g) =‘seug d(f(t)r g(t)), fs gEF(Ev X)!
wird — wie man sich leicht iiberzeugt — F(&, X) ein fastmetrischer
Raum.

Es existiert eine kanonische isometrische Abbildung ¢: X - F(Z, X)
definiert durch i(x)(e) =« fir alle z€ X und e€ £.

Lemma 8.1. Es ist 1(X) abgeschlossene Teilmenge von F(E, X).

Beweis: Wir zeigen, das Komplement von $(X) ist offen. Sei f¢i(X),
d.h., f ist nicht konstant, d.h., es gibt t,, t;€ E mit f(£,) 5= f(£,). Sei e=
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Fd(ft), f(ty), also £>0. Um zu beweisen F(E, X)—i(X) ist offen,
zeigen wir

U(f, )< F(B, X)—i(X).
Aus d'(f, g) < ¢ folgb

d(f(tl)! g(tl)) <é&, d(f(tz)» g(ta)) <e.

Folglich gilt g(f,) +9(f2), denn andemnfalls wiire d(f(t,), f(f2)) < 2. Also
ist g nicht-konstant, g.e.d.

Wir identifizieren X oft mit seinem Bild ¢(X) in F(E, X). Die Metrik
auf F(E, X) bezeichnen wir dann auch mit d anstatt mit D, denn D
ist ja eine kanonische Fortsetzung von d.

Korollar 3.2. F(E, X) vollstindig => X vollstindig.

Beweis: Lemma 2.2.
Es gilt auch die Umkehrung:

Lemma 3.8. Ist X vollstindig, so ist auch F(E, X) vollstindig.

Beweis: Sei {f,} Cauchy-Folge in F(&, X), d.h., fiir alle 6> 0 gibt es
ein 7y, 50 daB d'(f,, f,,) < & fiir alle n, m>n,; fiit alle te £ gilt dann
d(f,(0), () < & Also ist fiir alle ¢ die Folge {f,(¢)} eine Cauchy-Folge
in X.

Nach Voraussetzung konvergiert {f,(!)}. Wir kénnen daher eine Funk-
tion f: E— X definieren durch

1®=Jim f().

Wir haben noch zu zeigen: Die Folge {f,} konvergiert gegen f.

Wegen der Stetigkeit von d und d(f,(t), f,,(£)) < ¢ fiir alle m, n>n,
und alle ¢ folgt mit m gegen co aus der Definition von f(f): Fur alle
£>>0 gibt es ein n,, so daB fiir n> n, und alle t¢ £ gilt

d(fu(t)r f(‘)) <e,
d.h.

sup d(’n(t)v f(t)) <e, q-e.d.
teE

Konvergenz einer Folge {f,} in F(E, X) ist gleichmdifige Konvergenz (im
Sinne der Infinitesimalrechnung). GleichmiBige Konvergenz impliziert
natiirlich punktweise Konvergenz. (Eine Folge {f,} in F(E, X) heiBt
punktweise konvergent, wenn fiir alle t€ E die Folge {f, (1)} konvergiert.)
Sei £ ein topologischer Raum, (X, d) ein metrischer Raum. Es be-
zeichne C(E, X) den Raum der stetigen Abbildungen von £ in X.
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Eine Abbildung f: E— X heiBle stetig in t€ B, falls es fir alle >0
eine Umgebung U von ¢ gibt mit f(U)< U(f(?), &). Ist f stetig in allent,
80 nennt man f stetig. Wie bei metrischen Riumen (Lemma 1.9) ist f
stetig genau dann, wenn das Urbild jeder offenen Menge von X offen
in & ist.

Satz 8.4, Es ist C(E, X) abgeschlossene Teilmenge von F(E, X).

Beweis: Sei C;(E, X) die Menge aller Funktionen f: E—X, die in ¢
stetig sind. Es gilt
CE X)= ‘nE Cy(B, X).
€

Es geniigt also, folgendes Lemma zu zeigen.
Lemma 8.5. Es ist Cy(E, X) abgeschlossene Teilmenge von F(E, X).

Beweis: Wir zeigen, F(E, X)— C,(E, X) ist offen. Ist f aus dieser
Menge, also nicht stetig in ¢, so gilt: Es gibt ein £> 0, so daB fiir jede
Umgebung U von ¢ ein t'eU existiert mit d(f('), f(£)) =e. Sei nun
ge U(f, #¢). Dann gilt

dlg), {0) <e und d(g(t), f(E))<Fe,
d.h. es gibt ein £>>0, so daB fiir alle Umgebungen U von ¢ ein t'e U
existiert mit d(g(t'), g(t)) = %¢ (denn aus d(g(¢'), g()) << %¢ wiirde folgen
d(f(¢), f(£)) < £). Also ist g nicht stetig in ¢, also
U(f, $e)<F(E, X)—Cy(E, X), q.ed.
Korollar 8.6. Ist X vollstindig, so ist auch C(E, X) vollstindig.

Beweis: 2.2, 3.3 und 3.4.
Der nun folgende Satz von ArzeLa-Ascori wird nur in Kapitel VII
benétigt und kann beim ersten Lesen iiberschlagen werden.

Definition 3.7. Der metrische Raum X heift prikompakt, wenn es fiir
alle £>> 0 endlich viele Elemente x,, ..., 2.6 X gibt mit

k
X=U Ulx;, e).
i=1
Lemma 3.8. Sei X metrischer Raum. Dann ist X genau dann kompakt,

wenn X prakompakt und vollstindig ist.

Beweis: Aus der Kompaktheit folgt trivial die Prikompaktheit. Ist
X kompakt, so ist nach Anhang I der Raum X abgeschlossen in X, also
ist X =X, also ist X vollstindig.

2 Hirzebruch, Funktionalanalysis
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Um das Umgekehrte zu zeigen, nehmen wir an:
X=UV;, V, offen,
iel

und X ist nicht Vereinigung von endlich vielen der ¥;. Dann konstruieren
wir fiir jedes ne N ein
1
Up=U (%nr )y =12

mit U, U, __,=9 und so, daB U, nicht von endlich vielen der V; tiber-
deckt wird. Nach Voraussetzung ist X Vereinigung endlich vieler offener
Kugeln mit dem Radius #. Es gibt also eine solche Kugel U, = U(z,, 3),
die nicht von endlich vielen der V; iiberdeckt wird. Nach Voraussetzung

wird U, iberdeckt von endlich vielen Kugeln vom Radius%. Also
existiert U, = U(x,, ) mit U;nU,= @ und U, wird nicht von endlich
vielen ¥, iiberdeckt. Diese Konstruktion wird induktiv fortgesetzt. Die
Folge {,}y~,,3,.., st Cauchy-Folge, nach Voraussetzung also konvergent.
Thr Limes x liegt in einem W;,, also gilt U, <V, fiir geniigend groBes .
Widerspruch!

Lemma 8.9, Sei X ein metrischer Raum und A ein Teilraum. 4 ist
genau dann prakompakt, wenn 4 prikompakt ist. A ist genau dann relativ-
kompakt, wenn A prikompakt und 4 vollstindig ist.

Beweis: Ist A prikompakt, so gibt es zu £>>0 endlich viele Punkte
a;e4 mit U Ula;, €/2) >A. Dann gilt U Ula;, €)>4. Ist 4 prikompakt,
t 3
80 gibt es zu £>>0 endlich viele Punkte a;€4, so daB U Ula;, £2)>4.
t
Wiihle b;e A mit d(a;, b;) < ¢/2. Dann gilt U(b;, &) >U(a;, ¢/2), also tber-

decken die U(b;, ¢) ganz 4. Die zweite Behauptung des Lemmas folgt
unmittelbar aus dem schon bewiesenen und dem letzten Lemma.

Satz 8.10 (ArzELA-AscoLI). Sei B kompakter topologischer Raum, (X, d)
metrischer Raum und C(E, X) der Raum der stetigen Funktionen von E
in X. Ses HCC(E, X). Dann gilt:

H 1st relativ-kompakt

& (i) H ist gleichgradig stetig

(ii) fir alle ec E ist H{e)= {f(e)| fc H} relativ-kompakt in X.

Dabei heilt ,,H ist gleichgradig stetig®‘: Fiir alle ee £ und £>0 gibt

es eine Umgebung U, von e, so daB d(f(c), f(e)) < ¢ fiir alle ce U, und
alle fe H.
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Beweis: ,,=> (Fir diesen Teil der Behauptung wird die Kompaktheit
von E nicht gebraucht.) Wir zeigen zunéchst:

(i) H ist gleichgradig stetig.

Es seien ec E und ¢>> 0 vorgegeben, H ist relativ-kompakt, also pri-
kompakt. Also gibt es fy, ..., € H mit d(f, f;)< &/3 fiir alle fe H und

geeignetes 3. Wir betrachten die offenen Mengen

U,= {c| d(f;(e) fi(e)) < —g fiir alle i} .

Dann gilt fiir alle ce U,, alle fe H und ein geeignetes ¢, das von f abhéngt,
d(f (), (&) S d(f(c), f;(e)) +d(file), fi(e)) +d(f;(e), fle))
€ £ £
<gtgtyg-

Wir zeigen nun:

(if) Fir alle ec £ ist H(e) relativ-kompakt.
Offenbar folgt aus # prikompakt, da H(e) prakompakt ist. Nach dem
letzten Lemma, bleibt zu zeigen, daB H{e) vollstindig ist. Sei {f;(e)}i—, 4, ...
eine Cauchy-Folge in X mit f,e H. Da H relativ-kompakt ist, besitzt
{f;} eine in C(E, X) konvergente Teilfolge; also konvergiert auch die

entsprechende Teilfolge von {f;(e)} in X und damit die Folge {f;(e)}
selbst. Nach 2.4 ist H(e) vollstindig.

w&* Wir beweisen wieder unter Verwendung von 2.4 zunichst:
(i) H ist vollstindig.

Es sei {f;}i=y,s,... cine Cauchy-Folge, f;€ H. Nach Voraussetzung
ist H(e) relativ-kompakt, {f;(e)} enthilt also eine konvergente Teilfolge.
Da {f;(e)} eine Cauchy-Folge ist, ist sie konvergent. Sei g{¢) =1lim f;(e).

Wir zeigen, daB g stetig ist.

Es seien e€ E und £>> 0 vorgegeben. Wegen der vorausgesetzten gleich-
gradigen Stetigkeit gibt es eine offene Umgebung U, von ¢ mit

d(fi(0), fi(e)) < -83— firalle ceU, und alle f;.
Dann gilt fiir alle c€ U, und fir 4, hinreichend gro8 (abhingig von c)
d(g(e), g(e)) Sd(g(e), fi, () +d(fi, (e}, i (&) + d(fi, (), g(€))
& & &
< 3 + 3 + 3

PAd
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Bisher wissen wir nur, daB g punktweiser Limes von {f;} ist. Es bleibt
zu zeigen, da g gleichmiBiger Limes ist. Wegen der Kompaktheit von
E, der gleichgradigen Stetigkeit von H und der Stetigkeit von ¢ gibt
es offene Mengen Ue’ o=1,..., k, und Punkte €€ U'P mit

E=Uv...uU,

d(fe) He) <5 und d(gle)gleg) <5
fiir alle ce U, und alle feH.
Es gibt ein N, so daB firr > N gilt

a(f;(eg)s 9(e,)) <§ fir o=1,..., k.

Firi> N,ceE (z.B.ceU A konnen wir dann folgendermafBen abschiitzen:

d(f;(c), g(0)) Zd(f;(0), f;(ep)) +d(f;(ep)s 9ley)
+d(gle) gle))<e, qed.
Nach 3.9 bleibt also zu zeigen:
(ii) H ist prikompakt.
Wir arbeiten mit denselben U,, ¢, wie in (i). Nach Voraussetzung ist
H(e,) relativ-kompakt, also ist
13
K= U H(e,)
0=1
relativ-kompakt, also prikompakt. Also wird X iiberdeckt von endlich
vielen ¢/6-Kugeln:
m U &
Ke U, (b F) :
Wir betrachten folgende Menge von Abbildungen
P={p:{1,...,k} > {1,...,m}}.
Fiir g€ @ definieren wir offene Mengen

Ly={fe Hd(fted byo) < far i:l,...,k}.

Offenbar gilt H= U L,. Es geniigt jetzt zu zeigen, daB zwei Elemente
peED
f, g€ Lv, héchstens den Abstand & haben, d.h.
d(f(c), g(c))< e firalle ceE.
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Sei ¢ € U, dann schitzen wir so ab:

d(f(c), g(c)) = d(f(c), fle)) +d(f(e;) b«p(i))
+d(by iy 9(e)) +d(gle;) g(c))

€ € & &
< '§‘ + 'é' + —6'" -+ 3 q.e.d.
Meistens spricht man den Satz von ArzerA-AscoLl in folgender Form aus:

Korollar 3.11. Sei X kompakter topologischer Raum und H<C(X, C).
Dann gilt
H relativ kompakt < H gleichgradig stetig und H beschrinkt.

(Eine Teilmenge eines fastmetrischen Raumes heiBt beschriinkt, wenn
gie in einer geniigend groBen Kugel U(X, ¢), ¢< oo, enthalten ist.)

Beweis : Ist H beschriinkt, so sind natiirlich alle H(x) relativ kompakt
in €. Sind umgekehrt alle H(z) relativ kompakt, so folgt aus der gleich-
gradigen Stetigkeit von H und der Kompaktheit von X, daB H be-
schrinkt ist, g.e.d.

§ 4. Der Satz von Baire

Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge 4 von X heilt dickt
(in X), falls A = X. Sie heiBt nirgends dicht, falls 4 keine inneren Punkte

enthilt, d.h. 4= 6.

Die e-Umgebungen U(w, ¢) in einem metrischen Raum haben wir
offene Kugeln genannt. Die Punktmengen K(xy, &) = {z € X|d(x, x) = ¢}
nennen wir abgeschlossene Kugeln. Beachte, daB K(x,, ¢) im allgemeinen
nicht die abgeschlossene Hiille von U(x,, ¢) ist.

Lemma 4.1. Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt

(i) A<X nirgends dicht &> A enthilt keine offene Kugel.

(ii) Ist A abgeschlossen, so ist A nirgends dicht genaw dann, wenn jede
offene Kugel nichtleeren Durchschnitt mit X — A hat.

Beweis: Klar!

Lemma 4.2. Sei (X, d) vollstindiger meirischer Raum und {E};—; o ..
eine Folge abgeschlossener Kugeln E;=K(x;, &) mit lim g;==0 und
E\>E,> ...

(o]
Dann gibt es genau ein x€ X mit (\ E; = {x}.
i=1
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Beweis: {z;} ist Cauchy-Folge, denn firr j=1 gilt d(z;, ;) <¢;, und
{¢;} ist Nullfolge. Sei x :== lim z;. Es gilt z¢ ﬂ E;, denn aus d(z;, 7;) < &;
folgt wegen der Stetlgkext von d, daB d(x,, ) S Isbye ﬂ E;, so
gilt d(x, y) Sd(z, 2) +d(x;, y) <28, also z=y.

Satz 4.3 (Barre). Sei (X, d) vollstindiger meirischer Raum, und 4,,
A,, ... seien abgeschlossene Teilmengen von X, Es enthalte |} A; eine offene
1
Kugel. Dann gibt es ein i, so daf A; eine offene Kugel enthdlt.
Eine dquivalente Aussage ist:

Die Vereinigung abzihlbar vieler nirgends dichter abgeschlossener Mengen
hat keine inneren Punkte,

Beweis: Sei U,= U(w,, &) enthalten in U4;. Wir fithren folgende
Annahme zum Widerspruch:

Fir alle £>0 und 2z € X und i€N gilt (X —4,)~U(z, €)= 0.

(X — 4,)" U, ist offen und nach Annahme nicht leer. Also gibt es eine
abgeschlossene Kugel K, := K (z;, §); 0< 5 <1 mit K,(X — 4,) ~U,.
Dann ist (X —4,)~U(=,, &) offen und nach Annahme nicht leer.
Also gibt es eine abgeschlossene Kugel K, := K (x,, &): 0< &<} mit
K, (X — 4,)nUlzy, &), also K, K.

Dieses Verfahren setzen wir induktiv fort:

Es gibt eine abgeschlossene Kugel K;:=K(x;, &); 0< ;<< 1/i mit
K (X —A)nUlx;_y, 1), also K;<K; 4.

Die Folge {K};_,,,,... erfillt die Voraussetzungen von Lemma 4.2,
Es gibt also ein @ € X mit N K;={z}. Dann gilt:

4

zeN(X—A4)=X-U4;, aso zeUA4,.
L) L] L]

Andererseits ist aber z¢ K, < Upcl) 4;. Widerspruch!
L]

Aus dem Satz von Baire folgt ein ,,Prinzip iiber gleichmdpige Be-
schrinktheit*:

Ist X eine Menge und F eine Menge von Funktionen X — IR, so heiBit
F punktweise gleichmifig beschrinkt, wenn es fir alle x¢ X eine Kon-
stante K, gibt mit f(x) < K, fir alle fe .

Satz 4.4. Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum. Set F<C(X, R)
punktweise gleichmdfig beschrinkt. Dann gibt es eine offene Kugel U in X
und eine Konstante C mit

f(x)SC firalle xeU und feF.
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Beweis : Definiere
A, ={xeX|f(x) <n fir alle feF}.
A, ist als Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen:
A, =N FH(— o0, n)).
w= (o0, m)
Da F punktweise gleichméBig beschrinkt ist, gilt
0o
Ud4,=X.
n=1 "
Nach dem Satz von Baire gibt es daher ein me N und eine offene Kugel
Uin X mit Ucd,,, also f(2) < m fir alle x€ U und feF, q.ed.
Zu weiteren Anwendungen des Baireschen Satzes kommen wir in
den Paragraphen 8 und 9.
Ubungsaulgabe
Es sei (X, d) ein vollstiindiger metrischer Raum und 7': X—+X eine
kontrahierende Abbildung, d.h. es gibt ein O mit 02 0<1 und
d(T(x), T(y))=0d(x,y) firalle = yeX.

Dann gibt es genau ein xeX mit 7(z) =x. (Wihle 2, beliebig und
definiere z;=T'(x;_,). Zeige {x;} konvergiert, und der Limes ist das
gesuchte z.)
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Normierte Riume

In diesem Kapitel kommen wir zu den eigentlichen Gegenstéinden der
Funktionalanalysis, nimlich den normierten linearen Réumen und den
stetigen linearen Abbildungen zwischen solchen Riumen. Drei fundamen-
tale Prinzipien werden bewiesen: die Hahn-Banach-Sétze, das Prinzip
der offenen Abbildung und das Prinzip der gleichméBigen Beschranktheit.

Im folgenden bezeichne K entweder den Korper R der reellen oder
den Korper € der komplexen Zahlen. Mit der Abstandsfunktion
d(z, y)=|z—y| wird K zu einem vollstindigen metrischen Raum.

§ 5. Topologische Vektorriiume, normierte Riiume, normierte Algebren

Delinition 5.1. Sei X ein K- Vektorraum und auferdem ein topologischer
Raum. Dann heifft X topologischer X-Vektorraum, wenn Addition und
Multiplikation mit Skalaren stetig sind, d.h., die Abbildungen

XxX—~X, (z,y) > 2+y
KxX X, (¢, 2) > azx

sind stetig. (Beachte, daB X x X und K x X wieder topologische Riume
sind.)

Stetigkeit der Addition im Punkt (%, ¥,) heiBt: Zu jeder Umgebung V
von 2y ¥, existiert eine Umgebung U von x, und eine Umgebung U’
von ¥, so dall

U+ U ={z+yleecl,yelU}cV.

Die Definition des topologischen Vektorraumes besagt, dal die topologi-
sche und algebraische Struktur von X miteinander vertriiglich sind. Das
fithrt z.B. auch zu:

Lemma 5.2, Sei X topologischer K-Vektorraum und L Untervektorraum
von X. Dann ist die abgeschlossene Hiille I ebenfalls Untervektorraum.

Beweis: Es seien 1, yo¢ L. Wir haben zu zeigen: -+ € L. Das ist
gleichbedeutend mit: Zu jeder Umgebung V von x4+, gibt es ein
leLnV.

Aus der Stetigkeit der Addition folgt nach der obigen Bemerkung:
Es gibt Umgebungen U von z, und U’ von y, mit -+yeV, falls ze U,
yeU’. Wegen x4, y,€ L kann man z€ U~ L und y € U’ ~ L wihlen. Dann
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ist 4y das gesuchte I. Ferner ist zu zeigen, da8 fir a¢ K und z¢L
auch azel gilt. Fiir a =0 ist das klar. Ist a == 0, so ist
M;:X+X; zoazx

ein Homéomorphismus. Also ist I = M, (L) = M, (L), g.e.d.

Lemma 5.3. Es seien X und Y topologische Vekiorrdume. Die Abbildung
T: XY sei linear. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

(i) T ist stetig.

(ii) T st stetig in 0.

(iii) T ist stetig in einem beliebigen Punkt x von X.

Beweis: ,,(i) = (ii)* ist trivial.
»(i1) = (iii)* Fiir z € X definieren wir die Translation

L:X—>X,; y— x4y,
Nach Definition ist L, ein Homéomorphismus. Es ist
T(z+y)=T(@)+ T(y) = (Lp g0 T)(y) = To Ly (y),

also ist T'= Lyp(,y0 TolLi_,, also ist 7' stetig in 2.

Damit ist auch ,,(ii) = (i) bewiesen, und ,,(iii) = (ii)* wird genauso
gezeigt.

Sind X und Y topologische Vektorriiume, so bezeichne L(X, Y) die
Menge der stetigen linearen Abbildungen von X in Y. Dann ist L(X, ¥)
selbst ein Vektorraum. Insbesondere haben wir mit

A= L(X, K)

den sogenannten Dualraum von X. Mit der ,,Hintereinanderschaltung'*
als Multiplikation ist L(X, X)==End(X) eine KK-Algebra (vgl. 5.11).
Die Elemente von L (X, X) werden — insbesondere in den Kapiteln VII
bis X — oft auch ,,stetige Operatoren auf X* oder einfach ,,Operatoren
auf X* genannt.

Ahnlich wie bei topologischen Raumen kann es sein, daB die Topologie
in X von einer Metrik kommt. Wir definieren noch einschrinkender:

Definition 5.4. Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung | |: X - R
heift Norm, falls

(i) |e]=0 firalle xeX; Ja] =0 2=0.

(i |laxl=|a|-|z| firalle ac K, zeX.

(iil) e+l x4yl fir alle z, y € X (Dreiecksungleichung).



26 Normierte Riume

Ein Paar (X, | |), bestehend aus einem K-Vektorraum und einer Norm,
heift normierter K-Vektorraum oder einfach normierter Raum.

Gilt statt (i) nur (i'): |jz]] =0 fiir alle x € X, so spricht man von einer
Halbnorm.

Satz 5.5. Ein normierter Raum (X, || |) i8¢ in kanonischer Weise ein
metrischer Raum (X, dy ). Die durch die Meirik definierte Topologie
macht X zu einem topologischen Vektorraum.

Beweis : Definiere dj (2, y) =|lz — y|. Man verifiziert unmittelbar, daB
dyy eine Metrik ist. Die Addition ist gleichméBig stetig, wie aus der
Ungleichung

=+ — @&+ ¥ <l — 2+ Iy — vl

folgt. Die Stetigkeit der Multiplikation mit Skalaren (nicht gleichmiBige
Stetigkeit) folgt ganz entsprechend aus der Abschitzung

fla’ " — ax)={a'(z' — )+ (@’ —a) x|
gl — 2] +[a’—a] ]

Es seien X, Y normierte Riaume. Wir wissen schon: Eine lineare Ab-
bildung 7': X — Y ist stetig genau dann, wenn sie im Nullpunkt stetig ist.

Lemma 5.6, 7 ist stelig in 0 & Es gibt eine reelle Zahl C=0 mit
|T(2)| < Cllz]| fiir alle xe X.

(Ist diese Bedingung erfiillt, so heiBt die lineare Abbildung T auch
beschrinkt.)

Beweis: ,,<* klar. ,,=* Zu e=1 gibt es ein §>0 mit |z|<dé =
IT(@)| < 1. Fiir 0 gilt dann l T(;— 8 "_i‘T 2}l <1, also L sy
<1, also |[T(2)| = ¥l |lz]. Da diese Abschitzung auch fiir x = 0 gilt, ist mit

2[l=

C= i die Konstante gefunden.
Ist die lineare Abbildung 7 beschrinkt, so ist folgende Teilmenge

von R beschrinkt:
1
T X — {03 %,

Die folgende Definition ist sehr wichtig:

Delinition 5.7. Die reelle Zahl
1
= sup — | 7(=
heifit Norm der stetigen linearen Abbildung T.
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(Die Berechtigung der Bezeichnung ,,Norm‘‘ wird sich in Paragraph 7
herausstellen.)

Aus der Linearitdt von T folgt:
|7} = sup |T(z)|= sup | T(x)}].
lladi =1 il =1

Lemma 5.8, Sei T': X—Y lineare beschrinkte Abbildung. Dann gilt
fiir alle x€ X:
7@ = 7] el

Beweis: Klar!

Delinition 5.9, Ein vollstindiger normierter Raum heif3t Bunach-Raum.

(Vollstandig heiBt natiirlich ,,vollstindig bez. der durch die Norm
gegebenen Metrik*.)

Der Begriff des Banach-Raumes (in der Literatur oft einfach B-Raum)
ist fundamental fiir die gesamte Funktionalanalysis.

Ein wichtiges Beispiel fiir einen Banach-Raum ist der Raum C'(X, R)
(oder auch C'(X, €)), wobei X ein kompakter topologischer Raum ist.
Man verifiziert unmittelbar, daB

[l = sup | f(2)|
zeX

eine Norm ist, und die Vollstindigkeit haben wir schon frither bewiesen
(Korollar 3.6), denn die zu dieser Norm gehdrige Metrik (siehe 5.5) ist
die in § 3 betrachtete Metrik.

Wir zeigen noch kurz, wie sich die aus den Vorlesungen iiber ,,Analyti-
sche Geometrie* bekannten Begriffe ,,Quotientenraum* und ,,direktes
Produkt* auf normierte Rdume iibertragen:

Es sei X ein normierter Raum und M ein abgeschlossener Unterraum.
Dann definiert M eine Aquivalenzrelation fiir die Punkte von X:

vy z—YyeM.
Die Menge der Aquivalenzklassen ist offenbar wieder ein Vektorraum,

der mit X/M bezeichnet wird. Fiir z € X sei &= xz-+ MeX[M die durch
x repriisentierte Aquivalenzklasse.

Lemma 5.10. Die Abbildung
T || := inf
2> el = ot 2491

ist esne Norm auf X[M. Die kanonische Abbildung X — XM ist stetig,
hat Norm <1 und bildet offene Mengen in offene Mengen ab {d.h. ist
»0ffen’).

Ist X ein Banach-Raum, so ist auch X/M ein Banach-Raum.
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Beweis : Es ist klar, daB ||z = 0. Ist ||#}=0, so hat man eine gegen z
konvergente Folge {y;} in M. Da M abgeschlossen ist, folgt x¢ M,
d.h. =0, Ferner hat man fir e €K und a0

Fl| == inf = inf = inf
o] - inf Jaz-+ vl int Jax+-ay)=|a] int [x-+ )
und fiir o, ze X

1242 = inf feta-tol= inf ekt v
= inf ot gl inf ety

Nadtiirlich ist ||#)] < |z, d.h., die kanonische Abbildung X —X/M hat
Norm <1, ist inshesondere also stetig.

Es sci V<X offen, € V und U(x, &)< V. Wir zeigen U(Z, )<V + M,
d.h., das Bild von V in X{M ist offen. Es sei

z+MeU(Z, ¢), d.h inf |z—z+tyl<e.
yeM

Es gibt also ein y € M mit o — 2+ y|< &. Esfolgt 24- M = (2 ~y) -+ M,
wobei z— y € U(x, €)C V. Also liegt jedes Element 2=24 M von U(Z, ¢)
im Bilde von V.

Sei X Banach-Raum. Fiir Z, je X/M gibt es z€ #, y& § mit ||z — y|l<
2{|& — 4|, wie unmittelbar aus der Definition der Norm auf X/M folgt.
Sei {£,}y-1,2,... eine Cauchy-Folge. Wihle z,¢# und bestimme die
Folge {x,} induktiv derart, da ||z, _,— #,|< 2||%,_;— %, ]. Aus dieser
Ungleichung und der Dreiecksungleichung folgt

k
“xn - xn»{—k" < 2.21 |lin +i—1T "'-"n'l-i“'
i=

o
Ist 3 |8, — &, 1)< o0, so folgt, daB {x,} Cauchy-Folge ist, also kon-
n=1

vergiert. Der Grenzwert x repriisentiert den Grenzwert & von {Z,}. Ist
3 | €, — @, ;1 || nicht konvergent, so wiihlen wir eine Teilfolge {x";-}’ 80
daB die entsprechende Reihe konvergiert. Der Grenzwert, der mittels
dieser Teilfolge bestimmt wird, liefert den Limes von {Z,}, q.e.d.

Sind (Xy, | |) und (X,, || [l;) normierte Raume, so wird das kartesische
Produkt X, x X, durch die Definition [(x,, x,)] = [ ;|| + |l,]| zu einem
normierten Raum. Man sieht leicht, daB die Normtopologie mit der
Produkttopologie ibereinstimmt. Die Metrik der Norm von X;x X,
kann natiirlich geméB §1 auch aus den Metriken von X; und X, er-
halten werden.
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Viele wichtige normierte Riume, z.B. die Riéume C'(X, R), haben
noch zusitzlich eine Algebra-Struktur. (Wir wiederholen diesen Begriff:
Eine K-Algebra A ist ein nicht notwendig kommutativer Ring mit 1
und auBerdem ein IK-Vektorraum, wobei die Multiplikation in .4 und
die Multiplikation mit Skalaren durch folgendes Axiom miteinander in
Beziehung gebracht werden:

Azy)=(Ax)y==x(dy) firalle AcK, x,yecd.)

Delinition 5.11, Es sei A eine K-dlgebra. Der A zugrunde liegende
Vektorraum sei mit einer Norm versehen. Dann heifft A mormierte K-
Algebra, falls fiir alle x, y € 4 gilt |z y|| < =] |y]| und falls das Einselement
von A die Norm 1 hat. Ist A wvollstindig, so heift A Banach-Algebra.

Man iiberzeuge sich davon, daB8 C'(X, K) eine normierte IK-Algebra ist.

Ubungsaufgaben

1. Es sei X ein normierter Raum. Man zeige, daB die Komplettierung X
in kanonischer Weise ein Banach-Raum ist.

2. Ist T': X+ Y stetige lineare Abbildung normierter Rdume, so gibt
et eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung T2 X 7 mit f’l x=T.
Zeige [T =T

3. Zeige, daB der Banach-Raum X zusammen mit der Injektion i: X X
durch folgende universelle Abbildungseigenschaft gekennzeichnet ist:
Zu jedem Banach-Raum Y und jeder stetigen linearen Abbildung
f: XY gibt es genau eine stetige lineare Abbildung g: XY mit
f =go i

4. Es sei A Banach-Algebra und M abgeschlossenes zweiseitiges Ideal.
Ist 4/M eine Banach-Algebra? Verifiziere alle Axiome fiir A/M bis
auf |1jj=1.

§ 6. Hahn-Banach-Siitze

Die in diesem Paragraphen bewiesenen Hahn-Banach-Siitze stellen
eines der fundamentalen Prinzipien in der Funktionalanalysis dar. In
ihnen wird die Existenz linearer (stetiger) Abbildungen X — K mit ge-
wissen zusitzlichen Eigenschaften bewiesen. (Fiir unendlich-dimensio-
nales X wissen wir bisher nicht einmal, ob es iiberhaupt lineare Ab-
bildungen X —IK gibt, die nicht gleich der Null-Abbildung sind.} Die
hier gegebene Darstellung der Hahn-Banach-Sitze verdanken wir einer
Mitteilung von H. Konia.



30 Normierte Riume

Delinition 6.1, Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Funktion p: X — R
heift sublinear, falls

(i) pAz)y=2ip(x) fiiralle 4=0, zeX,
(i) ple+y)=p(=)+ply) firale =z yecX.

Die Menge aller sublinearen Funktionen p: X-—> R werde mit & be-
zeichnet. In & ist eine Ordnungsrelation definiert durch

pLp < pE)p(x) firalle zeX.

(Man mache sich klar, wie der Graph einer sublinearen Funktion R — R
aussieht!)

(Die im folgenden gebrauchten Begriffe ,,Ordnung®, ,,induktiv ge-
ordnet‘, ete. sowie das Lemma von ZorN sind im Anhang II erkliirt.)

Lemma 8.2. & st nack unten induktiv geordnet, d. k., jede total-geordnete
Teilmenge von G hat in S eine untere Schranke.

Beweis: Sei {p;};cy total-geordnete Teilmenge von &. Indem man die
p; auf die eindimensionalen Teilriume von X beschrinkt, sicht man
sofort:

()= :glf pi(%)

ist groBer als —oo fir alle z. Als Infimum sublinearer Funktionen ist
2: X— R sublinear, und trivialerweise gilt p < p,.

Lemma 6.3. Sei pc©. Dann ist p minimales Element von & genau
dann, wenn p linear ist.

Beweis: ,,<* ist offensichtlich. ,,=>* Sei a € X. Definiere
P X>R;  py(@)= inf (p(z+ta) —tp(a)).
Das Infimum existiert wegen
—~p(—2)=p(z+ta)—tp(a)<p(a).
Offenbar gilt p, <p. Wir zeigen nun, da8 p, sublinear ist:
(i) Sei A>0. Dann gilt
Pa(A2)= Inf (p(A2 +ta) —tp(a))
=2+ 1) - 7o)
-=A‘jxéfo(p(z+t’a)—t’p(a)); V=1ti"1
= Ap, (7).
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(i) Fir jedes positive ¢ gibt es nach Definition von inf nicht-negative
Zahlen ¢, £, mit

(@) Z p(x-+ta)—tpla)—e
Pe(y) Zp(y+tra)—typla)—e.
Mit #==t, -+, ergibt sich durch Addition dieser beiden Ungleichungen
B3(2) + Do () 2= plat+ha) +ply+la) —Ep(a) —2¢
=2p(zt+y+ta)—ipla)—2e
2 p,(z+y)—2e.

Da ¢ beliebig war, ist der Beweis der Sublinearitit beendet.

Nach Voraussetzung ist p minimales Element in &. Also gilt p,=p,
also insbesondere (t=1):

p(2)+pla) Sp(x+a) S p(x) +pla).
Also ist p additiv, also linear.

Satz 6.4 (HarN-BawNacH). Sei X ein reeller Vektorraum und p: X — R
sublinear. Dann existiert eine lineare Abbildung f: X R mit f < p.

Beweis : Folgt sofort aus den letzten beiden Lemmata zusammen mit
dem Lemma von Zorx.

Im folgenden wird der Satz von HanN-BANACH in zwei verschiedenen
Richtungen weiterentwickelt. Zunéchst beweisen wir Fortsefzungssitze,
d.h., gegeben ist ein linearer Unterraum L von X und eine lineare Ab-
bildung f: L— R, konstruiert wird eine lineare Fortsetzung F: X R
mit zusitzlichen Eigenschaften. Sodann beweisen wir Trennungssitze,
d.h., gegeben sind zwei konvexe Mengen 4, B in X, konstruiert wird
unter gewissen Voraussetzungen eine lineare Abbildung f: X+ R, die 4
und B trennt, d.h., f(4)~f(B) = 0.

Die Relevanz der Hahn-Banach-Sitze fiir normierte Riume ergibt
sich, wenn man als sublineare Funktion p die Norm || {|: X - R nimmt.

Satz 6.5. Sez X reeller Vektorraum und p: X — R eine sublineare Funk-
tion. Es sei L ein linearer Unterraum vorn X und f: L— R eine lineare
Abbildung mit f <p|;. Dann gibt es eine lineare Abbildung F: X—> R
mit Flp=f und F<p.

Beweis: Definiere $: X - R durch
P(z)= inf (p(x—y)+/(y)).
yelLl
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Das Infimum ist grofier als —oo wegen

ple—y+fy=p(—y)—p(—2) —f{(—y) =—p(—2).
P ist sublinear, beide Eigenschaften zeigt man ganz analog wie beim
Beweis von 6.3:

i A>0
P(Ax)= inf (p(Az—y)+ ()
yel
= yi,gfL(lp(m—y'Hlf(y’))
=AP(x).
(il) z2eX
@) =ple—y)+fly)—e
PRYZplr—y) -+ {(ys)—e
also

pE)+D (R =ple+2—9)+f(H)—2¢ (Y=n+p)
=p(x+2)—2e.

Offensichtlich gilt |z <f, aus 6.3 folgt 5|, =/. Nach dem Satz von
HanN-BaNAcH existiert eine lineare Abbildung F: X > R mit F <P < p,
d.h. insbesondere auch F|; =/, q.e.d.

Wir betrachten jetzt nicht notwendig reelle Vektorrdume:

Satz 6.6, Sei X ein K-Vektorraum und p: X— R eine Halbnorm. Sei
L ein Unterraum von X und f: L—~IK eine lineare Abbildung mit
1)} S p(=) fiir alle x € L. Dann gibt es eine lineare Abbildung F: X —K
mit F|p==f und |F(x)| < p(x) fir alle x € X.

Beweis: Sei zunichst K =IR. Eine Halbnorm ist sublinear, und es
gilt f(x) <p(x). Nach dem letzten Satz gibt es also eine Ausdehnung
F: X— R von { mit F < p, also auch — F(z) =F(—2z) <p(— )= p(x)
fiir alle x € X, d.h. | F(2)| < p(2).

Sei nun K =C und f;=Re f. Dann gilt |f,(2)] < p(x) fir alle zeL.
Nach dem schon Bewiesenen gibt es also eine R-lineare Abbildung
Fi: X—>R mit Fy|;,=f, und | ¥ ()] <p(x). Man rechnet leicht nach,
daB F: X - C mit

F(z)=F(x)—iF (ix)

eine C-lineare Abbildung ist und daB8 F|; =f, denn auf L haben F und f
gleichen Realteil. Ferner ist fiir geeignetes a€ € mit |a|=1

|F(2)| =aF(x)=Flax)=F(az) < plaz)=p(x), qed.
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Bisher haben wir nur Vektorriume ohne Topologie und lineare Ab-
bildungen betrachtet. Jetzt kommen wir zu normierten Réumen und
stetigen Abbildungen.

Korollar 6.7, Sei X normierter XK -Vektorraum, L ein linearer Unterraum
und f: L—IK linear und stetig. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung
F: XK mit F| ;= und |[F]|=f].

Beweis: Sei p(z)=|z[ ||/ Es gibt also eine Fortsetzung F von { mit
|F(z)] < |l Ifl, d.h. |F=|f|. Die umgekehrte Ungleichung ist trivial.

Wir kommen nun zu den Trennungssitzen. Wir erinnern daran, da
eine Teilmenge eines Vektorraumes konvexr heift, wenn sie mit zwei
Punkten a, b auch ihre Verbindungsstrecke, d.h. alle Punkte (1—f)a b,
0 <t<1, enthilt. Ist M konvex, so ist auch die abgeschlossene Hiille 27
konvex, '

Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex. Ist M
eine beliebige Menge, so ist insbesondere der Durchschnitt aller konvexen
Mengen, die M enthalten, konvex. Dieser Durchschnitt ist die kleinste
konvexe Menge, die M enthilt, und heiBt konvexe Hiille von M,

Satz 6.8, Es set X reeller Vektorraum. M sei eine nicht-leere konvexe
Teilmenge von X, und p: X —R sei sublinear. Dann existiert eine lineare
Abbildung f: X->IR mit f<p und

inf = inf .
Jnf p(x)= inf f(z)
Beweis : Wir konnen annehmen, dal I = 1;1}1 p(x) groBer als —oo ist,
x
anderenfalls ist die zu beweisende Gleichung trivial. Ein f existiert
nach 6.4.
Nun machen wir eine dhnliche Konstruktion wie frither auch. Es sei:

P(x)=inf{p(z+4-ty)—tI|yeM, t=0}.

Es ist p(x-+ty)—tI=—p(—2z), also P(z) ist groBer als —oo. Wir
iiberlassen es dem Leser, dhnlich wie frither zu schlieBen, da % sub-
linear ist. (Beim Beweis von p(z+2)=p(x)+ p(2) wird die Konve-
xitit von M beniitzt.) Nach dem Satz von Hann-BanacH gibt es eine
lineare Abbildung f: X > R mit f< P, also auch f<p. Fir zeM gilt
H—o)=p(—a)=p(—x+a)—1, d.h. I<f(2), ged

Kovollar 6.9, Es sei X reeller normierter Raum, und A, B seien nicht-
leere konvexe Teilmengen von X mit positivem Abstand, d.h.,

d(4, B)=inf{lla—bljlacd, beB}>0.
Dann gibt es eine lineare stetige Abbildung f: X —R mit f(4)~f(B)=0.

3 HBirzebruch, Funktionalanalysis
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Beweis: Die Menge 4 — B={a —b|a€ 4, be B} ist konvex, Also gibt
es ein lineares f < || || mit

0<d(4, B)= inf {(z)

= axgﬂ fla)— :gg f(d), qed.

§ 7. Normierte Riume linearer Funktionen. Der Dualraum
Es seien X, ¥ normierte K-Vektorriume.

Lemma 7.1. Der K-Vektorraum L(X, Y) ist zusammen mit der in 5.7

definierten Norm
|7} = sup [T(z)|
Jlzfl=1

ein normierter Raum.

Beweis: Die Bedingung 5.4.(i) ist offensichtlich erfiillt.

(ii) ergibt sich aus folgender Abschitzung (vgl. 5.8)

l(aT) 2] = |T(@ )| || T |la = = |a| [T} =],

also
feT|<la| [T}

Aus T'=a(aT) fur a0 folgt dann:
ITI 10 JaT], also  JaT|Z[a] |T].
(iii) folgt mit 5.8 aus
T3+ To) | = | Ty 2 + Taf| S YTy 2] + (| To 2] S N Tol 1Tl el

also
1Ty + Toll S T4l + |7

Insbesondere ist also der Dualraum X’ eines normierten Raumes X
ein normierter Raum, und zwar sogar ein Banach-Raum, wie wir gleich
sehen werden.

Ein fundamentales Prinzip der Funktionalanalysis, fir das wir noch
viele Beispiele kennenlernen werden, besteht darin, die Untersuchung eines
normierten Raumes mit der Untersuchung des Dualr 2u verbind

Satz 7.2, Seien X, Y normierte Riume, Y sei vollstindig. Dann ist
auch L(X, Y) vollstindig.
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Beweis: Es sei {4,: XY} eine Cauchy-Folge stetiger linearer Ab-
bildungen, also |4, — 4,,/|< ¢ fiir n, m =n,, d.h.
A — ) 2l S 4 — Ao} Il = el

fir alle z€ X, Die Folge {4,x},_,,,, ... ist also Cauchy-Folge und hat
wegen der Vollstindigkeit von Y einen Limes. Definiere

4:X~-Y durch Az=limd,x.

Offensichtlich ist A4 linear. Wir zeigen die Stetigkeit. Da {4,} und da-
mit {4, [} Cauchy-Folge ist, gibt es ein M mit |4,] < M fir alle », also

[dp =] < 14,] ] < 3 =]
und
4 ) <M |].

Also ist 4 beschrinkt, d.h. stetig. SchlieBlich haben wir noch zu zeigen,
daB {4,} gegen 4 konvergiert. Es gilt

M= Al Selel  firn, mzn,
also
4, — )| S elz]| fir n,m=n,
also
A, — Al <e, qed

Korollar 7.8, Der Dualraum X’ eines normieiten Raumes X ist voll-
stindig.

Beweis: IK ist vollstindig.

Lemma 7.4, Hs seien X,Y,Z normierte Riume und Ty: XY,
Ty: Y 27 stetige, lineare Abbildungen. Dann ist T,oTy: X ~>Z linear
und stetig, und es gilt |Tyo Ty|| S [T | T3

Beweis: Die erste Behauptung ist trivial, die zweite folgt aus
(0 To) 2 = | 7ol | T3 2 < T I Tol o

Korollar 7.5, Sei X normierter Raum. Dunn ist End(X)=L(X, X)
normierte Algebra und Banach-Algebra, falls X Banach-Raum. ist.

Es seien X, Y normierte Ridume. Eine stetige lincare Abbildung
T: X - Y induziert eine lineare Abbildung (,,transponierte Abbildung*)

.Y X' [ T(f):=foT fir fel”.
s.
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Ist X"’ =(X’)’, so hat man ferner eine kanonische Abbildung
iy: X > X" iy(@)(N=Ha) fir zeX, feX'.

Es ist klar, da8 ix(x) eine lineare Abbildung X’—K ist. Die Stetigkeit
von iy (x) folgt aus ||ig (z) (H| = ||| |f], also [|ix ()] < |||, und ix(2)e X"
Statt iy schreiben wir auch einfach i, wenn keine Verwechslung zu be-
fiirchten ist.

Lemma 7.6, Die kanonische Abbildung i: X-— X" ist eine lineare Iso-
melrie.

Beweis: Die Linearitdt von ¢ ist klar; um die Isometrie zu beweisen,
geniigt es [[i(x)|=||z| fiir alle x40 zu zeigen. Nach HauN-BavacH
gibt eszu x € X ein f € X’ mit | f(x)| = [|z]| und [|f||=1. (Wahle in Satz 6.7
als Unterraum L=IKz und f: L—+K so, daB f(x) = [j«].) Also

itz i@ D= /@) ==, qed.
Unter ¢ kénnen wir also X mit einem Teilraum von X" identifizieren.

Lemma 7.7. Es seien X, Y normierte Riume und T: X — Y eine stetige
lineare Abbildung. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

X35 g

lT lT"

y 5y
Beweis: Fiir xeX und ge Y’ gilt

(tpT(2)) (g) = 9(T(x)).
Andererseits ist

(T ix(2)(9) = (ix () T') (9) = (T"(9)) (2) = 9(T(=)).
Lemma 7.8. Es gilt |T'||= |[T").
Beweis: Sci g€ Y’ und x € X. Dann folgt
KTg) (@) = g T < gl 17] fle)
= [T°gl =gl Tl
= [T =17

Also gilt
I = |7 <7}

Aus 7.6, 7.7 und der Definition der Norm folgt aber sofort |77 = |7
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Lemma 7.9, Fiir die Abbildungen iy.: X'~ X" und iy: X" ~>X' gilt
(tg) oty == 1d,
Beweis: Sei g € X', a € X. Dann ist

(ixoix (9) (@) =iy (@) ix (@) =ix(a) (9) =g(a), qed.

Im folgenden Satz fassen wir die wichtigsten Eigenschaften des ‘-Funk-
tors zusammen. Eine Sequenz von normierten Riumen X, ¥, 7 und
stetigen linearen Abbildungen «, g8

x&y btz
heiBt exakt, falls Kernf = Bild «.

Satz 7.10. Der Funkior
XX, T—1T

18t ein kontravarianter Funkior von der Kategorie der normierten Réuwme
und threr stetigen linearen Abbildungen in die Kategorie der Bunach-
Rdume und ihrer stetigen linearen Abbildungen. Er erhilt die Norm, d.h.
T |=1T, und er tst exakt, d.h., ist die Sequenz

x&yty
exakt, 80 ist auch
z 5y x
exakt.

Beweis: Die Funktoreigenschaften (Idy)’ =Idy, und (T)0 T,)' =T50 T
sind klar. Ferner wurde |T’|= T} schon bewiesen. Es bleibt die Exakt-
heit zu zeigen:

Zu zeigen ist

wH(0) = F(2).
Die Inklusion ,,>* ist klar, denn

a’off’ =(foa) =0"=0.
Also bleibt zu zeigen
o« 0)< (Z),
und das ist gleichbedeutend mit: Ist f: ¥ - K linear und stetig und
gilt foa=0, so gibt es eine lineare stetige Abbildung g: Z->IK mit f = go 8.
Es ist o(X) abgeschlossen, also ist der Quotientenraum ¥Y/u(X) de-
finiert. Es sei p: ¥ — Y/ (X) die kanonische Projektion. Da flqxy=0,
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gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Injektion i: ¥ /u(X)-+Z, so daB
B =iop. Ferner ist 1 stetig, weil p offen ist (5.10). Aus denselben Griinden
gibt es eine eindeutig bestimmte lineare stetige Abbildung ¢’, so daB
das linke Dreieck in folgendem Diagramm kommentativ ist.

Y5 Yu(X) -2

Identifiziert man Y/«(X) unter { mit Bild(f)<Z, so kann man nach
HAuN-BANACH ¢’ zu einer stetigen linearen Abbildung ¢ ausdehnen.
Offenbar gilt f=gof, q.e.d.

Wir wenden den letzten Satz speziell auf folgende Situation an: Sei
X normierter Raum und 7': X —» X stetig linear und sei 7'(X) abge-
schlossen. Dann hat man eine exakte Sequenz

0—>KernT — X 5 X — X/T(X) —0,
also eine exakte Sequenz
0 — (X/T(X)Y — X’ 55 X' — (Kem T) — 0.

(Wir brauchen die Voraussetzung 7'(X) abgeschlossen, weil man sonst
den normierten Raum X/T(X) nicht einfithren kann.)

Insbesondere erhilt man also stetige Vektorraum-Isomorphismen

(X/T(X)y —Kern1"
X[T(X') — (KernT").

§ 8. Das Prinzip der gleichmiBigen Beschriinktheit

Das ,,Prinzip der gleichmiBigen Beschrinktheit* fiir vollsténdige
metrische Riume (Satz 4.4) wenden wir nun auf Banach-Ridume an.

Satz 8.1, Sei X Banach-Raum und Y mormierter Raum. Sei ¥ eine
Menge linearer stetiger Funktionen X~ Y, so daf die Menge von Funk-
tionen {x v |T || T€ X} punktweise gleichmifig beschrinkt ist. Dann gibt
es eine Konstante N, so daf3 fir alle T gilt |T| < N.

Beweis: Nach Satz 4.4 gibt es eine offene Kugel U = U(z,, 2d) und
eine Konstante ¢, so daB |7 z|| < ¢ fir ze U, T'¢X. Sei 2€ X mit ||z]f=1.
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Dann gilt

1
[T{dz + 2 — )]

1
172l = 5 |Td=)]| = -

d

1 1 c ¢
= 7Tzt 2+ F T = 5+
. o 2c .
Also gilt [T} = > fiir alle TeX.

Korollar 8.2. Sei X normierter Raum und M eine Teilmenge von X,
s0 daf gilt: Fir alle f X’ gibt es ein kymit |f(x)| <k fir alle xeM.
Dann ist M beschrinkt.

Beweis: Wende den letzten Satz auf den Banach-Raum X’ an und
beachte, daf man X mit einem Unterraum von X* identifizieren kann
(7.6).

Die Umkehrung dieses Korollars ist trivialerweise giiltig.

Korollar 8.3. Set X Banach-Raum, Y normierter Raum. Sei I eine
Teilmenge von L(X,Y), die folgende DBedingung erfillt: Fiir alle fe Y’
und alle x € X gibt es ein k, so daf fir alle TeX gilt |f(Ta)| <k. Dann
gibt es ein K mit |T| <K fir alle TeX.

Beweis: Fiir festes 2 € X wenden wir auf M = {T'(x)| TeX} das letzte
Korollar an. Es folgt, daB {7'(x)| TeT} fiir jedes x € X beschrinkt ist.
Aus Satz 8.1 folgt die Behauptung.

§ 9. Das Prinzip der offenen Abbildung

Als weitere Anwendung des Baireschen Satzes (§4) beweisen wir fol-
gendes ,,Prinzip der offenen Abbildung*‘:

Satz 9.1. Es seien X, Y Banach-Rdiume und T: X->Y eine stelige
lineare surjektive Abbildung. Dann ist T offen, d.h., das Bild jeder offenen
Menge ist offen.

Beweis: (i) Wir zeigen zunidchst folgendes: Es sei G< X offen und
0€@. Dann hat T'((7) wenigstens einen inneren Punkt, d.h., es gibt eine
nicht-leere offene Menge V<Y mit F<T(().

Nach Voraussetzung enthilt (7 eine offene e-Umgebung U(0, ¢) des
Nullpunktes. Also gilt X - Ln)n(:' mit G == {najaxe@@l, n-=1,2,... Da

T surjektiv ist, folgt Un7'((}) == ¥, also UnT(@)= V.
n n
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Nach Satz 4.3 gibt es ein n, so daB n7(G) eine nicht-leere offene
Menge enthilt. Dann enthilt 7T(G) eine nicht-leere offene Menge, denn
Multiplikation mit » ist ein Homdomorphismus.

(ii) Unter denselben Voraussetzungen zeigen wir nun, daB 0 innerer
Punkt von 7(Q) ist.

Die durch (z;, #,) > @, — %, definierte Abbildung X x X - X ist stetig.
Also gibt es eine Umgebung M von 0 in X mit

M—M:={x—ylz, ye M}CG.
Also gilt
TG>T —THM>TM -TH>V -7V,
wobei V eine nach (i) vorhandene nicht-leere offene Menge in 7 M ist.
V—V= UV({a} — V)istoffen, 0 € V — V ist also innerer Punkt von T'G.
a€

(iii) Wir zeigen nun: Das Bild jeder Umgebung U< X des Nullpunktes
enthilt eine Umgebung V< Y des Nullpunktes: V¢ TU.

o0
Wihle &= 3 &; mit £>0. Auf die offenen Vollkugeln U(0, &;) in
=1
X wenden wir (ii) an:
TU(0, ¢;) enthiilt eine offene Kugel V(0,7;) fir =0, 1, 2, ... Natiir-
lich gilt lim #%,=0.
=00
Rekursiv definieren wir nun zu beliebig vorgegebenem y € V(0, 7,)
eine Folge {z;}:
YEV(0, %) =>yeTU(O, 30; =
Es gibt xy€ U(0, &) mit [ly — T'xp]|<n,
= y—Ta,eTUQ, &) =
Es gibt z,¢ U(0, &) mit |ly — Txy— T2y < n,

S Y

n—1
y—.z Ta;€V(0,n,)<TUQ, e, =

=0

Es gibt z,€ U(0, ¢,) mit

n
Y- Z Txi“ <Tpt1e
i=0
Die Reihe »| z; konvergiert, denn, da ||zl < ¢; und 3’ ¢; konvergent
ist, bilden ihre Partialsummen eine Cauchy-Folge.

o0
Fir z= 3 z; gilt |l < 26, und y=T'z. Also gibt es fiir alle ¢,> 0

im0
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ein 7,>0 mit V(0, 7,)C T U(0, 2¢&,). Das ist gleichwertig mit der Be-
hauptung.

(iv) Sei nun M <X offen. Wir zeigen: 7'M ist offen.

Zu z €M gibt es eine Umgebung U von 0, so daB z-+UcCHM, also
Tz-+TUCTM. Mit der nach (iii) bestimmten offenen Menge V gilt
Tz V<¢TM. Die Translation um Tz ist ein Homomorphismus. Da-
mit ist der Beweis vollstindig.

Korollar 9.2 (Satz vom inversen Operator). Es seien X, Y Banach-
Riume, T: X—Y eine bijekiive stetige lineare Abbildung. Dann ist T
stety, also T ein Homdomorphismus.

Korollar 9.8. Sei X ein Vektorraum und ¥;, %, Topologien von X,
die durch Banach-Raum-Strukturen fir X definiert sein mdigen. Gilt
T10T,, 80 gilt Ty =T,

Beweis: Wende das letzte Korollar auf Id: (X, T;) — (X, ;) an.

Es seien X, ¥ normierte Vektorriume iiber K. Thr cartesisches Pro-
dukt XX Y ist in kanonischer Weise ein topologischer Vektorraum.
Wie in §5 bereits erwihnt, wird durch

Iz l:= lel +ols  zeX, yeY,

auf X X Y eine Norm definiert, die die Produkt-Topologie liefert. Sind
X, Y Banach-Riéume, so auch X x Y.

Sind X, Y beliebige Mengen und ist 7': XY eine beliebige Ab-
bildung, so bezeichnet man die Teilmenge

&(T):={(x, Tz)|]zeX} von XxY

als den Graphen von T,
Als Anwendung des Satzes vom inversen Operator erhalten wir:

Korollar 9.4 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es seien X, Y
Banach-Riume, T: X > Y eine lineare Abbildung. Dann gilt:

T stetig &> & (T') abgeschlossen in XX Y.

Beweis: ,,=* Sei {x,} konvergente Folge in X, z=lim z,. Dann
konvergiert wegen der Stetigkeit von 7' die Folge {7'z,} in ¥, und es
ist Tx=limTx,. Also: Ist {,, Tz,} konvergent in Xx Y, so gilt
lim(x,, T'z,)e®(T). Daraus folgt, daB & (T') abgeschlossen ist.

&=t Ist ®(T) abgeschlossener Unterraum von X x Y, so ist &(7)
Banach-Raum. Es ist =: ®(7T)—X, (2, Tx) — = bijektiv, linear und
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stetig; also ist 7w stetig. Die Projektion Py: X X Y- Y ist stetig, also ist
T = Pyoxn! stetig, q.c.d.

Wir fithren noch eine weitere kleine Anwendung des Satzes vom
inversen Operator vor:

Sei X Banach-Raum, Y, Y, seien abgeschlossene Untervektorrdume
von X mit X = ¥4 Y, und ¥;~ ¥, = {0}. Jedes Element € X hat dann
genau eine Darstellung =1y, +y,; € Xy, y,€ X;. Also ist die Ab-
bildung

Y, XY, > X,

(V1> Y2) = N+ Y2

linear und bijektiv. Sie ist auch stetig, denn

Hors -+ woll = sl -+ well = W w25

also ist sie ein Homoomorphismus. X und ¥,X ¥, sind also als topo-
logische Vektorriiume isomorph.

Ubungsaufgaben
1. Man fiithre den Beweis von Satz 6.6 in allen Einzelheiten aus und zeige:

Es sei X komplexer normierter Raum und X g derselbe Raum X auf-
gefaBt als reeller normierter Raum. Dann ist

he(Xg)—>X's  frof—ifi

ein R-linearer isometrischer Isomorphismus.

2. Es seien X, Y Banach-Riéume. Zeige, daB die stctigen bijektiven
linearen Abbildungen X —» Y eine offene Teilmenge von L(X, Y) bilden.

3. Sei X kompakte topologischer Raum und C(X, R) der Banach-Raum
der stetigen recliwertigen Funktionen auf X. Fir x¢ X definiere eine
lincare Abbildung «,: C(X, R)— R durch «,(f) = f(z). Zeige o, ist
stetig und berechne [« |. Die lineare Abbildung o, ist sogar ein Algebra-
Homomorphismus. Zeige, daBl jeder Algebra-Homomorphismus
C(X, R)— R gleich einem «, ist.

4. Es sei («, ) offenes Intervall von R und X der Vektorraum der stetig
differenzierbaren beschrinkten Funktionen f:(a, b)— R. Ist X zu-
sammen mit der Supremum-Norm ein Banach-Raum ?

5. Es sei (@ ein Gebiet der komplexen Zahlenebene € und X der Vektor-
raum der beschrinkten holomorphen Funktion f: (¢—C. Ist X zu-
sammen mit der Supremum-Norm ein Banach-Raum? (Satz von
WEIERSTRASS,)
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Die Riume LP(IR", @)

Dieses Kapitel beginnt mit einer Einfithrung ohne Beweise in die
Theorie des Lebesgue-Integrales. Wir folgen dabei im wesentlichen
dem von Riesz-Nacy gegebenen Aufbau, der von P. DOMBROWSKI in
groBerer Allgemeinheit entwickelt wurde. Insbesondere betrachten wir
an Stelle des Lebesgueschen MaBes ein belicbiges additives, monotones,
regulires MaB. Dies erlaubt uns im niichsten Paragraphen eine einheit-
liche Einfithrung der Riume I? und L?. Im wesentlichen ist LP der Raum
der Funktionen f, so daB | f|? integrierbar ist. Am Beispiel dieser Riume,
die uns auch in den folgenden Kapitelu noch oft begegnen werden, sollen
einerseits die abstrakten Begriffsbildungen konkretisiert werden ; anderer-
seits sind die Riume L? selbst von groBer Wichtigkeit fiir die Analysis.

Die wesentlichen Resultate dieses Kapitels sind die Holdersche und
Minkowskische Ungleichung und der Satz von Riesz-FIscHer.

§10. Ein Steilkurs iiber das Lebesgue-Integral

10.1. Intervalle und Mafe

Ein Intervall des IR” ist das cartesische Produkt von » Intervallen
aus R. Diese konnen offen, einseitig offen, abgeschlossen, beschrinkt,
unbeschriinkt, zu einem Punkt entartet oder leer sein. Sind sie alle offen
bzw. abgeschlossen bzw. beschriinkt, so ist ihr Produkt offen bzw. abge-
schlossen bzw. beschrinkt.

Es bezeichne &" die Menge der beschriinkten Intervalle des R"™. Eine
Intervall-Funktion ist eine Abbildung

¢: E"—>R.

@ heilt monoton, wenn
fir I, [,e3" mit Lcl, gt o(l)<e(l,).
@ heiBt additiv, wenn
fir I, I,, [e&"® mit L nl,=0, Lul,=I
gitt ()=o) +ol).

Offenbar gilt fiir jede monotone und additive Intervallfunktion ¢(@)=0
und @(I) =0 fir alle Te "
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@ heiBt regulir, wenn gilt: Fir alle £>>0 gibt es zu jedem Intervall
Ie @™ ein offenes Intervall I*, das I enthslt, und so daB gilt

ph=pUIY) <o) +e.
Eine monotone, additive, regulire Intervall-Funktion heifit ein Maf.
Beispiele:
(i) Ein MaB ist die Volumen-Funktion v: &*—IR, definiert durch
n

o{Iy=[] (b;—a;) fiw I ={[a;,b)% ** X1a,, b,], wobei die eckigen
i=1
Klammern wahlweise runde ( , ) oder spitze ¢, ) bedeuten konnen.
(ii) Sei NCIR™ eine Menge ohne Hiufungspunkte. Jedem wx €N sei
eine reelle Zahl m(x) =0 zugeordnet. Die Funktion m: "R,

definiert durch m(I)= 3, m(x), ist ein MaB, niimlich eine sog.
zeNNI
diskrete Massenverteilung. Je nachdem ob N endlich oder ab-

z&hlbar unendlich ist, ergeben sich verschiedene Fille.

(iii) Ist R® = R? x R? und ¢ ein MaB auf R? und y ein MaB auf R?,
so liefert das Produkt ein MaB auf R"™: Fir I=1Ix1,e&",
Le&P, I,e 3T sei

(pxp){I)y=g(I}) p(l,).
10.2. @-Nullmengen, @-Gleichheit
Sei ¢ ein MaB.

Delinition 10.2.1. Eine Menge MCR™ heifit @-Nullmenge, wenn es fiir
alle £>> 0 eine Folge von Intervallen {I,},_, . . gibt, so daf

[o¢] oo
Mc U I, wd Y pl)<e.
n=1 n=1
Unter Verwendung der Regularitit von ¢ kann man beweisen, daB
alle I, offen gewihlt werden kénnen.

Beispiel : Beziiglich der Volumen-Funktion v ist jede abziahlbare Menge
eine Nullmenge, denn ein Punkt ist eine Nullmenge, und es gilt ganz
allgemein:

Die Vereinigung abzihlbar vieler @-Nullmengen ist eine @-Nullmenge.

Eine Funktion { heiBt p-definiert auf R™, wenn es eine ¢-Nullmenge M
gibt, so daB f auf R™ — M definiert ist. Wegen der gerade erwiihnten
Tatsache kann man fiir eine Folge @-definierter Funktionen stets ein
gemeinsames M finden.
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Zwei Funktionen f, g heilen ¢@-gleich (oder fast iiherall gleich), wenn
es eine p-Nullmenge M gibt, so daB f, g auf R" — M definiert sind und
dort iibereinstimmen. Wir schreiben dann f g. Analog wird f< ' fzg,
etc. definiert.

Die Funktionen-Folge {f;: R* > R};_; ,,. .. heiBt (punktweise) ¢-kon-
vergent gegen f: R®—> R, wenn es eine g-Nullmenge M gibt, so daB
{f}i=1,s, ... auf R®— M (punktweise) gegen f konvergiert. (Wir verwen-
den hier eine nicht ganz korrekte Schreibweise, denn wir wollen natiirlich
zulassen, daB die Funktionen f; nur g-definiert sind; genauer miiBte man
also schreiben {f;: (R® — M)->IR}, wobei M eine gemeinsame Nullmenge
ist. Auch an einigen anderen Stellen wird unsere Ausdrucksweise nur
modulo Nullmengen korrekt sein.) Es ist klar, was man unter einer
@-monotonen Folge zu verstehen hat.

Im folgenden schreiben wir statt ,,@-definiert®, ,,p-gleich®, ,,p-kon-
vergent®, ... oft ,,definiert”, ,,gleich®, ,,konvergent®, .

10.3. Integration von Treppenfunktionen

Eine Abbildung s: R®*—> R heiBt Treppenfunktion, wenn es endlich
viele paarweise disjunkte beschriinkte Intervalle I,, ..., I,,c R gibt mit
8|z, ist konstant fir j=1,..., m und s=0 auBerhalb der I;. Es ist
anschaulich ziemlich klar, da8 Treppenfunktionen einen R-Vektorraum
bilden, sogar eine IR-Algebra, die mit G,(R") bezeichnet wird. Fiir
1, 9€@(R™) gilt:

inf(f, g), sup(f, 9) | | €€, (R™).

Detinition 10.3.1. Sei f eine Treppenfunktion mit Konstanz-Intervallen
L, ..., I,; sei f(I;)=c;. Dann ist das Lebesgue-Integral von § (iiber IR™)
beziiglich des Mafes @ definiert als folgende Zahl:

[1de= [fdp=3 o(I)c;.
R® i=1

Diese Definition ist sinnvoll, denn sie ist unabhingig von der Aus-
wahl der Konstanz-Intervalle. Die iiblichen Eigenschaften eines Integra-
les sind erfiillt, z.B.

() f<g=>[fdo<[gde.

(@) |ffdel<flflde.

(iiiy Die Abbildung Go(R,,9) >R, fi> f[dq)ist R-linear.
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10.4. Summierbare Funktionen

Satz 10.4.1. Es sei {f,},,—,,,... ¢ine p-monoton steigende Folge von
Treppenfunktionen mit beschrinkter Integralfolge:

[i,de<A firalen.

Dann gibt es etne Funktion f: R®"—>IR, so daf {f,} ¢-konvergent gegen f ist.

Es bezeichne €,(R", ¢) die Menge aller Funktionen f: R®—IR, fir
die es wice in dem letzten Satz eine monoton steigende Folge von Treppen-
funktionen {f,},—,,,,... mit beschriinkter Integralfolge gibt, so daB
f?lim fn. Fiir solche Funktionen definieren wir das Lebesgue-Integral

durch
ffd(pszdq): lim [f,de.
RBn n—00

Diese Definition ist sinnvoll, denn es 148t sich beweisen, daB das Integral
unabhingig von der Auswahl der Folge {f,} ist. Insbesondere haben
@-gleiche Funktionen gleiche Integrale.

Es bezeichne §,(R", ) den von €, (R”, ¢) erzeugten Untervektorraum
von F(R", R), d.h.

Cy(R™, @) ={fi —fal ;s ECL(R™, @)}

Die Funktionen aus €,(IR", ) heiflen summierbar, oder genauer g-sum-
mierbar.

Sind f, g€€,(R™, g), so auch |f], sup(f, g), nf(f, ).
Sei €@, (R™, @) und f=f; —f, mit f;, /€€, (R", ¢). Dann definieren
wir das Lebesgue-Integral von f als

fid(P:ffd‘P:ffld‘P_ffqu’-
Rn

Diese Definition ist unabhdingig von der Auswahl von f,, f,.
Die Abbildung
GIR"p) >R, [ [fde
ist IR-linear und erfallt die iblichen Eigenschaften:
M) f=g=[fde< [fgde.
(i) |ffdel=<[lflde.
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10.5. Die Sitze von Beppo Levi und Lebesgue

Wir hatten das Lebesgue-Integral als Linearform auf einem Vektor-
raum reellwertiger Funktionen eingefiihrt (ndmlich auf €,(R?%, ¢)) und
dann auf einen groBeren Vektorraum ausgedehnt. Der Satz von Brrro
Luvr besagt, dafl dieser Prozel durch die Konstruktion in 10.4 abge-
schlossen ist. Der Satz von LEBESGUE, der in gewissem Sinn das Ziel
der ganzen Theorie ist, stellt klar, unter welchen Bedingungen Inte-
gration und Grenzwertbildung vertauschbar sind.

Satz 10.5.1 (Berpo LEvi). Ses {fntn=1,2, .. eine p-monoton steigende
Folge summierbarer Funktionen mit beschrinkter Integralfolge { f fnd<p}
Dann gibt es eine summierbare Funktion f mait

]‘7 im fn und fqu)_ lim ffndq)

Satz 10.5.2 (LeBESGUE). Die Folge {f,},—1 o .. von summierbaren Funk-
tionen sei @-konvergent gegen f. Es gebe eine summierbare Funktion g mit
|ful = g fiir alle n. Dann ist | summierbar, und es gilt

?

Jtde= lim [f,dg.

10.6. Mefbare Funktionen

Eine Funktion f: R®— R heilt mefbar, wenn es eine @-konvergente
Folge von Treppenfunktionen {s,},.; o .. gibt mit f—; lim s,.

Man sieht leicht, daB alle summierbaren und alle stetigen Funktionen
mefbar sind.

Summe und Produkt von meBbaren Funktionen sind meBbar, d.h.,
die meBbaren Funktionen bilden eine R-Algebra. Diese ist weiterhin
abgeschlossen in bezug auf lim- sowie abzihlbare, inf- und sup-Bildung:

Lemma 10.6.1. (i) Sei {f,} eine p-konvergente Folge mefbarer Funk-
tionen. Dann ist fj;- lingo 1, mefbar.
n—>

(i) Sei {f,} eine Folge mefbarer Funktionen, die nach unten (bzw. nach
oben) @-beschrdnkt ist. Dann st inf f, (bzw. sup f,) mefbar.

Sehr wichtig ist der folgende Satz:

Satz 10.6.2. Sei f mefBbar und g summierbar und ]f]<g Dann ist f
summierbar.

Beweis: Esist f = sup (f, 0) +inf(f, 0). Also geniigt es, die Behauptung

fiir f =0 zu beweisen. Sei f? ilim f; mit Treppenfunktionen f; = 0. Dann
@ -0
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ist f=‘ling°inf (f,» 9), und inf(f;, g) ist summierbar. Nach dem Satz von
| T d
Lerescuk folgt die Behauptung.

Korollar 10.6.3. Sei f mefbar und |f| summierbar. Dann ist f sum-
mierbar.

Korollar 10.6.4. Sei f summierbar, g mefbar und @-beschrinkt. Dann
st - g summierbar.

10.7. Anwendungen des Satzes von Beppo Levi

Lemma 10.7.1. Sei iZO Dann gilt: f= 0(:) [ ist summierbar und
[idp=o0.

Beweis: ,,=" folgt aus der Definition des Lebesgue-Integrales, denn
@-gleiche Funktionen haben gleiche Integrale.

»&="* Definiere fy==k-f. Dann ist {fg}¢_,, o . eine @-monoton stei-
gende Folge summierbarer Funktionen. Es gllt f frdp=0. Nach dem
Satz von BEPPO LEVI ist {fi};_, ., .. also g-konvergent. {f;(z)} kon-
vergiert genau dann nicht, wenn f(x)==0. Also ist {x|f(x)==0} eine
Nullmenge, also f 70, q.ed.

Lemma 10.7.2 (FaTov). Sei {f,},.1, o, .. eine g-konvergente Folge sum-
mierbarer Funktionen. Sei f, =0 fir alle n und f ilim fn- Es gelte

f fnde = A4 fir alle n. Dann ist f summierbar, und es gilt

[fdp=<A4.

Beweis: Sei Ay := inf(fi, fr4q5-..). Nach 10.6.1 ist A, meBbar, und
wegen hk? |Be) < fiist h; auch summierbar. Die Folge {hi}z—,,s,...
ist monoton steigend und hat eine beschrinkte Integralfolge. Sie ist
also nach dem Satz von BEpPPo LEVI p-konvergent, ihre Grenzfunktion
ist summierbar, und es gilt:

f(kimmhk) dep=4.
Es bleibt also zu zeigen
f=_lim &
@ k~» 00

Es gibt eine @-Nullmenge N, so daB fiir alle ¢ >0 ein n, existiert
mit | f(x) — f,,(z)| < ¢ fiir alle z€ X und alle #n =n,. Also

[f@y~h,(x) <e, qed.
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10.8. Mepbare und summierbare Mengen

Sei X eine Menge, E<X. Die charakteristische Funktion yg von E
ist definiert durch

(@) =1 fir x¢B, yg(r):=0 fir reX—F.

Bine Menge & < R” heiBt mefbar, wenn ihre charakteristische Funktion
¥z meBbar ist. Sie heiBt summierbar, wenn yp summierbar ist. In diesem
Fall definieren wir

@(B)=[yydeo.

Auf Intervallen stimmt diese Definition von ¢ offenbar mit der alten
iberein.

Durchschnitte und Vereinigungen abzihlbar vieler mebarer Mengen
sind meBbar, denn inf und sup abzihlbar vieler me8barer Funktionen
sind meBbar. Das Komplement einer meBbaren Menge ist meBbar. Offene
Mengen und abgeschlossene Mengen sind mefbar.

Lemma 10.8.1. Sei f: R®— R mefbar. Dann ist M = {x¢ R™|f(x) >0}
mefbar.

Beweis : Die Funktionen
. 1 .
F,,:n(mf (/, = ) —-mf(f,O))

sind meBbar. Die Folge {F,} konvergiert gegen y,,. Also ist x4, und
damit M meBbar.

Sei f: R®-> R eine beliebige Funktion. Es seig(f): R"— IR die Vor-
zeichen-Funktion von f, d.h. ¢ (f) (¢} =1, 0, — 1, falls f(z) > 0, =0, <O.
Aus dem letzten Lemma folgt sofort, daB mit f auch ¢'(f) meBbar ist.

Sei £ meBbar, f: E—IR eine beliebige Funktion. Dann sei f*: R"* - R
definiert durch
flx) fir zek

*(z) 1=
) ~{0 fir zeR"—E.

f hei8t meBbar auf £, falls f* meBbar ist. f heit summierbar auf £,
falls f* summierbar ist. Dann ist das Integral von f iber E definiert durch

[tdp=[i*do.

E

Es sei §,(E, ¢) der Vektorraum der auf E definierten und dort summier-
baren Funktionen. Die Sitze von LEBESGUE und BErPo LEvr gelten
wortlich auch fiir Funktionen aus €,(E, ¢).

4 Hirzebruch, Funktionalanalysis
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10.9. Das Lebesgue-Stieltjes-Integral

Mittels einer monoton steigenden Funktion f: R~>R kann man fol-
gendermafen ein Maf3

‘P]: @1—)]R
definieren.
Sei f(z+):= lim f(z+1/n)und f(x—):= lim f(x—1/n). Nun de-
finieren wir n—>e0 nroo
g;(a, b) := f(b—) — f(a+),
@<a, b) := f(b—) — f(a—),
(@, b := f(b+) —flat),
@<a, by := f(b+) — fla—).

Man verifiziert leicht, daB @y ein MaB ist.

Sei ge€,(R, ¢y). Das Lebesgue-Integral f g dg; nennt man oft auch
Stieltjes-Integral (mit der Gewichtsfunktion f) und schreibt statt f gdey
iiblicherweise fgdf.

10.10. Der Satz von Fubini

Mittels des Satzes von FuBiNi wird die Berechnung eines ,,n-dimen-
sionalen Integrales auf die Berechnung von Integralen iiber IR zuriick-
gefiihrt.

Satz 10.10.1 (FuBint). Sei R*=R? xR? und seien @, p, Mafe auf
R? bzw. RY. Es set ¢ =@ X ¢, das Produkimaf und f: R" >R @-sum-
mierbar. Dann gilt:

(i) Fiir alle x auferhalb einer @-Nullmenge N von R? ist die Funktion
fz: RI=R, f () =f(x, y), p,-summierbar.

(ii) Die somit ¢,-definierte Funktion

F:RP>R; Fx)= [fde,
RY
18t @,-summierbar.

(iii) Es gilt

[Fdg,= ffdtp.
R? R®

Die letzte Gleichung schreibt man in sinnfilliger Weise auch

f( [Ha=, y)drpz)d%= S Ha, y)d%dsvz=f( [z, y)d%) dg,.
R? ‘Rt RrR® Rf ‘RP
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Der Satz von Fusint hat folgende Umkehrung:

Satz 10,10.2 (ToxeLLI). Die Bezeichnungen seten dieselben wie ¢m Satz
von FuBint, Die Funktion f: R™—> R sei mefbar und habe folgende Eigen-
schaften:

(i) Fiir alle  auferkalb einer g,-Nullmenge N von R? sei f, summierbar.

(ii) Die @y-definierte Funktion F: R?— R, F(x)= f |#(z, v)| dg,, sei
summierbar, Re

Dann ist | summierbar.

Beispiele zeigen, daf die Absolutstriche in der Definition von F nicht
fehlen dirfen.

Ubungsautgaben

1. Sei m die in 11.1.(ii) definierte diskrete Massenverteilung mit N ab-
zéhlbar. Was sind beziiglich dieses MaBes die Nullmengen, die Aquiva-
lenzklassen @-gleicher Funktionen, die summierbaren Funktionen, die
meBbaren Funktionen, die sammierbaren Mengen. Wie lautet der Satz
von FuBINt?

2. Eine Familie § von Funktionen R— R heillt monofon, wenn mit
jeder monotonen punktweise konvergenten Folge f; von Funktionen
aus § auch der Grenzwert f in ¥ liegt. Die kleinste monotone Familie,
die alle stetigen Funktionen enthiilt, heift die Familie der Baireschen
Funktionen und wird mit B bezeichnet. Zeige: B ist IR-Algebra, B ist
abgeschlossen beziiglich abzihlbarer sup- und inf-Bildung. Ist ¢ ein
beliebiges MaB, so sind die Baireschen Funktionen g-mefbar.

§ 11, Die normierten Riume LP (R*, ¢)

Sei g: "> R ein MaB, d.h. eine monotone, additive und regulire
Intervall-Funktion. Begriffe wie ,,summierbar*, ,,Nullmenge®, ... be-
ziehen sich im folgenden auf ¢.

Fir jede reelle Zahl p> 0 sei
I? = I (R", @) = {f: R*—~ R |/ meBbar, |{|? summierbar}.
Insbesondere ist also (vgl. 10.6.3)
L{R™, §) =G,(R™, ).
Lemma 11.1. I?(R?, g) ist reeller Vektorraum.

4
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Beweis: Mit /EZ‘" und A€R ist natiilich auch AfeI?. Es seien
fs g e I?. Die Funktion f+ g ist meBbar, und es gilt

lf+glP < +1g)? < @sup(|f], 1g))?
=2%sup(|f[?, |g/?).

Nach Voraussetzung sind | {|?, |¢|? summierbar, also ist 2Psup(| f|?, |¢|?)
summierbar. Da [f-+g|? meBbar ist, ist nach 10.6.2 |f4g|? auch
summierbar.

Definition 11.2, Fiir f ¢ IP(IR", p) sei
Il = (f111? dg)Ve.

Das so definierte || ||, ist zunéichst keine Norm, denn es gilt nach 10.7.1
Iflp=0<f=0.

Es sei N der Untervektorraum aller Funktionen aus f}’, die fast iiberall
verschwinden:

N={fel?|f=0}.
Es sei LP der Quotientenraum
IP = I?P(R™, g) = IP(R*, g)/N.

Dann ist || [, auch auf L? erklirt, da f[f]? d¢p=f|g|7’ dg, wenn fﬁg.

Im folgenden werden wir oft fiir ein Element f von L?, also fiir eine
Aquivalenzklasse p-gleicher Funktionen, einen Vertreter f wihlen und
statt J einfach f schreiben, z. B. 1], ete.

S8atz 11.8, Fir p =1 ist der Vektorraum LP (R, @) zusammen mit der
Funktion | ||, ein reeller normierter Rawm.

Beweis: Die Eigenschaft 5.4 (i) ist mit der Bemerkung nach 11.2 er-

ledigt, 5.4(ii) ist trivial. Zum Beweis der Dreiecksungleichung unter-
scheiden wir den Fall p=1 — dann ist sie trivial:

If+gh=f1t+glde< (1 +1g) do <|fl+ gk

— und den Fall p>> 1, in dem wir einige Vorbereitungen benétigen :

Zuniichst wird ein Lemma bewiesen, das die bekannte Tatsache ver-

allgemeinert, daB das geometrische Mittel kleiner ist als das arithmeti-
sche.
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Lemma 11,4, Es gelte a,b=0, p,q>1 und 1/p+1/g=1. Dann gilt:
a? b2
abs —+4 —.
B + q
Beweis : Zunichst gilt fiir p,g>1:

1 1
'I';—l—? =1 p+e=pes (-1 g—1)=1.
©pg—-=9s9p—1)=p.
Gilt speziell b =a? 1, so folgt a-b=a® und
L@ _p(L )
b4 q r q

In diesem Fall steht also in der behaupteten Ungleichung das Gleich-
heitszeichen.

Wir bestimmen nun fiir festes ¢ =0 das Minimum der Funktion

b,_,fi_;_ég‘-a-b, b=0.

p q

Es gilt:
i(ﬂ
db\p

Die Ableitung verschwindet also genau fiir 41 =a

+ _’;' —u~b) =1 _gq;

& (YW 1=gP 1l & p=gPTL,

Man sieht sofort, daB an dieser Stelle ein absolutes Minimum vorliegt.

Wir haben schon nachgerechnet, daB die Funktion dort den Wert 0
annimmt, also

a? be
— — —ab=0, .e.d.
p q e

Satz 115, Sei p>1, ¢> 1, 1/p-+1jg=1, e LP(R", ¢), g e LA(R", ),
Dann gilt
f-ge LM(R", @)
und
If-gl =l laly (Holdersche Ungleichung).

Beweis: Wir hatten definiert:
Il = (f1£{P d@)¥?
lgly= (f1g12d @)

und
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Fir |f],=0 oder [lg, =0 ist die Bebauptung trivial. Wir nehmen nun
an ||fll, =0, gl #0.

Seien § bzw. § Reprisentanten von f bzw. g, d.h. jej, g<g. Nach
dem letzten Lemma gilt:

Fal g@l 1 1@P | 1 (5l

Mo ol 2 Mg "¢ lolf
Nach Voraussetzung steht anf der rechten Seite eine summierbare Funk-
tion und auf der linken cine meBbare. Also ist die Funktion auf der
linken Seite summierbar. Weil f~-§ mefbar ist, istf-? auch summierbar.

Damit ergibt sich durch Integration die Behauptung:

- 1 flflrde , 1 [lgl¢de
i J Voldes 5 VB T IR

1 1
= 4 = =1.
» e

Wir kommen nun zum Beweis von 11.3. Fiir f, ge L?, p> 1 ist noch
zu zeigen

If -+ all, < 1A, + lall,-
(Das ist die Minkowskische Ungleichung.) Es gilt:
f-+glP=|f+glP 2 f+g))
Sl +glP YA+ 91?7 g].
Alle Funktionen, die in diesen beiden Zeilen stehen, sind me8bar.

Sei g>1 mit 1/p+1/g=1. Es gilt | f+¢|?~* ist aus LI(R", g), denn
1+ giP—M | f g1? ist summierbar, da f, g € LP(R", ¢). Wir kénnen
also die Holdersche Ungleichung anwenden:

Sli+aPdo<(f|f+gPdeye(f|f{?dg)?
(1 +glPdg) (f1gP dg)ie.

Ist |f+g[ =0, so ist die Behauptung trivial. Anderenfails dividieren
wir beide Seiten durch ([|f+g{?dp)V/% Es ergibt sich:

Sl +glPde)? < (JIAPd@)? + (f|gPdg)?,  qed.

Wir ergiinzen die Uberlegungen dieses Paragraphen noch durch die Ein-
fihrung eines Raumes L™(R, ¢). Sei

L® = L(R*, ¢) = {f: R"-> R|  meBbar, und ¢-beschriinkt}.
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Dabei heiBt ,,g-beschrinkt ,,beschrinkt auerhalb einer Nullmenge*‘.
Es sei N wieder der Raum, der fast iiberall verschwindenden Funk-
tionen in L®. Dann sei

L = L®(R™, g) = Lo(R", ¢)/N .
Eine Norm fiir L® wird folgendermaBen definiert: Sei f eI und

||7|[ » =Inf{c € R| auBerhalb einer Nullmenge gilt | f (z)| < ¢}.
Dann gilt
llll]ooz()(:)fENt

also konnen wir | ||, auf L® definieren.

Satz 11.6. Das Paar (L*(R™, @), || ,.) ist reeller normierter Raum.

Beweis: Die Eigenschaften 5.4(i), (ii) sind offensichtlich erfiillt, (iii)
folgt sofort aus der Ungleichung | f-+g| <_|f] -+1g].

Wir wollen auch noch die Hoéldersche Ungleichung fiir diesen Fall

notieren:
Ist fe LY(R™ @) und ge L®(R", @), so gilt nach 10.6.4

fge LM (R", @) und f|f-g]dp=|fglh<|fh ol -

Wir fithren jetzt noch zwei leichte Verallgemeinerungen der L?-Riiume
ein:

Fiir eine beliebige meBbare Menge E<R™ kann man von auf E defi-
nierten Funktionen ausgehend nach demselben Verfahren wie bei den
LP.Réumen normierte Riume LP(E, ¢) definieren. Die Abbildung

fer * mit fF2)= {/(1’) falls zeE
0 falls x24E
(vgl. 10.8) definiert offenbar eine lineare isometrische Abbildung
LP(E, ¢) - LP(R", ¢).

Ferner kann man an Stelle von reellwertigen Funktionen auch komplex-
wertige Funktionen betrachten und kommt so zu komplexen normierten
Réumen

L% (R" @) baw. I%(E, ¢).

Die Zerlegung einer Funktion in Realteil und Imaginiirteil liefert natiir-
lich einen kanonischen Isomorphismus

L%(E, ¢) = IP(E, ) x L?(E, ).
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Wir untersuchen nun die Riume L? (R", o) fiir einige spezielle Intervall-
Funktionen ¢.

a) Der einfachste Fall ist offenbar der, daB ¢ auf denjenigen be-
schrankten Intervallen, die einen bestimmten Punkt, z.B. den Null-
punkt enthalten, den Wert 1 annimmt und auf allen anderen verschwin-
det. Dann ist LP(R™, g) =R und | [, der absolute Betrag.

b) Nimmt @ auf zwei verschiedenen Punkten den Wert 1 an und ver-
schwindet g fiir alle beschrinkten Intervalle, die keinen dieser Punkte
enthalten, so ist L?(R", ¢) =R?2 und |[(2;, z,)]}, = (|2;|? +| ,|?)/?. Die
Holdersche Ungleichung lautet in diesem Fall

fer ol + 22 gal = (2P + | xalp)llp(|y1|q+ |y2!q)1/q_

¢) Analog sind die Verhiltnisse bei £ ausgezeichneten Punkten.

d) Sei nun p=m die in 10.1(ii) definierte diskrete Massenverteilung
mit abzihlbarem N. Jedes Element von LP(IR", m) wird dann durch eine
eindeutig bestimmte Folge {z;};cN reprisentiert. Eine Folge {x,-}'-eN
repriasentiert genau dann ein Element aus LP(R™, m), wenn Z | z;|?
konvergiert. i=1

Die Holdersche Ungleichung lautet

zlwny,l<(z|xl|ﬂ) (}ly.lf)

=1
Den Raum LP(RR, m) bezeichnet man auch mit I?; insbesondere heif8t 12
der Hilbertsche Folgenraum.
Lemma 11.7. Sei 0<<r <5 und {a;};..,,,,,, eine Folge mit lauter posi-
[+<]

tiven Qliedern. Ist die Reihe Y af konmvergent, so konvergiert auch die
- i=1

Reike Y a}, und es gilt
i=1

09‘ 1/8 oo 1fr
( Z a}) < (Z a{) (Jensensche Ungleichung).

=1 =1

Beweis: Fiir Z al=0 ist dle Behauptung richtig. Sei Z af=+0,
i=1
0.B.d.A. kdnnen wir annehmen Z af = 1. Dann folgt fiir allet,daﬂa =1,

=1

) 0 \ls
also a <af, also konvergiert ) af, und es gilt: ( > af) <1, qed.

t=1 i==1
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Dieses Lemma besagt, daB fiir 0< r <3 gilt I"</%, Man kann zeigen,
daB fiir r < s diese Inklusion echt ist.
Wir werden spiter zeigen, daB L?; fiir p>> 1 kanonisch isomorph zum

Dualraum von L2 ist, wobei 1 -+ 1_ 1. Zur Vorbereitung zeigen wir
hier schon ? 9

Lemma 11.8. Es ist in kanonischer Weise eine Abbildung

j: LP(R", ¢) — LYR", )’
definiert durch

ihg) = ffgde.
Diese Abbildung ist eine lineare Isometrie.

Beweis : Das Integral existiert wegen 11.5. Offensichtlich ist j(f) linear.
Die Beschriinktheit (gleich Stetigkeit) folgt aus der Holderschen Un-
gleichung. Ebenso offensichtlich ist die Abbildung j linear, und die Be-
schrinktheit folgt wiederum aus der Holderschen Ungleichung.

Wir haben noch zu zeigen, firr alle f € L? gibt es ein g€ L? mit

[ffgde| = |, lgl-

Sei o die Vorzeichenfunktion von f und g=o¢|f[? L. Dann ist g meBbar
und [g]?= | f|?, also g€ L%, und es gilt

[ffgdel=[{fglde=[|/IPdep
=(f111Pdel? ([ /1Pdgy 2=/, lgly, aqed.

§ 12. Der Satz von Riesz-Fischer iiber die Vollstindigkeit der Riume LP

Satz 12.1 (Riesz-FiScHER). Der normierte Raum LP(R™, @) ist voll-
standig fir alle p=1 und p==oco.

Beweis : Sei zundchst p+ co. Sei {f;};_,,q,.., Cauchy-Folge in L7, d.h.

Ufn— fullp < &

fir geniigend groBe n, m. Der Beweis besteht aus drei Schritten: Im
ersten wird die Limesfunktion f konstruiert, im zweiten wird gezeigt
feLP, und im dritten wird {f;} — f (im Sinne der || |,-Norm) bewiesen.

Zu der Folge ,—1/2F, k=1,2,... gibt es eine Folge natiirlicher
Zahlen m; < my << ... mit

1 .
"fn_fm."p< 3k fiir n>>my.
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Sei y die charakteristische Funktion eines nichtentarteten beschrinkten
Intervalles. Wir betrachten die Reihe

oo

I‘Z l me.l - fmzi X

=1
Nach Satz 11.5 ist | fmy,, — fm,| ¥ summierbar, denn

1 1
Hmgy, — fml € LP,  y€L7; » + 7 1.

Die Partialsummen der Reihe bilden also eine monoton steigende Folge
summierbarer Funktionen. Die zugehérige Integralfolge

{kzi SV gy — Fone) xdtp}

ist beschrinkt, denn nach der Holderschen Ungleichung gilt

1=1,2,..

l oo
Z flfm;»,.—/mglxdlpé Z 2_kllxuq'
F=1 =1

Also sind die Voraussetzungen des Satzes von B. Levr erfiillt, d.h. die
Reihe

2
Z l-fmk+n——fmk‘ X
k=1

ist g-konvergent fiir alle y.

Der IR™ ist Vereinigung abzihlbar vieler beschriinkter Intervalle. Da
die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge
ist, folgt:

Z l’mk-u'—' fmk!

ist @-konvergent. Also ist auch die Reihe Z (fms, — fmy) @-konvergent,
k=
d.h., die Folge {fm,}g_,,s,... ist g-konvergent. Sex alsoj— llm fmk Dann
vk

ist f meBbar als Limes meBbarer Funktionen. Die Folge {| fmg| Me1,a,.
ist @-konvergent gegen |f|P. Die Integralfolge NfmidBYe1,s,.., I8t be-
schrinkt, denn wir sind von einer Cauchy-Folge ausgegangen. Sei also
|fmJ < A far alle k. Dann ist nach dem Lemma von Fatou | f|? sum-
mierbar. Wir haben also bewiesen f¢ I?.

Wir zeigen nun {f;},_, , . konvergiert gegen { in LP (R", ).
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Sei k> r, also my>m, und n>m,. Es gilt:

= fonally < W — Fulp + W, — Frmgllp < 2771,

Die Folge {|f, — fue|?}r=1,2,... (*) ist p-konvergent gegen |f, — f|?. Die
Folge (#) erfillt die Voraussetzungen des Lemmas von FaTou. Aus der
Abschitzung

"fn_ fmk"z = (2—r+1)p

der Integralfolge folgt dann
S~ fPdp=20-T9%, also |~ f, <277, ged.

Der Fall p= oo ist klar: Konvergenz im Sinne von | ||, ist ndmlich die
ibliche gleichmiBige Konvergenz, und der Limes einer Cauchy-Folge
beschrinkter meBbarer Funktionen ist beschrinkt und meBbar.

Korollar 12.2. Sei E<R"™ mefBbar. Dann ist fir 1 = p < oo der normierte
Raum LP(E, @) vollstindig.

Beweis : Es ist leicht zu sohen, daB LP (&, ¢) abgeschlossen in LP (R", ¢)
ist, q.e.d.

{'bungsaulgaben

1. Sei ECIR™ eine meBbare und beschriinkte Menge. Dann gilt fiir p =1,
daB LP(E, @)<LYE, p). (Zeige ypc LUE, p)!) Gilt auch LP(IR?, ¢)C
LYIR*, ¢)? Ist die Inklusion L? (B, ¢)< LY(E, ¢) stetig (beziiglich der
LP- bzw. L1-Norm) ?

2. Sei {£}} eine Folge von mefibaren beschrinkten Mengen des R” mit
E\CEy< - und R™= U E;. Dann liegt die Vercinigung der L?(E}, ¢)
dicht in L? (R™, ).
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Schwache Topologien und reflexive Riume

Wir haben bereits gesagt, daB ein wichtiges Prinzip in der Funktional-
analysis darin besteht, die Untersuchung eines Raumes X mit der Unter-
suchung des Dualraumes X’ zu verbinden. Dies kann z.B. dadurch ge-
schehen, daB man in X die schwache Topologie einfiihrt; das ist die
grobste Topologie von X, in der alle f € X’ stetig sind. In dem Raum X’
fithrt man ferner die schwach-#-Topologie ein; das ist die grobste Topo-
logie von X', in der alle x € X (X")" stetig sind. (Vgl. Anhang I.)

Ein wichtiger Satz besagt dann, da die abgeschlossene Einheitsvoll-
kugel von X’ kompakt ist beziiglich der schwach-*-Topologie. Ein weiteres
Hauptergebnis besagt, daB die abgeschlossene Einheitsvollkugel von X
dicht in der abgeschlossenen Einheitsvollkugel von X liegt, dicht beziiglich
der schwach-s-Topologie. Aus beiden Séitzen gewinnt man ein Kriterium
fiir das Ubereinstimmen der schwachen Topologie und der schwach--
Topologie: dies ist genau dann der Fall, wenn der Banach-Raum X
reflexiv ist, d.h., wenn die kanonische Abbildung X — X”’ ein Isomor-
phismus ist.

In einem weiteren Paragraphen werden diese Ergebnisse angewandt,
um einen Ergodensatz zu beweisen. Die Ergodentheorie ist in der statisti-
schen Mechanik entstanden, hat sich dann aber verselbstéindigt.

§ 18, Sehwache Topologien

Sei X normierter K-Vektorraum und X’ der Dualraum von X, d.h.
der K-Vektorraum der stetigen linearen Abbildungen f: X — K. Die
schwache Topologie von X beziiglich aller dieser Abbildungen (vgl. An-
hang I) nennen wir auch einfach schwache Topologie von X. Es ist dies
die grobste Topologie von X, in der alle f¢ X’ stetig sind. Zur Unter-
scheidung nennen wir die durch die Norm auf X gegebene Topologie,
die Normtopologie. Offenbar ist die schwache Topologie grober als die
Normtopologie (denn beziiglich der Normtopologie sind alle f € X” stetig).
Das konnen wir auch so formulieren:

id: (X, Normtopologie) — (X, schwache Topologie)
ist stetig.

Wir untersuchen jetzt die Eigenschaften der schwachen Topologie
von X:



Schwache Topologien 61

Lemma 18.1. Sei X normierter Raum. Dann ist X beziiglich der schwa-
chen Topologie ein Hausdorff- Raum.

Beweis: Wir withlen zwei verschiedene Punkte a, b € X. Nach Hanx-
BaxacH gibt es eine Abbildung feX’ mit f(a)==f(b). Wihle e==
£ f(a)— f(b)]. Weil f stetig ist, sind die Punktmengen

[(U(fa), &) und (U0, &)

offen in der schwachen Topologie. Sie trennen nach Definition die
Punkte a, b.

Lemma 18.2. Sei X normierter Raum. Die Folge {x,},, ., , ., ist schwach
konvergent gegen x, (d.h. konvergent beziiglich der schwachen Topologie)
genau dann, wenn fiir alle f € X' gilt ﬂlimoo f(z,) = f ().

—

Beweis: ,,=" Sei £>0 vorgegeben. Nach Voraussetzung liegen fast
alle , in f1(U(f(x)), ), also liegt fiir fast alle n der Wert f(z,) in
U{f(2), €).

»&* Nach Definition der schwachen Topologie liegt in jeder schwach-
offenen Menge von X, die , enthilt, eine schwach-offene Menge der Form

MUY G (Un)s

die x, enthdlt, mit f;¢ X', U, offen in K. Nach Voraussetzung gilt fiir
fast alle n, daB f;(z,)e U;; d.h., fast alle x, liegen in f{*(U,), d.h., fast
alle «,, liegen in f7H{U )N ... 0 frH(U,,).

Korollar 18.3. Ist die Folge {wy}y,,q,.,, Schwach-konvergent gegen z,,
s0 igt die Folge {|[%p}pwmy,s,... beschrinkt.

Beweis: Dies folgt aus dem letzten Lemma und dem Prinzip der
gleichmiBigen Beschréinktheit 8.2. .

Normkonvergenz impliziert natiirlich schwache Konvergenz. Wie das
folgende Beispiel zeigt, gilt das Umgekehrte nicht.

Beispiel 18.4. Wir betrachten in dem Hilbertschen Folgenraum [2 die
Folge der Einheitsvektoren {¢,},_3,s,... mit €,=(0,...,0,1,0,...) (die
1 an der n-ten Stelle). Fiir n<=m gilt [le, —e,||= V2, d.h., {e,} ist keine
Cauchy-Folge, ist also nicht normkonvergent. Wie wir noch sehen wer-
den (19.1) gibt es zu jedem Element fe(I%)’ eine Folge {a,}€!* mit

Fly) = 2 8, Yns  {yn}€l®
=1
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Also gilt f(e,) =a,, d.h., fir alle fe () gilt lim f(e,) =0 (denn {a,}€l*
ist Nulliolge). Nach Lemma 13.2 ist also {e,} schwach konvergent
gegen 0.

Lemma 13.5. Es seien X, Y normierte Riume und T: X —Y eine
beschriinkte, lineare Abbildung. Damn ist T stetig beziiglich der schwachen
Topologien von X und Y.

Beweis: Weil fiir eine beliebige Abbildung f gilt, daB (4 UB)=
1 (A) uf1(B) und f1(4 ~ By =f-1(4)~ [-1(B), ist nur zu zeigen, daB fiir
g € Y’ die Menge 7'-* (g“(U (g, e))) schwach-offen in X ist. Diese Menge
ist aber gleich (goT)~1(U(w,, €)). Wegen goT'e X’ ist sie schwach-offen
q.e.d.

Sei X ein normierter Raum. Wir hatten bewiesen, daB die kanonische
Abbildung i: X~ X" eine lineare Isometrie ist, wir kénnen also X in
kanonischer Weise mit einem Unterraum von X’ identifizieren. Die
schwache Topologie von X’ ist die grobste Topologie von X', fiir die
alle F: X' K, Fe X", stetig sind.

Delinition 18.6. Die schwack-»-Topologie von X’ ist die grobste Topo-
logie von X', fir die alle F: X’ mit Fe X< X" stetig sind.

Die schwach-+-Topologie enthilt weniger offene Mengen als die schwa-
che Topologie, ist also grober.

Lemma 18.7. Der Raum X’ ist hausdorffsch beziiglich der schwach-s-
Topologie.

Beweis: Zu f,, f,€ X', f,=/, gibt es ein x€X mit f;(x) < fo(x). Der
Rest des Beweises verlduft wie in 13.1.

Lemma 13.8. Die Folge {f;}y s ...0 [o€X  ist schwach-s-konvergent
gegen fo genau dann, wenn fir alle xe X gilt lim f, ()= fo(x).
n-—» 00

Beweis: Wie der Beweis von 13.2.

Wir kommen nun zu einem weniger trivialen und wichtigen Resultat
iiber die schwach-=-Topologie:

Satz 13.9. Sei X normierter K-Vektorraum. Dann ist die abgeschlossene
Vollkugel

B ={feX||fl=1}

kompakt in der schwach-+-Topologie von X',



Schwache Topologien 63

Beweis: Wir werden zeigen, daB B’ abgeschlossene Teilmenge eines
geeigneten kompakten Raumes ist. Fir alle z€X sei ¥, =K. Wir de-
finieren

X' [T % n(fy=1(2).
zeX

Offenbar ist % injektiv; d.h. wir kénnen vermige % den Raum X’ als
Teilmenge von [ ] ¥, betrachten. Nach Definition stimmt die schwach-*-
Topologie von X’ mit der Teilraum-Topologie in [ ] Y, {iberein (vgl.
Anhang I).

Sei f € B’. Dann gilt

[fEI=Il ==l = [0l = |-
n(B)<]] B,

rzeX

Also gilt

mit
B,={te K| [#| = [}
Nach dem Satz von TycuONOFF (vgl. AnhangI) ist das Produkt auf der

rechten Seite unserer Inklusion kompakt. Es bleibt also zu zeigen, dal
7n(B’) abgeschlossen in [] B, ist.

zeX
Jedes fe [] ¥, kann als eine Abbildung X ->IK angesehen werden.
Sei f € n(B’). Wir haben zu zeigen, f ist linear und ||f| £1. Fir &, f € X ist

{QGIIXBmI [9gs—Fersl <es lg— el <o lgi—frl < 8}

offen, denn diese Menge ist Durchschnitt drejer offener Mengen. Wegen
fen (B gibt es ein gen(B’), das in dieser Umgebung von f liegt. Aus
der Linearitit von g folgt

{farg—fe— 1l <3e,

d.h., f ist additiv: fp . =f;-f,. Ganz analog erhilt man aus den
Ungleichungen
|92e—Frel <& 1Ags— Al <e

fir Ac K, £€X, daB f;,=4f, d.h,, f st homogen. Aus g ) < Jf] fire
ge B’ folgt schlieBlich |jf,)| < |z, d.h. /=1, qed.

Fiir die im folgenden gebrauchten Begriffe der mengentheoretischen
Topologie wie ,,separabel*, ,,1. und 2. Abzihlbarkeitsaxiom'* verweisen
wir auf den Anhang I.
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Satz 18.10. Vorausselzungen und Bezeichnungen seien wie im letzten
Satz. Ist X beziiglich der Normtopologie separabel, so erfiillt der Raum X’
das erste Abzihlbarkeitsaxiom beziiglich der schwach-»-Topologie von X'.

Beweis: Wihle %, ..., ,€X, e>0 und fe X’. Dann ist
U(f; @yy oons 3p3 £) ={g € X’ | g (@) — ()| < &5 4=1, .00, 7}

Umgebung von f in der schwach-»-Topologie von X', und jede Umgebung
von f enthilt eine solche ,,besondere’ Umgebung.

Da X separabel ist, gibt es eine abziihlbare Menge M ={a,, a,, ...}
in X mit M =X (~ bezieht sich natiirlich auf die Normtopologie). Es
gibt dann abzihlbar viele Umgebungen von f der Gestalt

1
U(I;a,,-‘, reey a.-r;;"—) .
Es bleibt also zu zeigen: Zu ,, ..., ,€ X und ¢> 0 gibt es a; , ..., a;, € M
und m €N mit

1
(») U(I; @i .-.,a.-,;;;) CU(f; 215 <10y %5 £).

Wihle m so, daB 3/m < &, und wihle a;,, k=1, ..., r mit | a —ag,| < 1/m.
Dann gilt fir ge U(f; a;,, ..., a;,; 1/m)

[9 (@) — f(zp)] S1g(ai) — Flai)| + (g — N —ag)l
1 2

L - — .
_.m+m<e

Also ist () erfiillt.

Korollar 18,11, Unter den Voraussetzungen des letzien Satzes gilt: Jede
Folge in B’ hat eine schwach-»-konvergente Teilfolge.

Bewels: Das gilt in kompakten Riumen, die das erste Abziéhlbarkeits-
axiom erfiillen. (Vgl. Anhang I)

§ 14, Reflexive Riiume und schwache Topologien

Detinition 14.1. Der normierte Raum X heift reflexiv, wenn die kanoni-
sche Abbildung ix: X — X" surjektiv, also ein Isomorphismus ist.

Reflexive Réume sind also immer Banach-Riaume. Ist X reflexiv, so
stimmen die schwache und die schwach-s-Topologie von X’ iiberein.

Lemma 14.2, Sei X reflexiver Banach-Raum, L abgeschl Unter-
raum. Dann ist L reflexiv.
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Beweis: Sei j: L—X die Inklusions-Abbildung. Man hat ein kom-
mutatives Diagramm

L'j‘—L) L”

| b

Wir haben zu zeigen: ¢, ist surjektiv. Sei @ € L”, Wegen der Reflexivitit
von X gibt es eina € X mit §/(G) = iy (@), d. h., fiir alle f € X gilt j(G) (f) =
f(a). Nun ist aber §/(Q)(f) == G(f| ), also G(f|;)=/F(a). Deswegen gilt
e €L, denn sonst gibe es nach HAHN-BANACH ein f mit f(a)==0 und
flL=0. Also gilt ij(a)=0, denn wiederum nach Hanx-Bawacu ist
jedes g € L’ Beschrinkung einer Abbildung f¢ X’ auf L.

Korollar 14.3. Sei X Banach-Raum. Dann gilt
X reflexiv <> X' reflexiv.

Beweig: ,,=>* Aus X = X" folgt X' = X",

&= Ist X’ reflexiv, so ist nach ,,= auch X" reflexiv. Da X iso-
morph zu einem abgeschlossenen Teilraum von X" ist, ist X reflexiv.

Satz 14.4. Sei X ein Banach- Raum und
B={zeX|l<1}; B'={@cX”||6]<1).

Dann ist B schwach-»-dicht in B”.

(Wir betrachten X als Teilraum von X”, also B als Teilmenge von B”.
Genauer miiite man sagen: ,,iy(B) ist schwach-s-dicht in B”.%)

Beweis: Sei Gy¢ B”. Es ist zu zeigen: Zu vorgegebenen £>0 und
fis eves fn€ X’ gibt es x€ B mit

|Ge(f)—fi@)<e fir i=1,...,n.
Denn in jeder schwach-»-offenen Menge von X"’ liegt eine solche der Form
{FeX”||Gy(f)—CGf)l < e t=1,...,n}.
Wir formulieren unsere Behauptung also in dem folgenden Lemma:

Lemma 14.5. Seien (€ B und fy, ..., f,€ X’ gegeben. Sei

h(x)= X |G ()~ fi()®.
1=1

5 Hirzebrach, Funktionalanalysis
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Dann gilt
inf h(z)=0.
z€B
Beweis: Es sei 1= ins9 h(x). Wir wihlen eine Folge {a;} in B mit
z€

lim k(ap)=1. Indem wir statt {a;} eine geeignete Teilfolge wihlen,
konnen wir erreichen {f;(a;)}g~1,5,... 8t konvergent fiir i=1, ..., n. Der

n
Limes sei &;. Ferner sei 6;=G(f;) —§;, also I= )| §;/2.
=1
Sei « € B beliebig. Dann gilt fir 0 <t <1

n

h((1—ta+tz) =2 10— -0 —th@P=1,
also wegen (1 —#)a,+{z)e B
216 ()~ hlag -2t Re‘_g(fi(w) — fi() TR = Fola)
+85 Iho) - Koz 1.

Durch den Grenziibergang k—» oo erhalten wir

n n
I—2¢ Re.zl(fi () —&) (G — &)+ le filz) - &2 =1,
= =
also
n _ n
—2t Re,Zl(mx) =8+ 6 2 ) =&t z0.
P 1=
Aus dieser Ungleichung folgt schlieBlich (¢ — 0!)
n
Re _Zl(f, () —&)3;=0.

Nun betrachten wir f € X’ definiert durch

M=

8; ;-
1

f=

i

Wir haben gezeigt, daB fiir alle z ¢ B gilt

Re f(x) g_Ref} 8, ¢,.
=]l
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Wie man sich leicht iiberlegt, folgt aus dieser Ungleichung
n —
Il =Re % 8;¢;.
i=1
Andererseits betrachten wir die Folge
n -
f(ak)z_zlaifi(ak); IG:I: 21"-
=

n
Die rechte Seite konvergiert gegen , 9;&;, also
i=1

| 25.4]=mn.

Damit haben wir bewiesen
bid -
Ifl= 2 8;&.
i=1

Nun erhalten wir wegen |[G|[§ 1 sofort unsere Behauptung:
n

Z‘. (G B —&)=aN~-lfl=o.

Korollar 14.6. Sei X Banach-Raum, und Ge€B”; f, ..., [,e X’ seien
gegeben. Ist B schwach-kompakt, so gibt es ein x € B mit

Af)=flz); i=1 ..., n.
Beweis : Die Funktion
h: X > R; h(x)=~ZIlG(/i)—'fi(-"’)!2

ist stetig beziiglich der schwachen Topologie, nimmt also auf B ihr
Infimum 0 an.

Satz 14.7. Der Banach-Raum X ist genau dann reflexiv, wenn die abge-
schlossene Einheitsvollkugel B = {x e X ||z} =1} schwach-kompakt ist.

Beweis : Sei X reflexiv. Nach Satz 13.9 ist B” = B schwach-+-kompakt,
wegen der Reflexivitit von X’ also schwach-kompakt.

Um die Umkehrung zu beweisen, zeigen wir, daB jedes G¢ B” im
Bild von X X" liegt. Fiir f € X’ sei

M(f)={z € B|{(z}=G(N}.

be
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Dann ist M(f) schwach-abgeschlossen. Nach dem letzten Korollar ist
{M(f)}te x ein zentriertes System, d.h., der Durchschnitt endlich vieler
M(f) ist nicht leer. Da B schwach-kompaks ist, folgt nach dem Cantor-
schen Durchschnittssatz (vgl. Anhang I):

0 M(f)+9.
feX’
Das ist gerade zu zeigen.

Korollar 14.8. Der Banach-Raum X ist genau dann reflexiv, wenn die
schwache Topologie und die schwach-»-Topologie von X’ iibereinstimmen.

Beweis: Sind die beiden Topologien von X’ gleich, so ist die Einheits-
vollkugel von X’ schwach-kompakt. Also ist X’ reflexiv, also ist X re-
flexiv.

Satz 14.9. Sei X reflexiver Banach-Raum. Dann ist die Einheitsvoll-
kugel B schwach folgenkompakt.

Beweis: Sei zuniichst X separabel. Dann ist X’ separabel, also ist
nach dem folgenden Lemma X’ separabel. Die Einheitsvollkugel B”
von X" erfiillt nach Satz 13.10 das erste Abzihlbarkeits-Axjom beziiglich
der schwachen Topologie. In dieser Topologie ist B” auBerdem kompalks,
also folgenkompakt (vgl. AnhangI). Dasselbe gilt natiirlich auch fiir B.

Im allgemeinen Fall sei L die abgeschlossene Hiille des von einer Folge
{z,} aus B aufgespannten Teilraumes von X, Dann ist X separabel,
nach 14.2 reflexiv, und aus dem schon bewiesenen folgt die Behauptung.

Bemerkung: Ein Satz von EBERLEIN besagt, daB auch die Umkehrung
dieses Satzes gilt: Ein Banach-Raum mit schwach folgenkompakter
Einheitsvollkugel ist reflexiv.

Lemma 14,10, Es sei X normierter Raum und X’ separabel beziiglich
der Normtopologie. Dann ist X separabel beziiglich der Normtopologie.

Beweis: M = {f,, f,, ...} sei abzihlbare Teilmenge von X’ mit # = X'
und 0¢ M. Sei g;= fif|fil und M, ={g,, g,,...}. J, ist dann die Ein.
heits-Sphire in X’. Zu jedem g; withlen wir ein ;¢ X mit ;=1 und
lgi(x)| = &

Sei L die abgeschlossene Hiille des von den z; aufgespannten Unter-
Vektorraumes von X. Wir zeigen nun L= X,

Angenommen, L ist verschieden von X. Dann gibt es ein g € X’ mit
lgll=1 und g{;=0. Zu g gibt es ein n mit [lg—g,| < &. Aus g,(z,) =
(g, — 9) (x,) + g(2,) ergibt sich der Widerspruch

F=1g @ S 10— 9 @) < |lgn—gll < 3.
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Die gesuchte dichte Menge in X ist dann die Menge aller Linearkombina-
tionen der x;, deren Koeffizienten rationalen Real- und Imaginiirteil
haben.

§ 15, Der Ergodensatz

Ist T: X—>X eine Abbildung, so schreiben wir 7% fiir 7o 0T
(n-mal).

Satz 15.1 (Ergodensatz). Sei X reflexiver Banach- Raum und T: X - X
eine stetige lineare Abbildung. Es gebe eine Konstante C =0, so duf fiir
alle neN gilt |TY <0, 2. B. sei |T| 1.

Dann ist die Folge {2}y ..1,s,.. Mmit x,l=7];——(Tx+ Tz -« +Thx)
konvergent beziiglich der Normiopologie.
Beweis: Nach Voraussetzung gilt ||, | < C || fir alle n; also besitzt

nach 14.9 die Folge {,} eine schwach-konvergente Teilfolge {xp,}, . y,2,....
Es sei & der eindeutig bestimmte Limes dieser Teilfolge. Es gilt

1 +1 v
— (TP F Ly T x)
n

1
172, — @l = = - 20|

Also ist {T'x, — )} eine Nullfolge beziiglich der Normtopologie. Erst
recht ist die Teilfolge {T' 2n, — 2} , eine Nullfolge. Also ist 7'Z == 7.

vzl 2.

Fiir 2 schreiben wir « =%+ (x — ), also
1 o
Zy= &+ — (T4 + T (z—7).

Um zu beweigen, daB {x,} gegen # beziiglich der Normtopologie konver-
giert, geniigt es nun zu zeigen:

1 =
@t me—a), ..
ist Nullfolge in der Normtopologie. Wir betrachten den Unterraum
Xo=(Id— T} (X).

Fiir jedes Element der Form y — T'y gilt

5 @1y = | @y s Lac,
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also ist
1
{'7; (T 41T )(y~—Ty)}

Nullfolge. Nach Voraussetzung gilt ferner

T L

also ist die Folge der Operatoren {T}z— (T 4+ T" Ixo}gleichmﬁBig be-
schrinkt. Nach dem folgenden Lemma gilt fiir alle w e X

lim L (T4 + Tw=0
n~»co N

(beziiglich der Normtopologie).

Zeigen wir nun noch z— Z € X, so ist der Beweis vollsténdig. Ange-
nommen z — Z ¢ X,. Dann gibt es ein Fe X’ mit F|y=0und F(z — £) 0.
Es gilt

il ThzeX,, n=0,1,2...
also
FI iy —=F Tz = = F(z).
Also gilt F(z,)=F(x). Andererseits konvergiert aber {xn },.;,3,...
schwach gegen Z. Also ist F(Z)=F(x). Widerspruch!

Lemma 15.2. Es seien X, Y Banach-Riume und {Tplp.y s,... eine
Folge gleichmifig beschrinkier stetiger linearer Abbildungen: |T,|<C.
Es gebe eine dichte Teilmenge A von X mit {Tp(2)}py,q,... konvergiert
far alle x€ A. Dann ist {T, x} konvergent fiir alle x € X.

Beweis: Es gilt
1Zpz— T S W Tpz— TPl + 170y — T 9l + 1Ty — T 2l)-
Wihle ye 4, s0 daB |z —y||< 4—80 . Dann ist fiir geniigend groBes n, m:
ITnz— T2 S2Clz— Y|+ Ty — Tyl S 5 + 5 -

Wir notieren noch einige interessante Eigenschaften des linearen Ope-
rators

7= lim TE T
n—00 n

Offensichtlich ist er beschrinkt, also stetig, denn
7, 2l = |2 = C|l«].
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Ferner gilt
TroTy=T,, TpoT"=T,, ToT,=T,.
Sei ¥ der Eigenraum des Operators 7' zum Eigenwert 1, d.h.
E={yeX|Ty=y}.
=
E = (T—14) (0) ist als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer
stetigen Abbildung abgeschlossen. Wir haben schon festgestellt T, (X)< E.
Gilt umgekehrt fiir x€X: x=Tx, so folgt T\ x==2, d.h. T\(X)=E.
‘Wegen T |g=1dg ist T, also die Projektion auf den Eigenraum E.



KarireL V

Gleichmigig konvexe Riume

In diesem Kapitel untersuchen wir eine spezielle Klasse normierter
Riume, nimlich die gleichmiBig konvexen. Diese sind in der Approxi-
mations-Theorie von Bedeutung, denn in einem gleichmiBig konvexen
reellen Banach-Raum X wird ein x€X durch genau ein w aus einer
abgeschlossenen konvexen Menge W< X optimal approximiert, d.h., das
Infimum wl?'fw || — | wird genau fiir ein w€W angenommen.

Unter Anwendung der Ergebnisse des letzten Kapitels beweisen wir
den Satz von Minman: Jeder gleichmiBig konvexe Banach-Raum ist
reflexiv. Wichtige Beispiele fiir gleichmiBig konvexe Réume sind die
LP.Réume, 1< p<oo (Satz von Crarksox). Mittels des Satzes von
Ripsz-Fiscuer aus Kapitel IIT wissen wir also, da diese LP-Riiume
reflexiv sind. Die Kenntnis dieser Tatsache wird ausgenutzt, um den
Dualraum von L? mit LY zu identifizieren. Zur Ergiinzung zeigen wir
achlieBlich (L1)" =x L™ und bemerken, da das Umgekebrte im allgemeinen
nicht gilt: (L”)" gk L1,

§ 16, Gleichmiifig konvexe Riiume und ihre Geometrie

Delinition 16.1. Es sei X ein normierter Raum. Wir nennen X gleich-
maifig konvex, wenn eine der folgenden gleichwertigen Bedingungen er-
fallt ist:

(i) Fiir alle 6> 0 gibt es ein 6> 0, so daB fiir z, y € X mit |||, |¥]| <1
gilt

le—ylze=lz+yl<1-6.

(ii) Fiir alle £>> 0 gibt es ein 6> 0, so da8B fiir z, y € X mit ||z =|y]|=1

gilt
lz—ylze= F+y|<1-6.

(iii) Firalle &> 0gibt es ein 6> 0, so daB fir z, y € X mit ||« = {|y]=1

gilt
3@+ gl>1-0 = le—yl<e.

(iV) Fiir je zwei FOlgen {xn}n:‘-‘l,z”__r {y’,}”=1.2"" in X mit []x"“.-—_—
fyal=1 fir alle n gilt

lim "é’(‘”u + )l =1 =>lim(z, —y,)=0.
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(v) Fir je zwei Folgen {2,},-1,2,...; {¥uln=1,2,... in X mit

lim sup{||z,[} <1, lim sup{|y,[} =1

gilt

lim (% ]z, + ¥,)) =1 = lim(z, — y,,) =0.
Die Implikationen ,,(i) = (ii) = (iii) = (iv)* sind klar. Um ,,(iv) = (v)"
zu beweisen, zeigen wir zunichst lim]2,|=1. Angenommen, es gibt
eine Teilfolge {&n}gp=1,q,... von {z,} mit lim[jznl<< 1, Dann folgt:

lim sup [[an, + Ymyl| < lim sup |2, + Lim sup [z, < 2.
Widerspruch! Aus Symmetriegriinden gilt dann auch lim ||y,=1. Also
gibt es ein m, so daB x,==0; 2,30 fiir n=m. Wir betrachten nun
die Folgen
@l za S mmmr,...  Wnlvalnemmia,...-

Es gilt
{lealzal+ gallgal ™ — N+ galll S lopll2al™ — 2l + fon ™ — #all
Die rechte Seite konvergiert gegen 0. Also gilt

lim ||, |2, + yy |yl = 2.
Nach (iv) folgt
lim |2, | 2| — yu |9l = O-
Wegen
lim f|z,, fly [t —~ ] == tim || g, [ 9, — v = 0
folgt die Behauptung.

»(v) = (i) Angenommen, es gibt ein ¢>0, so daB es zu jedem
é,=1/n, n=1,2,... Elemente x,,y,eX gibt mit [z, |#,]=1,
|2 — yall> ¢ aber |}(x,+y,)|>1—4. Die Existenz solcher Folgen
{x,}, {y,} steht dann im Widerspruch zu (v).

Detinition 16.2. Set X reeller normierter Raum. Wir nennen X strikt
normiert, wenn. fiir alle x, y€X; , y=+0 gilt: Aus -+ yl= =] +|y]
folgt, es gibt ein >0 mit x=_~Ay.

Satz 16.3. Jeder gleichmifig konvexe reelle normierte Raum X ist strikt
normiert.

Beweis: Seien z, y+0 gewihlt mit |« + y|= || +|y]. Wir miissen
ein 4> 0 finden mit x=1y. 0.B.d.A. sei |« =1. Definiere
, z+y 24z’
2 = Zm= ey a=|z,
ool 2 I
b=lz+y—2|
(vgl. Abbildung).



74 Gleichmifig konvexe Riume

1 X' Iyl

Esgilt 2+ y— 2’| =|y[, also b <||y|. Fernerista <1, a-+-b= 14|y,
also a=|#(x 4z} =1. Aus der gleichmiBigen Konvexitiit folgt x= 2,
also z|lyl= v, q.e.d.

Satz 16.4 (Approximationssatz). Sei X ein reeller normierter Raum
a€X und W eine konvexe abgeschlossene Teilmenge von X. Dann gilt:

(i) Ist X strikt normiert, so gibt es hochstens ein x €W mit
—af = inf [la—y].
la—z|= inf fla—y|
(ii) Ist X gleichmépig komvexer Banach-Raum, so exisiiert ein (nach

16.3 und (i) eindeutig bestimmies) =W mit o —z|= inf a—y}}

Beweis: 0.B.d. A. sei a=0 und d= Jé‘lfv fla—y|=1, denn fir acW

ist nichts zu beweisen, und andernfalls ist wegen der Abgeschlossenheit
von W ,,’é’;fy lla—yli>o0.

(i) Haben z, x’ beide die genannte Eigenschaft, so folgt
1SR+ < Eef+ H <1,

$r=13o.

(i) Es gibt eine Folge {2,},-y.,...» #,€W mit lim [z, [|=1. Da W
konvex ist, gilt

i’(‘%"" Tp)eW und 1= "%'(xn +z) = l:ll'("xn" + 2l

Dann ist {z,} Cauchy-Folge, denn angenommen, es gibt ein £>0, so
daB fiir alle N Zahlen n, m>> N existieren mit ||z, — x,,/|> ¢, so wihlt
man Teilfolgen {zn.}, {xm,} mit

also

tim sup {|}n,]} = lim sup {fmJ} = 1
und

Hm || 2n, + Zmy)| = 2,
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aber
lim inf |2y, — 2y, )| 2 6.

Das steht im Widerspruch zu 16.1.(v). Dann ist lim z, das gesuchte z,
denn |z|=1 und x e W.

Man wendet diesen Satz in der Approximationstheorie insbesondere
auf abgeschlossene Unterriiume W von X an.

§ 17. Die gleichmiiBige Konvexitit der Riume L

Wir wollen folgenden Satz von CLARKSON beweisen:

Satz 17.1. Fir 1 <p<oo ist LP(R™, ) gleichmifig konvex und damit
auch strikt normiert (16.3).

Beim Beweis folgen wir der Originalarbeit von CLArksoN. Man muB
die beiden Fille p =2 und p< 2 unterscheiden. Man benutzt die beiden
folgenden Parallelogramm-Ungleichungen :

Lemma 17.2. Sei co> p=2. Fir alle f, g€ LP(R™, ¢) gilt folgende Un-
gleichung:
1-+9l+ I — gl = 22 725 + llglf)-

Lemma 17,8, Sei 1 <p<2 und L + 1 1. Fir alle f, g€ LP(IR®, )
gilt folgende Ungleichung: P9

I+ gl + 1 —9lf =20 A5+ gl

Beweis von 17.1. Wir verwenden Definition 16.1.(iv). Gilt fir die
Folgen {f,,}, {g,,}
“fn"p = “gnllp =1,

so folgt im Fall p=2

"fn + gnlg‘{“ "fn - gnlg = 27
und im Fall p< 2

“fn + gn“% + “fn - gnﬂ% § 21,
Gilt nun {|3(f,+ 9n)lp}—1, so folgt aus diesen Ungleichungen
{"fu _gn"} - 0; q.e.d.

Der Beweis der beiden Lemmata, insbesondere des zweiten Lemmas,
ist schwieriger.
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Beweis von 17.2. Wir beweisen die Ungleichung zuniichst fiir reelle
Zahlen a, b. Nach der Jensenschen Ungleichung (11.7) gilt wegen p=2:

(la-+bP -+ |a—bIPRP < (la-t B2+ |a—bJ3h

SV2(a2+ b2

Sei r definiert durch 12) + i =1,dh,r= ;% . Nun wenden wir die

Holdersche Ungleichung von Fall b) auf Seite 56 auf die Paare (a?, b2),
(1, 1) an und erhalten

2-2

?

2
(@459 S ([alP + b7 -2

’
also
D2

1
V2@ <V2(|a [P+ [b|?)7-2 22

-1 1
<27 (aP+ b7,

Mit der obigen Ungleichung folgt die Behauptung in dem betrachteten
Spezialfall.

Der allgemeine Fall ergibt sich, indem man fiir f, g Repriisentanten
wihlt, iberall, wo diese definiert sind, das schon bewiesene anwendet
und integriert.

Fiir den Beweis von 17.3 brauchen wir weitere Vorbereitungen:

Lemma 17.4. Fiir 1< p<2, —;; + % —1und 021 gilt
(L+2P 15 31— 2P+ (L +2)7).
Bewels : Fiir z = 1 ist das Lemama richtig. Sei z < 1. Wir haben zu zeigen
1) =51 +2P+ 31— — 1+ AP 20.
Binomial-Entwicklung ergibt:
1 1 < [P
g (2P + 5 (12 =ngo (2n) 2n

oo

aap-i= (P; 1) Y

N0
i (,(?:_ 1E@=p)...@r=1=p) 1),
@2n—D1

_{p—1H2—p)...@n—p) ztnq)
@)t

n=0
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Also ist
00
_N 2=D)...2n—D) on] PO=Y) | P—1 sug—ea
f(”“"z @n—1)1 @n—p)2n T 2n ©
_.p=1 2na—g-2n
2n—p
m—p an_
_ i @2—p)...@n—p) op|1—2P7F 12?72
E @n—1p 2n—p T 22
p—1 p—1

Wegen p<2 geniigt es zu zeigen, daB die eckige Klammer immer =0
ist. Und dies folgt aus der leicht einzusehenden Tatsache, daB fiir
0=z<1 die Funktion

> %— (L1—2h
monoton fallt.
Lemma 17,5, Fiir k> 1 und f, ge L*(R", ¢) gilt
LS do)+ ([l dpl 1 < [ (1 71* + 1915 dg.
Insbesondere existiert das Integral auf der rechien Seite.

Beweis: Wir zeigen zuniichst die Existenz des Integrals auf der rechten
Seite: Wir wihien Reprisentanten f, §. Nach der Jensenschen Un.
gleichung gilt fast {iberall

(F1E+ 12 < (L] + [g])-

Da rechts eine summierbare und links eine mefbare Funktion steht,
ist die linke Seite auch summierbar.

Fiir einen beliebigen normierten Raum X gilt |{ =sup | f(x)], wobei
das Supremum iiber alle f€ X’ mit |[f|==1 zu nechmen ist. Wenden wir
dies auf den in Beispiel b), Seite 56 betrachteten L¥ =R? an und nutzen
wir aus, da wegen der endlichen Dimension von L¥ gilt (L)’ = L} mit

,-1‘-; - } ==}, 8o erhalten wir
sup(|a,b,| +|ay b)) = (‘al’k'*" l“z‘k)l/k-

Dabei ist das Supremum iiber alle (by, by) mit (|byff + |b,|)*# =1 zu
nehmen. Also gilt

((S1H d@)f + ([ 19! d@)¥]V% = sup(|b,] [1F] do+ | 52| [1g] de).
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Ferner ist nach der Holderschen Ungleichung

sup [ (1f115:] + 191 |Bal) dp = sup [ (111 + g1 (1B + 8ol d
=[A1*+1g4)*dg.
Damit ist die behauptete Ungleichung bewiesen.

Beweis von 17.8:

(i) Wir fithren den Beweis zuniichst wieder nur fiir reelle Zahlen. Zu
zeigen ist:
e+ ylf+z—yl?=2(=[P+|y?)? %

Sei z+y=20, x—y=24, also x=a+f, y=a—p.
Die Behauptung ist gleichwertig mit
[217(al?+ 8|9 = 2(la+BIP +|a—BIP)T 2

0.B.d.A. seien a, 220 und a>f. Sei z:== ffa, also 0=2=<1. Die
Behauptung lautet dann:

29(L+|2|) S 2(|1+2]P 4 [L— 2P 2
Das ist gleichwertig mit
14+ < L (1427 + (1 —2)P),

und das war schon gezeigt worden.
(ii) Mit k==g/p gilt nach dem letzten Lemma

([1f+ePd@)®+([1j—glP AP < [[(If+017+|f—g|9Pla ).
Wenden wir unter dem Integral den schon bewiesenen Teil an, so ergibt
sich

z £z 20-n 7
([1-+aiPde)? + (fIf—glPagp)? <2 [[(1£17-+ g T dg]?,
q.e.d.
§ 18. Der Satz von Milman
Dabei handelt es sich um den folgenden Satz:

Satz 18.1. Jeder gleichmdfpig konvexe Banack-Raum ist reflexiv.

Beim Beweis bendtigen wir eine Eigenschaft gleichmiBig konvexer
Riiume, die wir beim Beweis des Approximationssatzes 16.4 mit bewiesen
haben:
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Lemma 18.2. Sei X gleichmdfig konvexer reeller Raum. Bs sei{z,}, =12 0ee
eine Folge in X mit

limewp{la <1 und | lm (s, =1,

Dann ist {x,} Cauchy-Folge und lim|z,}|=1.

Beweis von 18.1: Sei X zunichst ein reeller Banach-Raum. Offenbar
geniigt es zu zeigen: Fiir G ¢ X mit |G)|=1 gilt Gei(X) (i: X=X ist
die kanonische Isometrie).

Wegen [|G]=1 gibt es fir n=1, 2,... Elemente f,eX’ mit ||f,]|=1
und G(f,)>1— —i— Nach Lemma 14.5 gibt es fiir jedesn=1, 2, ... ein
Element x,€ X mit |jz,[<1 und

1 ..
|fi(.'c”)—-G(fi)[ < —2-"1; fur l=1, ey Ty
also gilt
1- o <fiz)S1 fir i=1,...,m.

Mittels des letzten Lemmas konnen wir nun zeigen, daB {Zutn=1,2,...
eine Cauchy-Folge ist: Sei m = n. Dann schiitzen wir folgendermaBen ab:

Lo g 1 g Sy () + () Sl 2] S2-

Damit sind die Voraussetzungen von 18.2 erfiillt, und da X ein Banach-
Raum ist, existiert 2,=lim x,, und es gilt |z ]=1.

Fiar alle n =1 gilt | f;(2,) —G(f)| < —217‘- , und aus der Stetigkeit von f;
folgt
fila) = lim fi(a) =G(f). *)

Wir zeigen nun: Nach Wahl der f,, f,, ... ist #, eindeutig durch die
Bedingungen (%) und |z, =1 bestimmt. Es mégen z,, 2 beide (x) er-
fiillen, und es gelte ||z,]| = ||zg]|=1. Die Folge z,, x4, g, 2§, -.. erfiillt
alle Eigenschaften, die wir von der Folge {x,} verlangt haben. Aus
diesen Eigenschaften folgte schon, daB wir eine Cauchy-Folge haben.
Also ist 2y =uxj.

Es bleibt zu zeigen: Fiir alle fe X gilt G(f)==f(x,). Sei also fe X’
gegeben. Dann geht man statt von der Folge f, f;,... von der Folge
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f> fis fas +-- aus und bestimmt die Folge {z,} so, daB erstens alle fritheren
Bedingungen erfiillt sind und dal auBerdem

1
16— 1@ < 5 -

Da (%) nach wie vor erfiillt ist, erhalten wir als Grenzwert von {z,}
unser altes ®,, und da f mit in die Konstruktion eingegangen ist, gilt

{(xg) =G(f).

Ist X komplexer Banach-Raum, so ist nach dem schon bewiesenen
Xy reflexiv. Wie wir frither schon bemerkt haben, gilt (Xg)'=(X¢),
also ist aunch X reflexiv.

Korollar 18.3, Fiir 1 < p< oo ist LP(R", ¢) reflexiv.

§ 19. Der Dualraum von L?
Wir kommen nun zu dem schon angekiindigten Beweis, dall fiir

1< p<< oo und —21; + -GIT =1 die kanonische Abbildung

j: LP(RY, @) = LY(R™ @) () (9)=[fgde

ein Isomorphismus ist. (Jede Linearform auf LI(R", @) hat also eine
L. Integral-Darstellung*.)

Saiz 19.1. Sei 1 < p<< o0 und «% -+ -;- =1. Die kanonische Abbildung
j: LP(R"™, @) — LYR™, @)’ ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis: Nach 11.8 ist nur noch die Surjektivitit zu zeigen. Es ist
F(LP) volistiindig, also abgeschlossen. Angenommen, es gibt ein Element
von (L9, das nicht in j(L?) liegt. Aus dem Satz von HAuN-BANACH (6.7)
folgt dann, daB es cin Ge(LY)" gibt mit (|jzs =0, aber ¢ 4:0. Wegen
der Reflexivitit von LY gibt es also ein y,€ LY mit

g(yo) =G (g) firalle ge(L9).
Nun gilt G{j(x)) =0 fiir alle x € L?. Wegen
A(j(@)) = j(@) (¥) = [z ypdp
fiir alle z folgt y, =0, d.h. G =0. Widerspruch!

Um Vollstéindigkeit zu erreichen, beweisen wir noch, da L* (R", ¢)
kanonisch isomorph zu (L(R™, ¢))’ ist und daB das Umgekehrte im
allgemeinen nicht gilt.
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Satz 19.2. Die kanonische Abbildung
j: L” (R™, @) — (LA (R™, )y’
18t ein isometrischer Isomorphismus.
Beweis : Zunichst bemerken wir, daB
iNg)=[fedy

nach Korollar 10.6.4. existiert. Offenbar ist j linear, Es gilt folgende
Abschiitzung:

i@l =|ffodel < f1#l19] dp = [l ok,

13 = 1lao «

Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, wihlen wir fiir fe L* (R?, @)
einen Reprisentanten, den wir ebenfalls mit f bezeichnen. Nach Defini-
tion von [|fl],, und 10.8.1 ist

M’ = {z] | {(=)| = | Al — 2}
meBbar und keine Nullmenge. Dann ist fiir geniigend groSes »

M=Mnln, —n)

also

meBbar und keine Nullmenge, d.h., nach 10.8 ist die charakteristische
Funktion y;, summierbar und y,,,0. Die Vorzeichenfunktion sgn(f)
(sgn(f) (2) = f(x)/| f(x)] falls f(x)=0, sgn(f)(z) =0 sonst) ist ebenfalls
meBbar. Fiir g= y,, sgn(f) gilt also g € L*(R", ). Wir erhalten folgende
Abschitzung:

ihg)=figde= fIfllglde=(Ifl, — ¢ [lgl de
i @ = (Il — © gl

i 2 il — -

Es bleibt die Surjektivitit von j zu zeigen. Der Beweis wird auf 19.1
zuriickgefithrt. Sei £}, die abgeschiossene Vollkugel vom Radius & in IR™.
Eine stetige lineare Abbildung F: LY(R", ¢)—RR sei gegeben. Man hat
in kanonischer Weise

also

LI(EIlcv ‘p)CLl(m”s ‘P)-
Sei Fy=F|[s(gs,¢)+ Aus der Holderschen Ungleichung folgt (wie?)
LBy, 9)<LMEy, p).

6 Hirzebruch, Funktionalanalysis
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Ferner gilt natiirlich
IA(E,, )< LA(R™, ¢).

Es sei nun 1!1: L*(R", ) >R eine beliebige Ausdehnung von Fy|1s(g,, o) -
Nach 19.1 gibt es ein f€ L*(R", g) mit
Fyl9)=[fr9de

fir alle geLA(R™, ). Sei f=fz|z,- Dann gilt fir alle geL3(Ey, ¢):

Fe(@)= [ frgde.

Ey
Es gilt [fifl, = |Fl, denn bezeichnet sgn(f,) die Vorzeichenfunktion von
fr und MCE); eine meBbare Menge, in der |fi.(x)] =|fill, —¢ gilt, so
erhiilt man
Fy(sgn (fy) 2ar) = Jogntl) rarfe do = [1fe] do,

also

(foquf) (el — & Sﬂ{lm de= HFAIB{ZMdQ’-

Also
el = Fl < 1)

Klarerweise gilt fy,,., |z, = fi- Also ist eine Funktion f: R®*—~>R definiert
durch flg,=f, und es gilt feL®(R™ ¢). Sei gel*(R" ¢) und
Un =g XE,- In I}(R™, ¢) konvergiert {g,} gegen g. Also

F(g)=lim F(g,) =lim [ f, g, dp= [fgde
nach dem Satz von LenEscuE. Damit ist der Beweis vollstindig.

Durch ein Gegenbeispiel zeigt man, dal die Umkehrung dieses Satzes
nicht gilt:

Ubungsaufgabe:

Fir ¢ wihlen wir die Volumenfunktion v. Fiir stetige beschrinkte
Funktionen f: R®*—>R definieren wir F(f):= f(0). Dadurch ist F' auf
einem Teilraum von L% (R"™, v) definiert und dort beschrinkt. Wir
kénnen F also auf ganz L (R™, v) ausdehnen, so daB F' stetig bleibt.
Man iiberlege sich, daB kein geLl(R™ v) existiert, so daB f(0)=
[ tgdv fiir alle stetigen beschrinkten Funktionen f.



Karprren VI

Hilbert-Riume

Die Verallgemeinerung des Begriffes des euklidischen Raumes, also
eines endlich-dimensionalen Vektorraumes mit Skalarprodukt, auf be-
liebige K -Vektorriume liefert den Begriff des Hilbert-Raumes. In diesem
Kapitel iibertragen wir die aus der Theorie der euklidischen Riume ge-
liufigen Begriffe wie Orthogonalitiit, orthogonale Basis auf Hilbert-
Réume. Insbesondere identifizieren wir mittels des Skalarproduktes einen
Hilbert-Raum mit seinem Dualraum. Tieferliegende Ergebnisse enthilt
dieses Kapitel nicht.

§ 20. Hilbert-Riume und ihre Geometrie

Delinition 20.1. Sei X ein K-Vekiorraum. Eine hermitesche Form auf
X ist eine Abbildung
GO XxX K,

g0 dap fir alle z, 2/, ye X; ac K gilt
() <z+a,y>=L2, 9>+ <z -
(ii) {az, yp =alz, P>,
@) <z =Lg 2.

Aus diesen Eigenschaften folgt sofort

&, Y+ =<z >+ <z Yo,
{z, ay) =82, Y7,
Lz, x) ist reell,

Fiir K =R ist also eine hermitesche Form eine symmetrische Bilinear-
form,

<, heifit positiv semi-definit bzw. positiv definit, wenn {x, z>=0
bzw. {z, 2y >0 fiir alle ze X, 0.

Eine positiv definite hermitesche Form heilt auch inneres Produkt
oder Skalarprodukt.

Beispiel 20.2. Auf dem RR-Vektorraum L2(R™, ¢) ist {f, > = f fgde
eine positiv-definite hermitesche Form. Auf dem C-Vektorraum Lﬁ: (R", @)
(komplexwertige Funktionen) ist {f,g>= [f§d¢ eine positiv-definite
hermitesche Form.

g
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Satz 20.3 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Set X ein IK-Vekior-
raum, {,> positiv semi-definite hermitesche Form auf X. Dann gilt fir
alle z, ye X

[<z 12 = < 2> <y, 9D

Beweis: Fir 1 ¢ K gilt:

(#) <x4Ay, 2+Ay> =<z x> 4 A, >+ Ay, 2>+ Aiy, > =0
{2,940

Ist <y, 0, so setzt man A= — ->-2°Z. und erhilt
st <t >+ o <Yy

Koplt _ KoplP  KepP o,
Lo, 9> <9 9> iy T

L, 2y <y, Y — <2, PIE= 0.

Ist (z, ) =0, 8o vertauscht man in () # und y und erhilt das Ergebnis
wegen [<z, 4] = <y, .
Ist <=, &> =<y, ¥> =0, 8o setzt man A= — (x, y) und erhilt aus (x)
{z, y>=0.
Satz 20.4. Sei X ein K-Vektorraum und {,)> ein inneres Produkt
auf X. Dann wird durch
Ja) = V<z 2>, zeX

eine Norm auf X definiert.

<$, IC> -
d.h.

Beweis: Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 5.4 sind klar.
Es ist also nur die Dreiecks-Ungleichung zu zeigen
@ty 2+ 9> =<z, 2> + {2, > <y 2> + <y, ¥
=4 2>+ Ko, ]+ <, 2D+ <y >
= (@, @) + 22| lyl + <v v>
= [ + 2{=f [ly] + N9t = (=] +Nyh?

lz+yl <l + Iyl qed

Mittels der Norm schreibt sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in
der Form

also

<z oI < =] Iy]l.
Lemma 20.8. Die Abbildung

(D1 XxX - K
18t stetig.
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Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus folgender Abschétzung:
K2, 9> — <&, YD =Kz — o', yd> — <&y ¢ — 9D
sKe—o, |+ K v —pl =gl lz— 2+ <]y — 9.

Lemma 20.6. Sei X normierter Raum. Es gibt eine stetige positiv definite
hermitesche Form {, auf X mit ||| ==z, x) genaw dann, wenn das
Parallelogramm-Geseiz gilt, d.h.

-+ gl + o — gl =2 =+ 2[[y]P

Beweis: ,,=> ergibt sich durch eine triviale Rechnung.
=’ Sei K== C. Wir zeigen, daB {, > definiert durch

2, 9y = (et gt — e —yP+ilz +igP—ifz—iy)
die Eigenschaften 20.1(i), (ii), (iii) hat. {, ) ist stetig, denn || || ist stetig.
(i) Es ist zu zeigen:
&+ gl — o+ — gt +ilat o+ iy~ it o — il
=|z+yf—lx—yP+ilzt iy —ilz—iy?
1o+ 9 — o~ P+ i+ syl — i’ — .
Die Ubereinstimmung der Realteile der beiden Seiten dieser Gleichung
folgt aus
lz+2" + gP=2]e+ ylP+ 2]« [P — o — o’ + gl
=2||2"+ ylf+ 2|2 — - =+ 2"+ 9
=lz+ylP+ <P+ 12 + gl + =]
—#z—o + g — -2+ + gl
Analog folgt die Ubereinstimmung der Imaginirteile.

(ii) ist nach (i) richtig fiir x€ Z. Fiir o == ~—-E R,m,n€Z, beweisen wir
(n) fo]gendermaﬂen <m 2, y\ =pn- - < o 0y >— - <n —— Ty 3/> =
- (m.-v, yy=— (x, ¥>. Aus Stetngkeltsgrunden gilt dann (u) fiir alle

aE R. Man zelgt leicht, daB (ii) richtig ist fiir « =1, und dann ist be-
wiesen, daB (ii) fiir alle ac C gilt.

(iii) zeigt man durch eine triviale Rechnung.

Fir K =R definiert man {z, > = 2(|z+y|t—lz—y|?) und ver-
fihrt dann wie im Fall K =C.
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Wir ergiinzen den letzten Satz durch eine Bemerkung, die oft niitz-
lich ist:

Ist X ein R-Vektorraum und ¢: X X X —R symmetrische bilineare
Abbildung, so erhélt man, wie wir gerade gesehen haben, ¢ aus der Funk-
tion g,: X -> R, q,(%) = ¢ (=, z) durch Polarisierung zuriick:

oz Y) =3 (p@+ys+y—pz—y,z—1).
Ist dagegen X ein C-Vektorraum, so braucht man nicht die Symmetrie
von @ vorauszusetzen: Es sei ¢: XXX -» € sesqui-linear, d.h.
pla+a, y)=p@@ Y +oly)s e@y+y)=0@y)+o@y),
ple, y)=ap(@ y); p( By)=Bo(x,9).

Dann gilt, wie man sofort nachrechnet,

Pz, ) =%(@+ye+y) —p@—y2—y)
+ip@tiy,atig)—iplx—iy,z—iy))
d.h., ¢ ist eindeutig durch g,:  — @(z, ) bestimmt.

Delinition 20.7. Ein Hilbert-Raum ist ein Paar (X; {,)) bestehend
aus einem K-Vektorraum X und einer posiliv definiten hermiteschen
Form {, > auf X, so daf der nach 20.4 definierte normierte Raum (X, || [}
vollstindig ist.

Hilbert-Rédume sind insbesondere also Banach-Riéume. (Verlangt man
die Vollstindigkeit nicht, so nennt man (X; <, )) einen Prd-Hilbert-
Raum.)

Lemma 20.8. (X; <, >) sei Pri-Hilbert-Raum; es sei X die Vervoll-
stindigung des durch {, > definierten normierten Raumes (X, | ). Dann
ist X in kanonischer Weise ein. Hilbert- Raum.

Beweis : Es sei i: X > X die kanonische Inklusion. Das Parallelogramm-
Gesetz gilt in X. Da X dicht in X liegt, gilt es in X. Nach 20.6 ist X in
kanonischer Weise ein Hilbert-Raum.

Satz 20.9. Sei X Hilbert-Raum wund j: X - X’ sei definiert durch
i (y) (%) = <=, y>. Dann gilt:

(i) j i8¢t additiv und antilinear, d.h. j(z+ y) =j(x) +j(y) und

Jlay)=aj(y).
(ii) 7 ist isometrisch, also injektiv.
(iif) j 78t surjektiv, also ein Anti-Isomorphismus.
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Beweis: Zunichst muBl festgestellt werden, daB j(y) wirklich eine
stetige lineare Abbildung ist. Dies folgt unmittelbar aus der Definition
und der Stetigkeit des Skalar-Produktes. Ebenso ist (i) klar.

Ferner gilt fir y <=0
1) @] =Kz, pd| <= |yl, also Ji()l < |yl

10 (1,7 2) = et ah [l

Damit ist (ii) bewiesen.
Um die Surjektivitit von § zu zeigen, wihlen wir #: X — K, Fe X',
und o.B.d. A. sei |#]=1. Wir behaupten zuniichst: Es gibt ein y € X mit
lll=1 und F(y) = 1. Wegen || F|| =1 existiert eine Folge {#,}n=1,2,... mit
lynll=1 und lim | F(y,)| =1. Wir multiplizieren die ¥, mit geeigneten
komplexen Zahlen vom Betrag 1 und konnen annehmen, da F(y,)
reell ist und O<F(y,)<1. Ist O0<e< 1, so gilt fiir geniigend groBes
n, m:
€
8' ’

Fly,) =1~ also Py, +y,) 22— i_ .

Aus dem Parallelogramm-Gesetz folgh
&2
90— Yl = 210 + 2 lf — vt vl S4— (2= 5 <.

Die Folge {y,} ist also Cauchy-Folge; sei y ihr Limes; dann gilt [y]=1
und [F(y)]=1.

Wir zeigen nun F=j(y), d.h. F(z)=<,x, y) fir alle zeX. Sei zu-
niichst K =IR. Wegen |[F|j==1 erhilt man mit 1> 0:

Ly — el -l = 5 (Pu—42)—F) = Fla),
F(z)= —;—(F(y +Ax) - F(y)) < }1 (ly -+ Azl —oh-
Wir haben also
— 1
S = el — g SF@) < 5 (y—Ael—lyD-

Wir fiithren nun den Grenziibergang 1 —0 durch. Mittels der Regel von
pE 'Horrran ergibt sich, dafl die beiden duBleren Glieder dieser Un-
gleichung gegen <z, ¥> konvergieren, denn @(x)=|ly & Az|=(y, >+
2ALx, y> + A%z, D) ist bei =0 nach A differenzierbar, und die Ab-
leitung errechnet sich dort zu 4- {x, ¥>.
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Ist K=C, so wird X mit dem inneren Produkt Re {2, ¥> zu einem
reellen Hilbert-Raum. Wir schreiben wie schon 6fter F(x) = f(x) —i f(i z)
mit f=Re(F). Dann haben wir schon bewiesen f(z)=Re<lz, ), also

F(z)=Relx, y> —tReliz, y> =Relx, > +iIm<2, y>, q.ed.
Korollar 20.10. Hilbert- Riume sind reflexiv.
Beweis : Das folgt aus der Kommutativitit des Diagrammes

X__._)XII

ix\‘ 1 ,Ax
x’

Ubungsaulgabe : Zeige, daB ein Hilbert-Raum gleichmiiBig konvex ist.
Aus dem Satz von MrLmax folgt, daBl jeder Hilbert-Raum reflexiv ist.
Nutze dies aus, um die Surjektivitit von § zu zeigen (vgl. 19.1).

§ 21. Orthonormale Basen in Hilbert-Riiumen

Definition 21.1. Sei X ein Hilbert- Raum. Zwei Elemente z, y € X heiflen
orthogonal (x Ly), wenn {x, y>=0. Zwei Teilmengen M,, My von X
heifen orthogonal, wenn fiir alle xe My, y € M, gilt {z, y> =0. Fir McX
heifit die Menge

MLl={zeX|<ix, y>=0 firalle ye M}

orthogonales Komplement von M.

Eine Untermenge {x;};ey von X heift orthonormal, falls {x;, &) = ;5
(Kronecker-Delta).

Lemma 21.2 (Satz von PyTHAGORAS). Es seien x, y orthogonale Elemente
des Hilbert- Raumes X. Dann gilt

I+ [l = [z -+ .
Beweis: Klar!

Lemma 21.3, Sei X Hilbert-Raum und M abgeschlossener Unterraum.
Dann sind M und M- konjugierte Unterrdume, d.h. MMt =0,
Mi+ML=X,

Beweis: M ~ML =0 ist klar.
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Ist yeX gegeben, so betrachten wir die lineare Abbildung jy (y)|ar-
Da M abgeschlossen ist, ist M auch ein Hilbert-Raum. Es gibt also
nach 20.9 ein eindeutig bestimmtes y,€ M mit

<@ 9> = (ix (Plar) (@) = {2 40>

fir alle x¢M. Aus dieser Gleichung folgt aber (y— y,)e M-L. Wegen
y=1y+ (y—y,) ist damit X= M-+ ML bewiesen.

(Das Element g, kann auch folgendermaBen beschrieben werden:
X ist gleichmiBig konvex. Da W={x—y|yecM} abgeschlossen und
konvex ist, existiert nach dem Approximationssatz 16.4 ein eindeutig
bestimmtes x,€ M mit

e —al= int J=—yl.
Dies z, ist genau der Vektor y,.)

Die Struktur beliebiger Hilbert-Réume kann leicht aufgekldrt werden.
Tatsiichlich ist — genau wie im endlich-dimensionalen Fall — jeder
Hilbert-Raum bis auf Isomorphie durch die Machtigkeit einer (geeignet
zu definierenden) Basis bestimmt. Wir benétigen einige Vorbereitungen.

Definition 21.4. Eine Familie {x;};c ; von Elementen des Hilbert- Raumes
X heipt summierbar zu x € X, wenn es zu jedem £>0 eine endliche Tetl-
menge J, von I gibt, so daf fir alle endlichen J mit I>J >J, gilt:

B
ied

Offenbar ist dann « eindeutig bestimmt. Wir schreiben

x= ) ;.

iel

< &

Im Fall, daBl unser Hilbert-Raum der Kérper K ist, bedeutet Sum-
mierbarkeit der Familie {x;} im wesentlichen dasselbe wie absolute (oder
unbedingte) Konvergenz der Reihe Y. z;.

Im folgenden seien J, Jy, d;, ..., J,, J, usw. immer endliche Teil-
mengen der Indexmenge I, ohne daB dies ausdriicklich wiederholt wird.

Lemma 21.5. (i) Eine Familie {x;};.r ist genau dann swmmierbar, wenn
es fiir alle ¢ >0 ein J, gibt, so daf}

.

2 -’%" <& firalled mit J.Jy,=@.
i€J
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(i) {z;}ier 15t summierbar zu x genau dann, wenn hichstens abzihibar
viele ;40 sind und wenn fir jede Abzihlung x;, Ty, ... dieser z; gili

n
z= lim £
n—>00 ;2

Beweis: (i) ,,=>% Sei {%;} summierbar und z= ) ;. Zu ¢>0 gibt
es J, mit
S oe

ieJ’

Dann gilt fiir eine beliebige Menge J mit JnJy, =0
z;—

Ze = L] 2 e 2
i€J 1€Jud, i€dy t€d,

1€JJudy
w<=** Es gibt eine Menge J,, so da8 aus J nJ, =0 folgt

2. %

i€dJ

< g- firalle J'>J.

< &

1
<.
n

Deswegen ist { > a:,-} Cauchy-Folge. Sei  ihr Limes.
iedyurudn n=1,2,...

Offenbar gilt == Y x;.
i€l

(ii) Ist {z,}tE 7 summierbar und huben die J, dieselbe Bedeutung wie
eben, so ist U J abziihlbar, Sei i¢ U J Dann gilt |z;}j< 1/n fir

alle n, also x =0 Der Rest ist nun offenstchthch ebenso die andere
Richtung der Beha.uptung.

Lemma 21.8. Es seien {%;};cr> {Y;lieg summierbare Familien, o € K,
2€ X, Dann gilt:

(i) a) = o

i€l iel
(i) X x+ 2= 2 (x+ )
el tel 1el
(iii) {x;y2).
<'Z 1GI

Beweis: (i) und (ii) sind klar. (iii) Sei nach dem letzten Lemma

- oo
T== ) xp= Z ;.

ieJ i=1
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Dann ergibt sich der Beweis aus folgender Ungleichung:
00
=[( 3 )| =] S Esem
—n+1 a1

Lemma 21.7. Sei {2;};.; eine Familie paarweise orthogonaler Elemente
aus X. Dann gilt: {a;};cy ist summierbar genau dann, wenn {||zf}iez in
dem Hilbert- Raum R summierbar ist. In diesem Fall gilt ferner:

122 it = 2 gl
Beweis: Mit den Bezeichnungen von 21.5. (i) gilt nach dem Satz von
PYTHAGORAS

2zl =
1€J

Das ist die behauptete Aquivalenz.

Sei #= )} #;. Dann gilt nach 21.6
16l

@2y = (S0 )= 3 oy 22 = 5 (10 B
:; (Z].. {xg x,-)) = ; ),  qed.

Satz 21.8. Sei {x;};c1 orthonormale Uniermenge des Hilbert-Raumes X.
Dann gils:

D) X KmaDPE<|ap fir alle x € X (Besselsche Ungleichung).
el

(z, 2> — ¥ <@y 2| =
i=1

fiir geniigend grofies n.

| > x1-"2< & {|2;*Yer  ist summierbar.
ieJ

i) D)<z, xD|2=||a|® (Parsevalsche Qleichung) genaw dann wenn
i€l
L= Z <x, xi> Tie
i€l
Beweis: (i) Fiir alle endlichen Untermengen J von I gilt
4 2 -y
0= "z D RCED x," =zt — 3 <z, 2.
jed jed
Also existiert ) |<, #;3|% und die Besselsche Ungleichung ist erfiillt.
el
i) |2 3 <2 2 ' ol = 3, <z, 2l =0
i€l iel
& =)<, e, qed
1€l
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Ist eine Familie {x;};c; von Hilbert-Raumen X; gegeben, so wird ihre
direkie Summe ) X; definiert als folgende Teilmenge des cartesischen
Produktes der X;

2 Xy= {{xi}ieleieXi; 3 ;e existie rt}
eI Pt

Sind fiir die Familien {2}, {y;}; z;, y;€X; die Familien {||z;2}, {[#;[*}
in R summierbar, so ist nach der Holderschen Ungleichung fiir den
Spezialfall des Hilbertschen Folgenraumes I2 auch {||x;|| | y;]} summierbar.
Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Kz yl = 2l il
ist dann auch {<z;, y,>} summierbar.

Damit folgt leicht, daB die direkte Summe Y X; ein K-Vektorraum
ist. Dieser IKK-Vektorraum wird mit dem inneren Produkt

KERREAHEDIER D
i€l

zu einem Hilbert-Raum. Es ist ziemlich klar, da8 dieses {, > alle Eigen-
schaften eines Skalarproduktes hat. Haben wir eine Cauchy-Folge in
> X;, so ist leicht zu sehen, daB8 die Folge der i-ten Koordinaten eine
Cauchy-Folge in X ist. Diese konvergiert also in X;. Die Familie dieser
Grenzwerte liegt in > X; und ist Grenzwert der Cauchy-Folge, von der
wir ausgegangen sind.

Identifiziert man X; mit seinem Bild in Z X;, so ist die Familie
{#;}ier (von Elementen aus Y, X;!) summierbar und natiirlich gilt

> 2= {x}ier»
i€l

wobei hier wieder x; als Element von X; und {x;} als Element von
Y. X; betrachtet wird.

Satz 21.9. Sei {x;}icr ein orthonormales System von Vekioren aus dem
Hilbert-Roum X, Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) {x;}ier ist maximal (oder vollstindig), d.h. ist {y;} ein orthonor-
males System, das alle x; enthdlt, so sind {x;} und {y;} als Mengen
gleich.

(ii) Qilt x | x; fiir alle 3, so folgt x=0.

(iii) Sei M;={nx;|a€ K}, Dann existiert ein isometrischer Isomor-
phismus

X=XM,.
i€l
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(iv) Firalle xeX gilt:

g= Y <&, x> x; (Fourier-Bntwicklung).
iel

(v) Fiir alle z, ye X gilt
<ft9 y> = Z <£C, xi) <1’i, y>'
€l

(vi) Fir alle xe X gilt
llz) = 2 1K@ 2D|?  (Parsevalsche Gleichung).

Beweis: ,,(i) = (i) Wire =0 und x| a; fir alle ¢, so wiire

s}

orthonormales System, d.h. {#;} wire nicht maximal.
»(ii) = (iii)** Die kanonische Abbildung
iy M;—>X, ifx)=uw;

ist eine lineare Isometrie, die das Skalarprodukt erhilt. Ware 7 nicht
surjektiv, so gibe es wegen der Abgeschlossenheit von ¢ (Z M) ein x=£0
mit .z:_Lz(Z ), also x| x;. Das widerspricht (ii).

»(ili) = (iv)* Jedes Element x GZ M ; schreibt sich in der Form

€r= Z o .
1€l

Aus (Y} a;x;, #;> =a; folgt die Fourier-Entwicklung
x= Y {2 %

el
»(iv) = (v)** Triviale Rechnung,.
w(V) = (vi)*“ Setze y=u.
»{(vi) = (i) Gibe es ein x mit ||x=1 und x| x; fiir alle 7, so wiire
nach der Pargevalschen Gleichung

flaft = 2 [<2 2p[2=0
also =0 Widerspruch!

Definition 21.10. Ein orthonormales System {x;};c 1, das die Bedingungen
dieses Satzes erfiillt, heifit Hilbert- Basis oder einfack Basis von X.
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Aus (ii) folgt, daB X durch die Machtigkeit der Basis bis auf Iso-
morphie bestimmt ist, womit das Analogon zur Situation bei endlich-
dimersionalen Vektorriumen bewiesen ist.

§ 22. Hermitesche Operatoren

Sei X ein K-Hilbert-Raum. Wir haben in Satz 20.9 bewiesen, daB
die kanonische Abbildung
jx: XX jx(@@)=<s
eine anti-lineare bijektive Isometrie ist.
Delinition 22,1, Seien X, Y K-Hilberi-Riume und A: X —Y eine
stetige lineare Abbildung. Es sei

A*¥: Y > X
definiert durch
{x, A*y> = (A=, y>, =zeX, yeY.
Dann heifft A* der zu 4 adjungierte Operator.

Es ist zu zeigen, daB es genau eine stetige lineare Abbildung A* gibt,
die diese Bedingung erfullt. Es sei A’: ¥'— X’ die transponierte Ab-
bildung zu 4. Die Bedingung in 22.1 ist gleichbedeutend mit

ix(A*y) (x) =]y (y) (4 2) @
jx(A¥y)=jy(yod=Aojply) &
jyod* =A'ojy.
Also mu8 gelten
A*=jFod’ojy.

Also existiert A¥, ist eindeutig bestimmt, stetig, linear, und es gilt
| A*|| = | A} Wir fassen zusammen:

Lemma 22,2, Die Abbildung
¥ (X, Y)—> LY, X); A 4*
18t eine Tsometrie, und es gilt
(A+By* =A%+ B*; (xd)*=ud*; A¥* =4,

d.h., insbesondere sie ist antilinear.
I8t Z ein dritter Hilbert- Raum und B e L(Y, Z), s0 gilt (Bo A)* = A*o B*,
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Beweis: Soweit noch nicht gefithrt, durch triviale Rechnungen zu
erbringen,

Die Abschitzung
K4z, | = |4« [yl = |4} =l 9]
hat folgende ,,Umkehrung*‘:
Lemma 22.8. Gilt fiir alle z, ye X

K4z, | =c|=l|yl,

ETS

8o folgt

also
| 4] =Inf{ceR||<Ax, y| <c|||y] fir alle z, y}

= Sup{K4 =, || || = [y=1}.
Beweis: Aus [<Ax, Ax)| Zcflaf |4 Zc|z|p] 4] folgt
4zl <yeldlf=] = JAl=yel4l.

Zusammen mit der obigen Ungleichung folgt, daB |4|| gleich dem an-
gegebenen Infimum ist. DaB dieses Infimum gleich dem angegebenen
Supremum ist, folgt unmittelbar aus der Definition der Norm einer
linearen Abbildung.

Lemma 22.4. Es gelte fiir alle xe X
KAz, )| <d||*
Dann gilt fir alle z, yeX
K42, y> + <x, Ayd| < 2d ||z |y
In einem komplexen Hilbert-Raum gilt die schirfere Ungleichung
[<A2, | + <z, Ayd] < 2d]j] |y
Beweis: Aus der Identitdt
CA(z+y) x4+ y> — {A(@—y), s —yd =24z, 3> + {4y, 23)
erhalten wir

2[<Az, y> + <Ay D] sd(|z+ g+ 12— vlf),
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also unter Verwendung der Parallelogramm-Gleichung (20.6)

2[<dz, y> + <Ay, x| <24 (|« + |yP)-

Wihle a € R, >0 und ersetze in der letzten Ungleichung # durch z/a
und y durch ay, Man erhiilt:

<Az, y> -+ <Ay, 5| 5 lalP+ @fol)-

Fitr y=0 ist die Behauptung richtig. Falls y +0, wihle speziell a?:=
ll/|y|. Dann ergibt sich:

<4 y> + <Ay, x)| <2d|«] |y]-
Fiir K=R ist das die Behauptung.

Fir K=C ersetzen wir x durch ¢¥» und multiplizieren die linke
Seite mit 1= |ef?|:

|67 eV 2, y) + P LAy, ¥ 2)| <24 [y,
[0+ A, y> + @Ay, o] < 2d ] |y].

Durch geeignete Wahl von ¢ und y kann man die beiden Summanden
auf der linken Seite reell und positiv machen und erhilt die Behauptung.

Korollar 22.5. Qilt in dem komplexen Hilbert- Raum X fiir den Operator A

Az, x)==0 firallez,
80 8t A=0.

Delinition 22.6. Ist A linearer stetiger Operator auf dem Hilbert- Raum X,
80 heifit A hermitesch oder selbstadjungiert, falls A = A*, d.h.

Az, yp =<z, Ay) firallex,y.

In einem komplexen Hilbert-Raum kénnen wir hermitesche Operatoren
auch folgendermaBen charakterisieren:

Lemma 22.7. In einem komplexen Hilbert-Raum ist A genau dann
hermitesch, wenn {4z, x> reell ist fir alle x€ X,

Beweis:
W (dz,2)=(a, Axy={dx ).
we LA,z = {Ax, ) ={x, Axd = {A*¥x, x),

also gilt (4 — A*)z, x> =0 fir alle x. Nach dem letzten Korollar folgt
die Behauptung.
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Fiir hermitesche Operatoren kénnen wir Lemma 22.3 verschiirfen:
Lemma 22.8. A sei hermitescher Operator. Dann gilt
A}l =Inf{deR| <A, «) <d|a|? firalle zeX}.
Beweis: Gilt fir de R
K4z, 2| < d|lp,
80 folgt nach Lemma 22.4
[K42, | < d]=] |3].
Nach 22.3 folgt die Behauptung.
Delinition 22.9. s scien 4, B hermitesche Operatoren. Wir definieren
A20 & Az, 2> =0 firadle xzcX,
42B @ 4d—-B=0.

Man sieht leicht, daB simtliche Eigenschaften einer Ordnungs-Relation
erfiillt sind, d.h.,
A=A,

Az=ZB, Bz=A = A=21,
A=B, Bz=C = A=C.

Idy ist hermitescher Operator und fiir «€ R auch «Id, wofiir wir ge-
legentlich auch einfach o schreiben. Wir kénnen also hermitesche Ope-
ratoren zwischen reelle Zahlen einschlieBen:

CSASP © alep<{An 2> <Pzt fir alle .

Also gilt z.B. immer
— A=A <|4].

Fiir positive hermitesche Operatoren folgt aus der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung:

Korollar 22.10. 1st A hermitesch und A=0, so gilt fiir alle x, ye X
KAz pPP=<de, x> 4y, .
Ist insbesondere (A x, > =0, so ist auch Az =0,
Beweis: (2, y) > (Ax, y> ist positiv semidefinite hermitesche Form.

Satz 22.11. Sei {4;}i=1,2,... eine monoton wachsende (oder fallende) be-
schrinkte Folge hermitescher Operatoren. Dann ist {4}y o, .., schwack-
konvergent gegen ecinen beschrinkten kermiteschen Operator A, d.h. fiir alle
xe X konvergiert die Folge {4;x} gegen Ax.

7 Hirzebruch, Funktionalanalysis
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Beweis: Nach Voraussetzung konvergiert fiir alle x€¢X die Folge
{<4;, 2>};=1,2,.... Dann konvergiert auch fiir alle z, ye X die Folge
{<4;x, y}, denn ist K =1R, so gilt fiir einen hermiteschen Operator B:

(B,ay> =+ [KBla+y) 2+y>—(Ble—y), 2],
und ist K= C, so gilt:
(B,y> =+ KB+ 1) o+ 9> — (Ble—y), 2= ]
+ 5 KBla+ig), 2 +ip) —(Ble—iy) s—ip).

Die Folge {4;} ist also zuniichst einmal punktweise schwach-konvergent,
d.h,, zu jedem ze¢X gibt es genau ein AxeX, so daB fir alle yeX
.lilglo {4;z, y>= <Az, y>. Offenbar ist die Abbildung z > Aw linear,
>
beschrinkt und hermitesch.

Die Folge {4;} sei monoton steigend; o.B.d.A. gelte 0<4;< 3.
Fiir n=m gilt dann 4, — 4,20 und {4, —4,]<1. Mit dem obigen
Korollar erhalten wir folgende Abschétzung:

(4, —Ap) 2, (4, — Ay) 2D?
=LAy — Ap) T 2y (A — Ay 2, (A — Ay) 2>
Sy — Az, 2 |2
= |dpz— Ayt el
fiir geniigend grofe n, m wegen der punktweisen schwachen Konvergenz.

Also ist {4;2} konvergent.

Lemma 22.12. Ein hermitescher Operator B ist durch die Funktion
z->{Bx, x> eindeutig gekennzeichnet.

Beweis: Dies folgt aus den im letzten Beweis benutzten Formeln.

Ubungsaufgaben

1. Sei X ein K-Hilbert-Raum und (x,} sei schwach-konvergent gegen .
Es gelte lim||a, | = || z|. Dann ist {z,} normkonvergent gegen .

2. Ein Operator U: X—X heit onitir falls (Ux, Uyd =z, y> fur
alle z, y. Zeige jU}|=1. Offenbar bilden die unitiren Operatoren eine
Gruppe U. Die Abbildung U: R 1l sci stetig beziiglich der punkt-
weisen schwachen Topologie (d.h. fiir alle 2, ye X ist t > (Ux, D
stetig.) Dann ist U stetig beziiglich der schwachen Topologie (d.h.
t > Upz ist fir alle x stetig).
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3. Sei X Hilbert-Raum, Die Folge der Operatoren 7),: X — X sei punkt-
weise schwach-konvergent gegen T'; die Folge der Operatoren 7', sei
punktweise schwach-konvergent gegen 7". Dann ist {T, 7))} punkt-
weise schwach-konvergent gegen T7". (Wende dag Prinzip der gleich-
miBigen Beschriinktheit an.)

4. Sei X komplexer Hilbert-Raum und f: X x X —C eine stetige hermite-
sche Form. Zeige, daB ein eindeutig bestimmter stetiger hermitescher
Operator A existiert mit f(x, y) =<4z, y)> fiir alle x, ye X.



Kaprren VII

Lineare Operatoren in Banach-Riamen.
Kompakte Operatoren. Fredholm-Operatoren

In den ersten Kapiteln haben wir in erster Linie verschiedene Typen
normierter Rédume, ihre Geometrie und ihre inneren Eigenschaften unter-
sucht. In den folgenden Kapiteln wird die Untersuchung der linearen
Operatoren 4: X — X im Vordergrund stehen. Unser Hauptziel ist es,
die Grundlagen der Spektraltheorie darzustellen. Diese Theorie ist die
Verallgemeinerung der Theorie der Eigenwerte linearer Operatoren in
endlich-dimensionalen Vektorriumen auf unendlich-dimensionale.

In den folgenden Kapiteln liegt allen unseren Untersuchungen immer
ein Banach-Raum oder Hilbert-Raum zugrunde, obwohl manches auch
fir normierte Riume bzw. Pri-Hilbert-Riume gilt.

In diesem Kapitel bringen wir den Teil der Theorie, der in beliebigen
Banach-Riumen gilt. In den weiteren Kapiteln beschrinken wir uns
auf Hilbert-Riume. Dieses Kapitel enthilt also zunichst die grund-
legenden Definitionen, wie das Spektrum eines linearen Operators, und
die wichtigsten allgemeinen Sitze. Dann untersuchen wir spezielle
Klassen von Operatoren, einmal die kompakten, deren Theorie weit-
gehend dem endlich-dimensionalen Fall analog ist, sodann die Fredholm-
Operatoren, die eng mit kompakten Operatoren zusammenhingen.
SchiieBlich zeigen wir den Zusammenhang zwischen Integral-Gleichungen
und kompakten Operatoren.

§ 23, Spektralwerte stetiger Operatoren

Die Ergebnisse dieses Paragraphen — insbesondere Satz 23.5 — sind
fundamental fiir alles Folgende.

Definition 23.1. Sei X ein Banach- Raum iiber dem Korper K und 4
eine stetige lineare Abbildung A: X — X oder, wie wir oft sagen werden,
ein stetiger linearer Operator auf X.

(i) Ein Element &€ K heifft regulir beziiglich A, falls A — £1d bijektiv
ist. (Dann ist nach dem Satz vom inversen Operator (4 — &Id)~! stetig.)

(ii) Die Menge

R(A4) = {& € K| & reguliir beziiglich A}
heipt Resolventenmenge von A. Die Funktion
R(A4) - L(X, X), Ers Rfﬂ(A-—EId)_l
heipt Resolventen-Funktion.
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(iii) Die Menge S$(A)=IK — R(4) heifit Spekirum von A, die Elemente
von S(A) heifen Spekiralwerte von 4. Eine Zahl &€ XK heifit Eigenwert
von A, falls

Kern(4 —§1d) 0.

Kern(A — £1d) heift Eigenraum zum Eigenwert £,

Jeder Eigenwert ist also Spektralwert.

Im endlich-dimensionalen Fall gilt auch die Umkehrung, nicht da-
gegen bei unendlicher Dimension, wie das folgende Beispiel zeigt:

X sei der Hilbertsche Folgen-Raum 2, Die Abbildung {z,, 2,,...} >
{0, z,, @y, ...} ist linear, stetig und injektiv, aber nicht surjektiv. O ist
also Spektralwert, aber nicht Eigenwert dieser Abbildung.

Lemma 238.2. Es seien X, Y Banach-Riume, und T: X — Y eine bi-
jektive stetige lineare Abbildung. Fiir Ty L(X, Y) gelte

I7— Ty < [T
Dann ist Ty bijektiv.

Beweis: Es ist 7, =7 (Id — T-Y(T — T})). Wir konstruieren nun das
Inverse von T in Form einer geometrischen Reihe. Die Reihe

( > (TN r— Tl))") 7 (%)
n=0

konvergiert, denn die Folge der Partialsummen ist eine Cauchy-Folge:

N N N
2 (T - = S IT-HT-T)H < X K

mit K=|T—Ty||7-Y < 1. Man rechnet wie bei der geometrischen
Reihe sofort nach, daB (x) Inverses von Ty =T (Id — 7-Y(T — TY)) ist.

Korollar 28.3. Die Resolventenmenge R(A4) ist offen.

Beweis: Ist 4 — & Id invertierbar und |& —&’| geniigend klein, so ist
auch 4 — &’ Id invertierbar,

Satz 23.4. Sei X ein Banach-Raum und A ein stetiger linearer Operator
auf X. Dann ist die Resolventen-Funkiion

R=R(4) - L(X, X)

analytisch, d.h. wird lokal durch eine konvergente Potenzreihe mit Koeffi-
zienten aus L(X, X) gegeben.
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Beweis: & ¢ B(A4) sei fest gewihlt. Sei

To=A—§Id; 7T=A4-—FId.
Wiihle & so, da8
17— T =& — &] < |T5 Y™

Nach dem letzten Lemma ist T bijektiv und

T1=1T51 § (To—l(To— T))"]

I

n
A

n=0

u

REFUE— &%  ged.
o

I
e

Satz 28.5. Sei X ein komplexer Banach-Raum und A ein stetiger linearer
Operator euf X. Dann ist das Spektrum 8(4) von A nichi-leer, kompakt
und enthalten in der Kreisscheibe

{(zeC | [z] = A}

Beweis: Das Spektrum ist abgeschlossen, denn sein Komplement, die
Resolventen-Menge, ist offen.

Fiir § = 0ist 7= — &Id invertierbar. Sei 7y =4 — £ Id. Gilt | — T} || =
A< {T-*[*=]&|, so ist nach Lemmsa 23.2 der Operator 4—¢Id
bijektiv, also £¢ 8(4). Also haben alle Spektralwerte von 4 einen Betrag
Z|4}. Damit ist zugleich die Kompaktheit des Spektrums bewiesen.

Die Annahme 8§(4)==0 fithrt wie folgt zum Widerspruch. Die Re-
solventenfunktion ist in der Kreisscheibe |£| <2]|4| stetig, also be-
schriinkt. Wegen

e L _.{. _.1=:— > ng—n—1
Ry=—&t{Id— o4 % ane
n=

erhiélt man aus | £] =2(4]| die Abschitzung

2 e 1o 1
VRS 2 WAPTE™ ™ = -

Aiso ist R, eine in ganz € erklirte, beschrinkte analytische Funktion.
Nach dem Satz von LiouviLiE, der fiir Funktionen mit Werten in
einem komplexen Banach-Raum genau so gilt wie fiir komplexwertige
Funktionen, ist B, eine Konstante. Widerspruch!
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§ 24. Kompakte Operatoren I, Der Satz von F, Riesz

Definition 24.1. Es seien X, Y Banach-Riume und T: X->Y eine
lineare Abbildung. T heifit kompalki, wenn folgende gleichwertige Bedin-
gungen erfiillt sind:

(i) Das Bild jeder beschrinkien Menge unter T ist relativ-kompakt
(beztiglich der Normiopologie).

(ii) Das Bild der offenen Einheitsvollkugel ist relativ-kompakt.

(iti) Ist {=,}, x, € X beschrinkte Folge, so enthdlt {T x,} eine konvergente
Teilfolge.

Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist klar, Die Aquivalenz dieser Eigen-
schaften mit (iii) folgt aus der Tatsache, daB ein metrischer Raum M
genau dann kompaks ist, wenn jede Folge in M eine konvergente Teil-
folge hat (Ubungsaufgabe! vgl. Anhang I).

Natiirlich ist jede kompakte lineare Abbildung beschréinkt, also stetig.

Beispiele:

(1) Ist X oder Y endlich-dimensional, so ist jede lineare Abbildung
T: X — Y kompakt.

(2) Ist T: X — Y linear und stetig und ist 7(X) endlich-dimensional,
80 ist 7' kompakt.

(3) Ist X unendlich-dimensional, so ist Idy nicht kompakt, denn es gilt:

Lemma 24.2. By = {zc X| ||| <1} sei kompakt (beziiglich der Norm-
topologie natiirlich). Dann ist X endlich-dimensional.

Beweis: By ist Vereinigung endlich vieler offener Kugeln mit dem
Radius $:
n
By= U Ula;, 3).
i=1
Sei ¥ der endlich-dimensionale von ay, ..., ¢, erzeugte Unterraum von X.
Wir zeigen V=X:

Angenommen, es gibt ein ze¢X, x¢V. Es gilt a= yig;,llx— yl>0,
denn V ist abgeschlossen. Also gibt es ye ¥V mit a < |2 — y)| = Sa. Sei
2=z —y[ Yz — y), also |z]=1. Es gibt daher ein a; mit |z —a;j|< }.
Weiter gilt:

z=y+lz—ylz=y+ 2 —glo+ e —ylz—«)
und y+ o —ylla;e V. Also gilt [r—y| |z —afi=q, also ||z —y]|=2x.
Widerspruch!
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Es bezeichne K (X, Y) die Menge der kompakten linearen Abbildungen
von X in Y.

Lemma 24.8. (i) X, Y seien Banach-Riume. Dann ist K (X, Y) abge-
schlossener Unterraum von L(X, Y).
(ii) X, Y, Z seien Banach-Riume. Dann gilt
L(Y,Z)oK (X, Y)<K(X,Z),
K(Y,Z)o L(X, Y)<K(X, Z).
(Dabei ist
L{Y,Z)oK (X, Y)={fog: X = Z|feL(Y,Z), gc K(X, )},
und K(Y, Z)oL(X, Y) ist analog definiert.)
(iil) K(X, X) i3t abgeschlossenes Ideal in L(X, X).
Beweis ¢ (ii) folgt sofort aus der Definition, (iii) aus (i) und (ii).
(i) Es sei By die abgeschlossene Einheitsvollkugel von X,

Ist T aus K(X, Y), so natiirlich auch A7, 4 € K. Sind T, T kompakt,
so ist offenbar der Operator (T7®7"): (X X X)—> (Y x Y); (x, 2')>
(T z, T'x’) kompakt, denn das cartesische Produkt zweier relativ kom-
pakter Mengen ist relativ kompakt. Nach (ii) ist

TOT
PrT:X+XXX—>¥YXY>Y
z+* (2, x) (9 9)>y+y

kompakt, also (T'+ T") e K(X, Y).

Sei TeK(X, Y). Zu zeigen ist: T(By) ist prikompakt (vgl. 3.7 und
3.8).

Es gibt SCK (X, Y) mit [T — 8| < /3. §(By) wird von endlich vielen
¢/3-Kugeln mit Mittelpunkten Sz,, ..., S, liberdeckt. Dann gilt: Fiir
alle y € By gibt es ein ¢ mit

1Ty —Txf<|Ty—S8yl+ 8y —Saz+ |8z~ T
< ; + -;— + ~; q.ed.
Lemma 24.4, Sei X Banuch-Raum, ACX kompakt, Dann enthilt jede
Folge {fuln-1,,...5 [u€ Bx- eine auf A gleichmdfig konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei By, = {f| 4 | f€ X', [f| =1}, also By.cC(4, K). Nach dem
Satz von ARzZELA-AszoLI (3.10) geniigt es zu zeigen:
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EX. ist beschrinks, ﬁx, ist gleichgradig stetig.
,»Beschrinktheit: Sei [[z]|< ¢ fiir alle z € 4. Es gilt
@) =l =] = lzl<ce,

also ist f| 4 durch ¢ beschriinkt beziiglich der sup-Norm.

»Gleichgradige Stetigkeit‘‘: Es seien x, e gegeben. Dann gilt fiir alle
yelU(xz, ey~ A und alle f:

(@ - £lfllz—yl=1lz—yl<e, qed

Satz 24.5. Bs seien X, Y Banach-Riume und T: X — Y sei kompakt.

Dann ist die iransponierte Abbildung T': ¥’/ — X’ ebenfalls kompakt.

Beweis: {f,}, .1 s, ., sei eine Folge aus By,. Zu zeigen ist: {T"f,} hat
eine konvergente Teilfolge in X’.

Nach dem letzten Lemma gibt es eine Teilfolge {fnb}k__ﬂ’z’ _..» die auf
T(By) gleichméBig konvergiert, also

M) — o @l<e fiir alle >0, yeT(By) und geniigend
groBe ng, m
= |y T@ —f, T@)|< e firalle ze By
= "T’fnk— T fyl<e.

Also ist {T"f, } Cauchy-Folge. Wegen der Vollstindigkeit von X’ sind
wir fertig.

Satz 24,6 (F. Riesz). Sei X Banach-Raum und k kompakier Operator
auf X. Dann hat der Operator T =1d —k folgende Eigenschaften:

(i) Kern 7 ist endlich-dimensional.

(ii) T(X) ist abgeschlossen.

(iii) X/T(X) ist endlich-dimensional.

Beweis: (i) Es gilt Id|gem 7= &|gemz> 880 ist Id|gey, p kompakt,
also Kern T' endlich-dimensional (Lemma 24.2).

(ii) Sei V=XKernT und W ein nach dem folgenden Lemma existie-
render komplementirer abgeschlossener Unterraum von X, d.h. V~IF=0,
V+ W =X. Dann ist

Tly: W — T'(X)

bijektiv und stetig. Es geniigt zu zeigen, daB
(Tluv)—l: 7’(4() - W
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stetig ist (denn dann ist 7'(X) vollstindig, also abgeschlossen in X).
Dies ist gleichbedeutend mit: Eg gibt ein &> 0 mit

e< |[Tw| firalle weW, |uw=1.

Angenommen, es gibt fiir alle >0 ein we W mit |w]|=1 und [Tw|<e..
Dann lassen wir ¢ die Folge 1/n durchlaufen und erhalten eine Folge
{Wlno,e,... in W, so daB {Tw,},_,, . gegen O konvergiert. Da k
kompakt ist, besitzt {kw),} eine konvergente Teilfolge. O.B.d. A. nehmen
wir an, daB {kw,} selbst konvergiert; der Grenzwert sei x. Dann ist
auch {w,} konvergent gegen x. Da W abgeschlossen ist, gilt zeW.
Ferner gilt |z =1 und zeV, da Tx=0, und das ist ein Widerspruch,
denn V und W sind komplementir.

(iii) Nach der Bemerkung am Ende von §7 gilt
(X/T(X)) = Kern T" = Kern (Id — &').

Wir haben schon bewiesen, daB &’ kompakt ist, also ist nach (i) X/T(X)
endlich-dimensional.

Bemerkung: Dieser Satz gilt auch fiir normierte Riume.

Lemma 24.7. Sei X normierler Raum und 8 ein Unterraum endlicher
Dimension. Dann ist 8 abgeschlossen, und es gibt einen komplementiren
abgeschlossenen Unterraum T.

Beweis: Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist vollstindig,
also ist § abgeschlossen. ,, ..., 2, sei eine Basis von S, ¢, ..., ¢, die
duale Basis von &', d.h. e;(x;) == d;;. Nach dem Satz von HaAEN-BANACH
gibt es Fortsetzungen fy,....[,€X" von e, ...,¢,, dh flg=¢.
P: X - X werde definiert durch

n
Pz=73 fi(x);
i=1
P ist stetig. Es gilt PoP=P und P{g=1d. Es sei 7 = Kern P.
8~ T == {0} ist klar, und
x=(x— P(x)) + P(x)
ist die behauptete Zerlegung fir jedes x € X.
Dieses Lemma hat eine triviale ,,Umkehrung®:

Lemma 24.8, X sei normierler Raum, U abgeschlossener Unterraum
endlicher Codimension (Codimension U =dim X/U). Dann hat U einen
komplementiren abgeschlossenen Unterraum V.,
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Bewels: z;, ..., z,€ X seien Reprisentanten einer Basis in X/U. V sei
der von #, ..., z, aufgespannte Unterraum. Offenbar sind U und ¥V
komplementér, und U ist abgeschlossen nach dem letzten Lemma.

§ 25, Fredholm-Qperatoren

In diesem Paragraphen folgen wir weitgehend der Darstellung in
R. S. Pavars: Seminar on the Atiyah-Singer Index theorem.

Delinition 25.1. Es seien X, Y Banach-Riume und T: X — Y eine
stetige lineare Abbildung. Wir nennen T Fredholm-Operator, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(i) Kern (T')=T-1(0) ist endlich-dimensional.

(ii) Bild (T)= T(X) ist abgeschlossen.

(iii) Y/T(X)1ist endlich-dimensional, d.h. T (X) hat endlich Codimension.
Die ganze Zahl

ind T = dim T-1(0) — dim ¥/T(X)
heift Index von T.

Die Menge aller Fredholm-Operatoren von X in Y wird mit F(X,Y)
bezeichnet.

Satz 25.2. Fs seien X, Y Banach-Rdaume. Dann gil
(i) F(X, Y) ist offene Teilmenge von L(X, Y).

(ii) Die Abbildung ind: F(X, Y) —Z ist stelig, also konstant auf den
Zusammenhangs-Komponenten von F(X, Y).

Beweis : (i) Sei 7' ein Fredholm-Operator. Wir wiihlen nach 24.7 einen
abgeschlossenen zu 7-1(0) komplementéiren Unterraum ¥ von X und
einen abgeschlossen zu 7'(X) komplementéren Unterraum W von Y3
also ist insbesondere dim(W) endlich. Die Inklusionen definieren stetige
Vektorraum-Isomorphismen

T10)x V=X
TXyxW->7Y.
Fir Se L(X, Y) definieren wir
S:VxW—>Y, (@uwrSotw.
& ist stetig. Die Abbildung

LX,Y) > LVXW,Y), 88
ist stetig.
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T ist bijektiv. Nach 23.2 bilden die bijektiven stetigen linearen Ab-
bildungen eine offene Teilmenge von L(V X W, Y). Also gibt es eine
Umgebung U von T in L(X, Y), so daB fiir alle S¢ U der Operator 8
bijektiv ist. Fiir dieses S gilt:

1. 8(V) ist abgeschlossen, denn V ist abgeschlossen und §-1 ist stetig
nach dem Satz vom inversen Operator.

2. dim Y/8(V)< oo, denn §(V)=S8(V) und dim¥/8(V)=dim W.

8 ist also ein Fredholm-Operator, denn man iiberlegt sich sofort,
daf gilt:

3. Kern ScKern 7', also dim Kern 8 < dim Kern 7.

4. Aus S(X)>8(V) folgt S(X) ist abgeschlossen, (denn sind U, i)
Untervektorriume des Banach-Raumes X, ist U abgeschlossen, dim X/U
endlich und U >U, so ist auch T abgeschlossen; vgl. auch das folgende
Lemma 25.7).

5. dim Y/8(X) ist endlich, denn die Codimension von §(V) ist schon
endlich.

Die Menge der Fredholm-Operatoren ist also offen. Wir haben mit-
bewiesen

FX,Y)>Z; Tw dimKenT

ist von oben halbstetig, d.h. fiir alle S aus einer geeigneten Umgebung

von T ist dim (Kern S) < dim (Kern 7). Wegen T(V)=T(X) ist
F(X,Yy—>Z; T dimCokernT

ebenfalls von oben halbstetig.

(ii) Sei Z zu Kern (8) komplementérer Unterraum von Kern 7', also
Kern T =Kern S x Z. Wir haben also die Zerlegung X =Kern §x Zx V.
Es folgt

dim Kern § = dim Kern ' — dim Z.
Ferner gilt
dim Y/S(V)=dim W = dim Y/7T(X).

Wegen S(X)=8(Z x V) folgt aus dieser Gleichung:
dim Y/S(X) = dim Y/7(X) — dim §(X)/S (V).
Um zu zeigen, daB ind|y konstant ist, bleibt also nachzuweisen, da8

dim S(X)/8(V) = dim Z,
und das ist klar.
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Korollar 25.8. Es sei k: XX Fkompakter Operator. Dann hat der
Fredholm-Operator Id — k Index 0.

Beweis: ¢+ Id — £ ist stetig; ind(Id)=0.

Satz 25.4. Es seien X, Y Banach-Riume und T': X — Y ein Fredholm-
Operator. Dann ist T': Y'— X’ ein Fredholm-Operator, und es gilt
Kern(7") = (Cokern T')',
Cokern(7") = (Kern 7'y,
ind 7" = —ind T.

(Diese Isomorphismen sind als Isomorphismen topologischer Vektor-
riume zu verstehen.)

Beweis : Die exakte Sequenz
0->KernT X 5 ¥ > Cokern T — 0
liefert nach 7.10 und der folgenden Bemerkung eine exakte Sequenz
0« (Kern 7Y « X’ £ ¥’ < (Cokern T)' < 0.

Daraus folgt alles.
Wir betrachten folgende Situation:
X Banach-Raum, T': X — X Fredholm-Operator, ind 7' =0 und wollen
die Losbarkeit folgender Gleichung untersuchen
Te=y.
Es gilt die Fredholm-Alternative;

Entweder ist die Gleichung fiir alle y losbar, d.h. T ist surjektiv, also
ist wegen ind 7'=0 der Operator T' auch injektiv, d.h. die
Losung ist eindeutig bestimmt.

Oder es gilt nicht, daB die Gleichung fiir alle y 16sbar ist. Ist dann
die Gleichung firr y, losbar, so bilden die Losungen einen
endlich-dimensionalen affinen Unterraum.

Ist k: X — X kompakt und A+:0, so erfilllt der Fredholm-Operator
AXId — k die Voraussetzungen der Fredholm-Alternative. Also:

Korollar 25.5. Jeder von 0 verschiedene Spektralwert von k ist Eigenwert.
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Ist X Hilbert-Raum, so untersuchen wir die Verhiltnisse noch etwas
genauer.

Lemma 25.6. Se: X Hilbert- Raum, T: X — X linear und stetig und
T(X) abgeschlossen. Dann gilt

yeT(X)< y L Kern T,

Beweis: y 1 7'(X) & <y, Tx)>=0 fir alle x e X < {T*y, 2>=0 fiir
alle 2. Also ist T(X)t =Kern 7%, d.h. T(X)=(KernT*)1, qe.d.

Im Fall eines Hilbert-Raumes ist T'w=y also genau dann losbar,
wenn y | Kern T*,

Um weitere Eigenschaften der Fredholm-Operatoren herzuleiten, be-
weisen wir zunichst, dal man bei der Definition der Fredholm-Opera-
toren die Forderung 7'(X) abgeschlossen weglassen kann.

Lemma 25.7. Es seien X, Y Banach-Riume, T: X — Y eine stelige
lineare Abbildung, und Y|T(X) sei endlich-dimensional. Dann ist T(X)
abgeschlossen in Y. '

Beweis : Kern(T') ist abgeschlossen, X/Kern(T') ist also in kanonischer
Weise Banach-Raum, und 7 induziert eine stetige lineare Abbildung
T X/Kern(T) — Y. Wegen Bild(7) = T(X) kénnen wir von vornherein
annehmen, daB 7' injektiv ist.

Dann wihlen wir ¥y, ..., ¥,€ ¥, so daB die Bilder von g, ..., ¥, in
Y[T(X) eine Basis von ¥/T(X) bilden. K” X X ist Banach-Raum, und
die Abbildung

n
TRPXX >V ((oeeor Ay @) 0 Tz 4+ 3 Ay
i=1
ist bijektiv und stetig. Also ist T-1 stetig. Deshalb ist 7(X)= 7 (X)
abgeschlossen.

Korollar 25.8, Es seien X, Y, Z Banach-Riume und T: X - Y, F: Y > Z
Fredholm-Operatoren. Dann ist auch FoT Fredholm-Operator.

Beweis: Es ist klar, da8 Kern(FoT) und Cokern(FoT) endlich-
dimensional sind. Nach dem letzten Lemma geniigt es, das zu zeigen.

Satz 25.9. Sind wie eben T: XY, F: Y —+Z Fredholm-Operatoren,
8o gilt ind(FoT)=ind(F)+ind(T).
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Beweis: Man iiberlegt sich leicht, da8 folgende vier Sequenzen exakt
sind:

0> T-1(0) —s T1F1(0) 5 T(X) ~ F1(0) —0
0—> F(Y)/F T(X) —> ZIFT(X) —> Z|F(Y) —0
0—s (T(X) +F10)T(X) —> Y|T(X) - F(Y)[FT(X) —0
0—s F-1(0) ~ T(X) —>F10)  — (T(X) +F1(0))T(X)—> 0.

Alle in diesen Sequenzen vorkommenden Vektorriume sind endlich-
dimensional.

Hat man eine exakte Sequenz endlich-dimensionaler Vektorriume
0—+A4A->B—>C—-0,
80 gilt bekanntlich
dim B =dim 4 + dim C.

Gibt man den Dimensionen der Vektorriume obiger Sequenzen die Vor-
zeichen

+ - +
— + —_
+ - +
— + —
80 ist ihre Summe 0, und es folgt
ind(FoT)=ind F 4 ind T'.

Satz 25.10. Es seien X, Y Banach-Rdume. Dann ist T: X — Y genau
dann Fredholm-Operator, wenn es 8, S, L(Y, X) gibt mit 8,7 — Id,
T8,—1d sind kompakt.

Beweis : Ist S, 7 — Id kompakter Operator, so ist Kern (8, T) endlich-
dimensional, also Kern (T') endlich-dimensional wegen Kern T'<Kern§, 7'
Ist TS, —Id kompakter Operator, so ist Bild(7'S,) endlich-codimen-
sional, also Bild(7’) endlich-codimensional, denn Bild T'>Bild 7'S,. Nach
Lemma 25.7 folgt, daB 7' ein Fredholm-Operator ist.

Ist T' Fredholm-Operator, so sei ¥ komplementir zu KernT in X
und W komplementir zu T(X) in Y:

X=Ken(T)x V; Y=TX)xIW}.

T|p: V — T(X) ist bijektiv. Sei 8: ¥ — X definiert durch S{p(y) = (T};-)!
(stetig nach dem Satz vom inversen Operator), S;y=0. Dann ist
Id — § T Projektion auf Kern 7', also kompakt, und Id — 7§ Projektion
auf W, also kompakt. Man kann also sogar 8, =8, wiihlen.
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Korollar 25.11, Sei T: XY Fredholm-Operator und k: XY kom-
pakt. Dann ist T + k Fredholm-Operator.

Beweis: Zu T gibt es ein 8 mit den im letzten Satz genannten Eigen-
schaften. S leistet auch fir 7'k das Gewiinschte:

S(T+ky—1d=8T—Id+ Sk ist kompakt,
(T+8)S—Id=T8—Td+ kS ist kompakt.

§ 26. Kompakte Operatoren IX

In diesem Paragraphen folgen wir im wesentlichen der Darstellung
in DievvonnE: Foundations of Modern Analysis,

Lemma 26.1. Sei X Banach-Raum, u: X — X stetige lineare Abbildung
und v=1d—u. Es seien M, L abgeschlossene Unterriume von X mit
McL, ML und v(L)cM. I)ann gibt es ein Element a € L— M mit
lla] =1 und [u(x)—~u(@)|= % fir alle ze M.

Beweis: Wihle b € L mit b¢ M, also d(b, M) a> 0. Es gibt also ein

yeM mitd(b,y) = |b— y| < 2. Seia = -————- (b — ). Dann gilt firalle
ceM l6— ol

e —al = gy b=+ 9= = 5 -
Also gilt fir alle e M
lu(2) — u(@)] = |2 —v(z) +-v(@) —a| = }
Lemma 26.2. Sei X Banach-Raum, k: X — X kompakt, v=1Id—k. Sei
N, =Kemv", F =+X) m=12,...

Dann gilt:

(i) Ale N,, haben endliche Dimension und N,C Ny
Alle F,, haben endlicke Codimension und F,>F,> ...

(i) Es gibt eine kleinste Zahl neN, so dap N, =N, fir m=n. Es
gilt F, ., =F,, fir m >n Ferner sind F, und N, komplementire Unter-
ridume von -\ und vip,: F, — v(F,) ist ein lmearer in beiden Richlungen
stetiger Isomorphismus.

Beweis: (i) Die kompakten Operatoren bilden ein Ideal in L(X, X),
also gibt es einen kompakten Operator £, mit o™ = (Id — &)™ = Id — k.
Der Satz von F. RiEsz (24.6) liefert die Behauptung.
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(ii) Angenommen, die Folge {¥mbn-1,a,.,, wird nicht konstant, d.h.
Non<Npi1s NpyENppiq. Wegen v(N,, )N, kénnen wir das letate
Lemma anwenden:

Es gibt fir alle m ein z, €N, ., — N, mit |z, ,,|=1, so daB fir
¥ €N, gilt [[k(y) —k(x,,,,)]|= #. Die Folge {k(,,)} enthiilt also keine
konvergente Teilfolge. Dies ist ein Widerspruch zur Kompaktheit von k.

Sei n=n(k) die kleinste Zahl mit N, =N,q, fir alle m=n(k).
Wegen indv™ =0 gilt codim F,,==dim N,,, also wird die Folge {F,}
ebenfalls genau bei n (k) konstant.

Sei N=N,, F=F, und ze€ NnF. Dann gilt »"(2)=0, und es gibt
yeX mit x=1"(y), d.h. v®*"(y)=0, also x==1"(y)=0, also F~N =0.

Um N+F=X zu zeigen, wihlen wir xcX. Es ist v"zeF. Wegen
o (F)=o"17(X) =" (X) =F gibt es cin yeF mit ®z=1"y. Dann ist
z=(x—y)+y, (x—y)eN, yeF die gesuchte Zerlegung. DaB v|p bi-
jektiv ist, ist nach dem Gesagten klar.

Wir brauchen einen Hilfssatz aus der linearen Algebra:

V sei endlich-dimensionaler Vektorraum iiber €, »: ¥ — V ein Endo-
morphismus mit ¥" == 0, Dann gibt es eine Basis von ¥, beziiglich deren
v durch eine Matrix folgender Gestalt gegeben wird

010
01
wobei die Matrizen 4; von der Form (0), ( ), 001 |, ... sind.
9/ \ooo

Y

In dem folgenden Satz sind die wichtigsten Eigenschaften des Spek-
trums eines kompakten Operators zusammengefaBt:

Satz 26.3. Sei X komplexer Banack-Raum und k: X — X ein kompakter
Operator. Es sei S(k) das Spektrum von k. Dann gilt:

(i) S(k) ist kompakte Teilmenge von €; S(k) endlich oder abzihlbar.
S(k) besitzt keinen Hiufungspunkt aufer eventuell 0. Ist dim X == 0o, 80
st 0€ S (k).

(ii) Ist A€ 8(k)— {0}, so ist A Eigenwert.

(iii) Zu jedem Ae S(k)— {0} existiert genau ein Paar (F(A), N(4)) kom-
plementirer abgeschlossener Unterrdume von X, so daf gilt:

8 Hirzebruch, Funktionalanalysis
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a) N(2) ist endlich-dimensional.
b) E(N(A))<N(A), und es existiert eine kleinste Zahl n () mit

((k— ALd)| y )" P = 0.

¢) k(F())<F(A) und (k—Ald)|ge: F(2) — F(2)
st ein linearer, in beiden Richtungen stetiger Isomorphismus.

(iv) Ist §(A)=XKern(k— A1d) der Eigenraum zum Eigenwert A, so ist
E(A)C N(A), insbesondere ist also G(A) endlich-dimensional.

(v) Sind A, ucS(k)—{0}, A==u, so gilt N(A) < F(u).

Beweis: (ii) Das wurde schon in 25.5 bewiesen.

(iii) Im letzten Lemma haben wir die Existenz von Unterrdumen
N(A), F(A) mit den genannten Eigenschaften bewiesen. Es bleibt die
Eindeutigkeit zu zeigen: Haben die Ridume N’, F auch diese Eigen-
schaften, so gilt nach b) und nach Definition von N(4), daB N’<N(4).
Jedes y'¢ F’ hat eine eindeutige Zerlegung y"=x+y, xe N(1), yeF(A).
Es gilt also

(k—A1y* P (y) = (k— A1d)"Dy,
also
(k— ATdynAD (F') C F(A).

Wegen (k— AId)(F')=F" folgt F'CF(A). Da N’, F’ komplementir sind,
folgt N'=N, F'=F.

(iv) Die Behauptung ist klar nach Konstruktion von N(4) im letaten
Lemma.

(i) Es sei A ein von 0 verschiedener Spektralwert. Es gibt fiir 140
eine Umgebung U von Ain C, 80 daB fiiralleuc U

(k— pXd)| pay = (b — ATd)| pay + (A — 1) Id |2y

invertierbar ist. Die Abbildung (k — A1d)| 5 schreiben wir in der oben
angegebenen Normalform. Fir ue U — {1} ist

(k—p 1) yeay = (A — ) 1| 2y + (e — ATd)| yeay
bijektiv, denn die Determinante dieser Abbildung ist offenbar
(A— 'u)dlmN ),
Also ist (k— uId) selbst bijektiv, also kann das Spektrum hochstens
abzéhlbar viele Punkte enthalten, denn eine Teilmenge von €, die
héchstens einen Hiaufungspunkt hat, ist abzihlbar.

Ist X unendlich-dimensional, so kann k nicht bijektiv sein, also 0€ 8 (k).
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(v) Wir haben gerade gezeigt, daB fiir p== 4
(k—pIdf N(A)=N(A) fir 1=1,2,...
Derselbe Schiufl wie in (iii) liefert die Behauptung:

zeN(A), =x=y+z, YEN@u), =zeF(y)
= (k— pIdY* ™ g = (k — u Td)* (@2
= (k—pId)" (N (1) < F(u)
= NA)C<F ().

Damit ist der Beweis des Satzes vollstindig.

Wir bemerken noch, daB man dim N(A) die algebraische Vielfachheit
des Eigenwertes 2, dim G (1) die geometrische Vielfachheit von A nennt.
Beide sind gleich genau dann, wenn n(A) =1.

Wir beenden die Theorie der kompakten Operatoren durch einige
Bemerkungen iiber kompakte hermitesche Operatoren in einem Hilbert-
Raum X.

Dazu bendtigen wir ein Lemma:

Lemma 26.4. Sei k kompakter hermitescher Operator auf dem Hilbert-
Raum X. Dann ist wenigstens eine der beiden Zahlen - || k|| Eigenwert von k.

Beweis: Da % hermitesch ist, gibt es nach 22.8 eine Folge {x,} mit
Jaral =1 und
lim kan’ z o] = 4.
Nach eventueller Auswahl einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dai
p=lim<kz,, x,> existiert, also |p[=|k|. Da k kompakt ist, kénnen
wir weiter annehmen, dafl {kx,} konvergiert. Nun gilt

0 < ||k, — paglf=ka,lf —2ukay, 2> + 02
ZL2u—2uckxy,, 0,

also konvergiert {kz, —p,} gegen 0. Da {ka,} konvergent ist, ist auch
{uz,} konvergent. Sei #=1lim x,. Dann gilt

kr=pz, x40, qed

Satz 26.5. Sei k kompakter hermitescher Operator auf dem Hilbert-
Raum X. Dann sind alle Eigenriume von k paarweise orthogonal, und X
16t isomorph zur Hilbert-Summe aller Eigenrdume von k. Alle Spektral-
werte von k sind reell.

8*
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Beweis: Sei u3=0 Spektralwert, also Eigenwert. Aus kr=pgz folgt
Bz, o) = {z, ”$> =<&, k) = Cka, 2) =ulx, ),

also u reell, falls <=0, Also sind alle Spektralwerte reell.

Sind A, ¢ von 0 verschiedene Eigenwerte, A==u, und sind €, (53“ die
zugehérigen Eigenrdume, 80 gilt nach 26.3 (v)

€, < Fu) < (k—pld)(X).
Es geniigt also zu zeigen:
(k—pld)(X) LE,.
Fiir ye®, und 2 € X gilt aber
<y, (k—pld) ) =(k—pld) y, 2) = (0, 2) =0.

Sei nun ¥ der von allen €,, 140 aufgespannte abgeschlossene Unter-
raum des Hilbert-Raumes X. Dann bleibt zu zeigen VL1 =Kern(k).
Nun bildet & jeden Eigenraum in sich ab, also bildet £ den Raum V
in gich ab. Fiir 2e VL, veV gilt

(kx, v) =<z, kv)y =0,

Also bildet & auch V1 in sich ab. Dann ist aber k|p. ein kompakter
hermitescher Operator, der keinen von O verschiedenen Spektralwert
hat. Nach dem letzten Lemma ist k|p, =0, q.e.d.

Wir werden spiter noch zeigen, daB ein beliebiger hermitescher
Operatar nur reelle Spektralwerte hat.

§ 27. Integralgleichungen

Wir wollen jetzt zeigen, daB man die Theorie der kompakten Opera-
toren anwenden kann, um Aussagen iiber die Ldsungen der Integral-
gleichung

b
Af(x)=[K(x, y) f(y)dy (%)
H .
zu erhalten. (Historisch war die Untersuchung dieser Integralgleichung
einer der hauptsichlichen Anst68e zur Entwicklung der Funktional-
analysis.)

Sei I = (a, b) ein abgeschlossenes Intervall. Der Bequemlichkeit halber

wihlen wir als MaB die Volumenfunktion. Zuniichst ordnen wir jeder
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Funktion K€L (I x I) einen kompakten Operator k: L (I) - L (1) zu,
und zwar definieren wir
b
(k) (2)=[K (z y) f(y) dy.
a
Es ist einiges zu zeigen:
1. Da
J 1Kz, y)2dedy
IxI

existiert, folgt nach dem Satz von Fubint (10.10.1), daB fiir fast
alle z (d.h. alle 2 auBerhalb einer Nullmenge) die Funktion

I—>C, ym K(z,9)
quadrat-integrierbar ist (d.h. in L? liegt). Fiir fe Lg (I) existiert nach
der Holderschen Ungleichung das Integral
b

SJE (@ 9)Hy)dy

a
also fiir fast alle z.

2. Wir haben zu zeigen

b
x> [K(z, ) [(y)dy
a

ist quadrat-integrierbar. Man sieht leicht (z.B. mittels des Satzes
von Towerrr, 10.10.2), daB I'x I — C; (z, y) — | f(y)|? summierbar
ist. Also ist

IXI—+C; (2,9~ K(z, 9)f(y)

summierbar, insbesondere also meBbar. Nach der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung gilt

b
(%) JE(z, ») f(y)dy
a

2 b b
<(f1k@ oray)(f1iwras).
* @
Nach dem Satz von Fusini ist
b
zr> [| K (x, y)*dy
a
summierbar, d.h., wir haben
b 2
z | [K(z, 9)fly)dy
a

nach oben durch eine summierbare Funktion abgeschétzt. Nach 10.6.2
folgt die Behauptung.
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3. Um zu zeigen, daf8 k stetig ist, integrieren wir die Ungleichung (%#)

b
&1R = f1R() (x)2dz < | K|,
a
also [[k] <] K]

4. SchlieBlich zeigen wir, daB k& kompakt ist. Sei K (z, y) zunichst das
Produkt zweier charakteristischer Funktionen g, & von Teilintervallen
von I, d.h. K (x, y)=g(z)+k(y). Dann gilt

b b
(k) (x)= [g(x) h(y) H{y) dy =g(=) [ h(y) } () dy,
a a

also

k) =<hk>g.

Das Bild von £ ist also hochstens eindimensional, also ist & kompakt.
Es folgt sofort, daB fiir jede Treppenfunktion K der Operator k endlich-
dimensionales Bild hat, also kompakt ist. Da die Treppenfunktionen
dicht in L2(1x I) liegen, die Abbildung

LAIXI)— L(LXID), LAD); Kk

nach 3. stetig ist und die Menge der kompakten Operatoren abgeschlossen
ist, folgt, daB k fiir beliebiges K kompakt ist. Also

Satz 27.1. Sei I=<a, b> abgeschlossenes beschrinktes Intervall. Dann
definiert jedes Ke L% (Ix 1) durch

(& f) () “,f K(x, ) {(y)dy
einen kompakien Operator k auf LE (I).
Korollar 27.2. Die Integralgleichung

b
M@ = [ K(z, p)f(»)dy

hat fiir jedes A== 0 hichstens endlich viele linear-unabhingige Losungen.

Lemma 27.3. Definiert die Funktion K (z, y) den Operator k, so definiert
die Funktion K (y, x) den adjungierten Operator k*.

Beweis : Sind £, g € L% (1), s0 ist wegen

b b b b
I [HHoRlg@)rdyda= [|{(y)*dy [ |g@)Pd=
a a a a
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die Funktion (z,y)> f(y)g(%) Element von L% (IxI). Also ist
K (z, y) f(y) g(*) summierbar. Auf diese Funktion wenden wir den Satz
von FUBINI an:

b, b -
kb= J{ [ Ktz 9) /() dy) 7 d

b
[E@ ) f@) g dyda
a

b
1)
a

b b .
J K (f K(y, x)g(y)dy)dx
a a

=<f, k*g>.
Also ist

b
*g)=[K(y, v)g(y)dy, qed.
a

Ist also K (z, y) = K(y, x), so ist der Operator k hermitesch.

Wir betrachten jetzt die Integral-Gleichung mit ,.symmetrischem
Kern*, die durch I={a, b>, KeL%(I x I), K(z, y) =K (g, ) gegeben
ist. Es sei k der zugehdrige kompakte hermitesche Operator. Es seien
Ays Agy «.. die von O verschiedenen Eigenwerte von k; jeder erscheine in
dieser Folge so oft, wie seine (geometrische) Vielfachheit angibt, und es
gelte | 1,] = |4,..,|> 0. Wir haben gesehen, daB die zugehorigen Eigen-
riume endlich-dimensional und paarweise orthogonal sind. Wir kénnen
also ein Orthonormalsystem ¢,, @,, ... von zu 4;, A,, ... gehorigen Eigen-
tunktionen finden. Wie wir gesehen haben, bilden die g; eine orthonor-
male Hilbert-Basis des orthogonalen Komplementes der 0 (siehe 26.5).

Also gilt in L% (I):

b
<K(,), = f K(y, 2)¢;(y)dy = [ K (z, 9) ¢;(x) dy
a a

b e e m——
= [ K(z, y) 9;(y) dy= k(@) (x) =7 9;(z) = 4; 9; (@)
a
Fiir feKern (k) gilt fiir fast alle z:
0= (f)(z) = <R( s &) .

Die Fourier-Entwicklung (21.9) der Funktion K( , x): y+> K(y, x) ist
also

Z 9 @) 95
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also
b N 2
Jim, [ K2 - 3 g n | av=o.
a j=

Nach dem Satz von Beppo-Lev: gilt dann

b, b N 5

13351&! (!‘K(y ) —jgll,-%(x) q’,-(y)l dy) dz=0,

denn die inneren Integrale bilden eine monoton fallende, gegen 0 kon-
vergente Folge von Funktionen. Also gilt in L (I X 1)

K(z, y)= Z 9 (@) @ (),

womit wir eine Darstellung von K (z, y) mittels der Elgenfunktlonen
des zugehorigen Operators k gefunden haben. Da die @;(x) q)J(y) im
Hilbert-Raum L%, (Ix I) orthonormal sind, gilt ferner

1K (e, )it = Z'. 3.

Wegen [|k[f== % (4, ist der groBte Eigenwert), gilt ||t < | K| (wie wir
schon frither gesehen haben) und

_! 8 ]an.

din€; = 7 |

Wir wollen abschlieBend noch zeigen, da8 man die sogenannte ,,Kern-
funktion* K aus dem kompakten Operator £ zuriickgewinnen kann:

Satz 27.4. Die Abbildung

LR(IXI) - K(L%(D), Ly (1); K->k

ist injektiv, und es gilt k| < | K|,

Beweis : Fiir symmetrische Kernfunktion X (x, y) = K(y, ) haben wir
das gerade gezeigt. Im allgemeinen Fall zerlegen wir

K(z, 9)=%(K (2, y) + Ky, 2) + }(K (z, y) — K (g, 2))
=8(z y) + A (=, ).

Dann ist 8(z, y)=8(y, ) und A4(z, y)= ~ A(y, ). Angenommen zu
K (z, y) gehort der kompakte Operator k=0. Es sei s der zu S(z, )
gehorige hermitesche Operator, d.h. —s gehort zu A(z, y). Dann gilt
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nach 27.3 (—8)*=—(—s¢) d.h. =0, d.h. 8(z, y)==0. Da i 4(a,y)=
1A (y, ), konnen wir das schon bewiesene noch einmal anwenden und
erhalten K (x, y)=0.

Ubungsautgabe

Sei X komplexer Banach-Raum und 4, B: X->X stetige lineare Ab-
bildungen. Dann gilt 8(4 B)=S(B4). (Ist (Id — 4 B) invertierbar, so
ist (Id+ B(ld — A4 B)td) das Inverse von 1d— BA!)



Kaprrer VIII

Kommutative Banach-Algebren

In diesem Kapitel kommen wir zu einigen der wichtigsten und an-
wendungsreichsten Sitze der Funktionalanalysis. Wir beschiftigen uns
mit kommutativen Banach-Algebren iiber dem Kérper der komplexen
Zahlen. Das grundlegende Prinzip bei der Untersuchung solcher Algebren
(das in ganz analoger Weise auch in der Funktionentheorie und Algebrai-
schen Geometrie verwandt wird) besteht darin, einer kommutativen
Banach-Algebra B ein ,,Spektrum‘‘ Spec(B) zuzuordnen. Spec(B) be-
steht aus der Menge der maximalen Ideale von B, versehen mit einer
Topologie, die Spec(B) zu einem kompakten Raum macht. Aus dem
fundamentalen Satz 28.1 folgt sofort B/m=C fiir jedes maximale
Ideal m. Jedes Element b von B definiert dann eine stetige Funktion
o(b): Spec(B) - C. Wir setzen g(b)(m) einfach gleich dem b entspre-
chenden Element von € = B/m. Ist B eine B*-Algebra, d.h., existiert
ein IR-Automorphismus *: B — B, der ctwa dieselben Axiome erfiillt
wie die Konjugation komplexwertiger Funktionen, so liefert das ge-
schilderte Verfahren einen isometrischen Isomorphismus

B = C(Spec(B), T),

d.h., B kann als Algebra komplexwertiger stetiger Funktionen auf einem
kompakten Raum dargestellt werden (vgl. § 5, § 6).

Ist X ein Hilbert-Raum und N: X — X ein normaler Operator, d.h.
N N*=N*N, so erzeugen N, N* eine kommutative Unter-Algebra von
B, deren abgeschlossene Hiille eine kommutative B*-Algebra ist. Die
Anwendung der allgemeinen Theorie auf dieses Beispiel liefert den Zu-
sammenhang mit der Spektraltheorie normaler Operatoren im Hilbert-
Raum, mit der wir uns im folgenden Kapitel beschiiftigen werden.

In diesem Kapitel folgen wir weitgehend der Darstellung von DUNFORD-
ScHWARTZ.

§ 28, Kommutative Banach-Algebren

Es sei B eine kommutative Banach-Algebra iiber dem Korper €
{vgl. 5.11). Das Einselement von B werde mit 1 bezeichnet. Es sei
L(B, B) die Banach-Algebra der C-linearen stetigen Abbildungen von
B in B (also nicht der Algebra-Homomorphismen). Dann hat man einen
kanonisechen Algebra-Homomorphismus

B->LB,B), a->T,

a
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wobei T,,: B — B erklart ist durch
T,x=az.
Dieser Algebra-Homomorphismus heiBt regulire Darstellung von B. Aus

175 2 = lla =],
175 2 == lal = o] It}

folgt |T,)l=]lal, d.h., die regulire Darstellung ist eine Isometrie, ins-
besondere also injektiv. Wir haben damit gezeigt:
Jede kommutative C-Banach-Algebra ist kanonisch isomorph zu einer
Algebra von stetigen linearen Operatoren eines komplexen Banach- Raumes.
Die reguléire Darstellung gestattet uns, fiir lineare Operatoren definierte
Begriffe auf Elemente einer kommutativen Banach-Algebra zu iiber-
tragen:

Wir definieren das Spektrum von a € B als das Spektrum von 7}
S(a)=8(T,).

Ist T, invertierbar und bezeichnet U die Umkehrabbildung, so gilt
aU (1) == T, U(l)=1. Also ist a invertierbar. Ist umgekehrt a invertier-
bar, so natiirlich auch 7,, und es ist 77 = 7',-,. Deswegen ist

8(a)={AeC|a— A1 ist nicht invertierbar in B}.

Wir wiederholen Satz 23.5:
S(a) ist nicht-leer, kompakt und enthalten in der Kreisscheibe

{zeC| |z = al}.

Die Resolventenmenge R(a) ist das Komplement des Spektrums. Fiir
die Resolventenfunktion R == R (a)->L(B, B) ergibt sich: R, ist Multi-
plikation mit (@ —£1)-L

Satz 28.1 (GELFAND-MazUR). Ist die kommutative C- Banach-Algebra B
ein Korper, d.h. hat jedes Element +:0 ein Inverses, so ist B isomorph
2u der Banach-Algebra €.

Beweis: Sei a ¢ B, ¢ <=0 und A Spektralwert von g, also nach Voraus-
setzung A==0. Also ist a—A1=0, d.h. a=11, also B=C -1, g.e.d.

Ein Ideal o der €-Banach-Algebra B ist ein Untervektorraum mit
der zusiitzlichen Eigenschaft abeq fir alle acq, b € B, AuBerdem setzen
wir immer voraus 1¢a.
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Lemma 28.2. Sei a ein Ideal von B. Dann ist die abgeschlossene Hiille &
von B ebenfalls ein Ideal von B.

Beweis: Sind o, bea und {a,}, {6} Folgen aus g, die gegen @ bzw. b
konvergieren, so konvergiert {a,+b,} gegen a+b, d.h. e +beq. Ist
z € B, so konvergiert {a,z} gegen ax, d.h. azea. Es ist nur noch zu
zeigen, daB 1¢d. Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB die Menge
der invertierbaren Elemente offen ist. (Fir ||a<1 gilt (1 —a)t=1+
a-+ta?+ ..., d.h, 1 hat eine Umgebung U invertierbarer Elemente,
d.h., jedes andere invertierbare Element z hat 2U als Umgebung in-
vertierbarer Elemente. Vgl. auch 23.2.)

Ein Ideal m von B heiit mazimal, wenn es in keinem echt groferen
Ideal enthalten ist.

Korollar 28.8, Jedes maximale Ideal ist abgeschlossen.

Lemma 28.4. Sei B kommutative Banach-Algebra und o abgeschlossenes
Ideal. Dann ist Bla in kancnischer Weise ebenfalls Banach-Algebra.

Beweis: Jedenfalls ist Bfa Algebra und, wie wir frither bewiesen haben,
Banach-Raum (5.10).

Es bleiben also die Eigenschaften der Norm beziiglich der multiplika-
tiven Struktur nachzuweisen. Ist b€ B, so sei iiblich b=b+4q das Bild
von b in Bfa. Dann gilt

% gl =zl = i 4 —_a’ —a (s

V&~ 9= 1771 = jnf ley+al < inf_Ie—a)y—a")] < |2 3],

Dann gilt aber auch wegen 140

MR sso [@z1.
Andererseits
=it ft—al<1, a0 [E[=1.

Ist ¢ maximal, so ist bekanntlich (Anhang II) Bja ein Kdorper, also
nach dem eben bewiesenen Satz von GELFAND-Mazur kanonisch iso-
morph zum Koérper der komplexen Zahlen. Wir kommen nun zu einer
duBerst wichtigen Definition:

Definition 28.5. st B kommutative C-Banach-Algebra, so bezeichne
Spec(B) die Menge der mazximalen Ideale von B, versehen mit der im
folgenden erklirten Topologie.

Zunichst definiert jedes maximale Ideal m in kanonischer Weise einen
stetigen C-Algebra-Homomorphismus f,,: B - €, namlich die Zusam-
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mensetzung der kanonischen Projektion B —> Bfm mit dem kanonischen
Isomorphismus B/m ==C. Nun gilt:

Lemma 28.6. Ist f: B> C belicbiger C-Algebra-Homomorphismus, so
18t | beschrinkt, und es gilt ||f]|=1.

- Beweis: Sei f(b)==4, beB. Dann gilt f(b—Al)==0, d.h. (b—Ai1)
ist nicht invertierbar, also A€.8(b). Nach 23.5 gilt also

[N =141 =8l
d.h. |f| =1. Andererseits gilt f{1)==1, also [f|=1.

Da jeder C-Algebra-Homomorphismus B — € als Kern ein maxi-
males Ideal von B hat, haben wir eine I-I-deutige Beziehung zwischen
den maximalen Idealen von B und den C-Algebra-Homomorphismen
B — € hergestellt. Den zum maximalen Ideal m gehdrigen Homomor-
phismus bezeichnen wir mit f,,. Wir betrachten auf Grund des letzten
Lemmas Spec(B) als Teilmenge der Einheitskugel von B’.

Satz 28,7, Spec(B) ist abgeschlossene, nach Satz 13.9 also kompakte
Teilmenge der Einheitsvollkugel von B’ beziglich der schwach-%-Topologie
von B’.

Bewels: Es sei {f,},,,,,... eine Folge von C-Algebra-Homomorphis-
men B —> T, so daB {f, x} fir alle x¢ B konvergiert. Offensichtlich defi-
niert f(x)=lim f,(x) einen C-Algebra-Homomorphismus f.

Korollar 28.8. Die Algebra C(Spec(B), C) der komplexwertigen stetigen
Funktionen auf dem topologischen Raum Spec(B) ist eine Banach-Algebra.

(Statt C(Spec(B), €) schreiben wir im folgenden einfach C(Spec(B)).
Fiir die Definition der Banach-Algebra C (X, C) siche §5.)

Satz 28,9, Der kanonische T-Algebra-Homomorphismus
¢: B->C(Spec(B)), o(b)(m)=/f,(b), beB, meSpec(B)

ist stetig. Es gilt |Jof < 1.

Der Kern von g 18t das Radikal v von B, d.h. der Durchschnitt aller
mazimalen Ideale von B.

Beweis : Zuniichst folgt sofort aus der Definition, daB g ein C-Algebra-
Homomorphismus ist. Ist {m;} eine konvergente Folge von Idealen (im
Sinne der Topologie von Spee (B), vgl. 28.7), so konvergiert auch

{e(®) (m)} = {fm, ()},
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also ist o(b) stetig. Die Stetigkeit von p folgt natiirlich aus fo] <1,
und dies ergibt sich aus der Abschiitzung

[e(®) (m)] =1 fru (B) = [l 121 = 13,
d.h. Je®)] < |6].
Aus der Definition von ¢ folgt schlieBlich unmittelbar, daB genau
das Radikal auf 0 abgebildet wird.
Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen dem Spektrum
Spec(B) der Banach-Algebra B und dem Spektrum 8(b) fir b€ B her.
Wir fithren noch folgende Bezeichnung ein:

7(b) = Sup{| 2| | ze8(b)};
7(b) heiBt Spekiralradius von b.

Satz 28.10. Es sei B eine C-Banach-Algebra und ¢ der im letzten Satz
definierte Algebra-Homomorphismus B - C(Spec(B)). Dann gilt

(1) o(b)(Spec(B)) =8(b).

(i) )= lim [§"["= [o(®)].

Beweis: (i) Es ist b — g(b)(m) 1 ein Element von m, denn f,, bildet
dieses Element auf O ab. Also ist b — g(b)(m) 1 nicht invertierbar, d.h.
o(b) (m)€ 8 (b). Ist umgekehrt A€ S(b), d.h. b— A1 nicht invertierbar, so
gehort b — A1 zu einem geeigneten maximalen Ideal m (vgl. Anhang II),
d.h A=,y (0) = g (m) (B).

(ii) 7(b) == [|o(b})|| folgt sofort aus (i).

Die Resolventenfunktion von b ist analytisch fiir {2| > 7(b) und hat
in diesem Gebiet folgende Reihenentwicklung

00 b”

p-rtr—= 5 .

n=0
Fiir alle f € B’ ist also die Reihe

B
f(("*z‘)“)*—f(”z zn-H) Z gwi
konvergent fiir |2} > r(b), d.h.

1)

Pr < oo.

sup
n

Nach dem Prinzip der gleichmiBigen Beschrinktheit 8.2 gibt es ein M,
mit

bn
PrEsy

<M, firallen,
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also
lim sup [B** < |2|.

Da diese Ungleichung fiir alle z mit |z| > r(b) gilt, folgt
lim sup [|6*V* < 7 (B).

Ist AeS(b), so ist A®e8(b"), denn ist b — A1 nicht invertierbar, so ist
auch
(0" — Py = (b — ALY (B" L+ AP 2L .on LR

nicht invertierbar. Also | A*| < |[6", d.h.

| 4] < lim inf |57,
also
7(b) < lim inf Jjs%|",

Damit ist r(b)=lim [6"/" bewiesen.

§ 29, Kommutative B*-Algebren

Eine wesentliche Verbesserung des im letzten Paragraphen abgeleiteten
Darstellungssatzes 28.9 liBt sich beweisen, wenn man kommutative
Banach-Algebren mit Involution betrachtet.

Delinition 29.1. Sei B eine komplexe kommutative Banach-Algebra. Ein
R-Algebra-Automorphismus *: B — B heipt Involution, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(iy (Ad)y*=A4 firalle AcC.
(ii) b**=5 firalle beB.
(i) fo*of=oJrs ol =[o*], o =1[b[F firelle b eB.

Die Banach-Algebra B zusammen mit der Involution * nennen wir der
iblichen Terminologie folgend eine kommautative B¥-Algebra.

(Bemerkung: Die Bedingungen |[b]| == |6*]}, 5% = ||b]? folgen aus den iib-
rigen: Aus [[b| = |* b]| < [[6*|| b folgt [[b] < [I6* ][, also [6*] < [6**] = [,
also [|b]| =[[b*)|. Ferner gilt bt = [[6* b|* = [[(b* b) (b* b)*|| = | (b*) (6*)*|| =
13]1%, also [jb]f = 62|})

Beispiel 29.2. Sei X kompakter topologischer Raum und C(X) die
Algebra der komplexwertigen stetigen Funktionen auf X. Durch f*=7
ist eine Involution erklirt.

Im folgenden werden wir zeigen, daB sich jede kommutative B*-
Algebra in kanonischer Weise als C'(X) schreiben 1aBt.
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Satz 29.8. Sei B kommutative B*-Algebra und g der kanonische Homo-
morphismus

B — C(Spec(B)).
Dann gilt fiir alle be B
e (®)=o(d%),
d.h., g ist ein Homomorphismus von k utativen B*-Algebren.

Beweis : Es ist fiir alle b € B, m¢ Spec(B) zu beweisen
o (b*) (m) =g (%) (m).

Sei o (b) (m) =a 4 Bi, o(b*)(m) =y + 61 mit «, §, 9, 6 € R. Angenommen,
es ist B+ d==0. Dann sei
oo BV —(@tn)L
B+d

Offenbar gilt c=c* und g(c)(m)=1. Fiir jede reelle Zahl i gilt dann

ele+iA1)(m) =1i(1-}-2),
also
1142 <o+ i 1)
(A4 A=< fe+iALE = (e +iAt) (c+iAL)¥|
S+ 2 < ¥ + 22

Damit haben wir einen Widerspruch, denn fiir geniigend groBes A ist
diese Ungleichung offenbar falsch. Also gilt -6 =0. Wenden wir den-
selben SchluB noch auf die Elemente id, (i5)* an, so folgt die Behauptung.

Satz 29.4 (GELFAND-NEUMARK). Es sei B eine kommutative B*-Algebra.
Dann ist der kanonische Homomorphismus

@t B —» C(Spec(B))
ein isometrischer Isomorphismus von B*.Algebren,

Beweis: Ist » eine Potenz von 2, so gilt ||bj* = 6", Also ist nach
Satz 28.10 (ii) der Homomorphismus g eine Isometrie. Es ist dann nur
noch die Surjektivitit zu zeigen, und dies geschieht mittels des Satzes
von STONE-WEIERSTRASS (Anhang I). Die Voraussetzungen dieses Satzes
sind erfillt. Mit o(b) liegt nach 29.3 auch g(b) = ¢(b*) in o(B). Ferner
trennt ¢(B) Punkte in Spec(B): Seien m,, my€ Spec(B), m,+my, also
z.B. bemy, bém,. Dann gilt f, (b)=* f,,(), d.h. o(b)(my)+ o(b)(my).
Nach dem Satz von SToNE-WEIERSTRASS liegt ¢(B) dicht in C(Spec(B)),
und da g(B) ein Banach-Raum ist, ist o(B) gleich C(Spec (B)), q.e.d.
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Wir wollen noch kurz bemerken, daB sich durch Anwendung des
Satzes von GELPAND-NEUMARE auf die kommutative B*-Algebra
C(X) (X kompakter topologischer Raum) wieder die Algebra C(X)
ergibt. Ist 2€X und f,: C(X)—C definiert durch f,(g)=g(x), so ist
f,, ein stetiger Algebra-Homomorphismus. Der Kern von f,, das ist die
Menge

my={geC(X)|g(x)=0}

ist also maximales Ideal von C(X). Wir behaupten jedes maximale
Ideal ist von dieser Art. Ist m ein maximales Ideal, welches verschieden
von allen m, ist, insbesondere also in keinem m, enthalten ist, so gibt
es zu jedem x€X ein g, em mib g,(x) 4= 0. Wegen der Stetigkeit der g,
und der Kompaktheit von X gibt es eine endliche Teilmenge X, von X
und zu jedem x€X, eine Umgebung U, von z mit g, nimmt auf U,
nicht den Wert 0 an und X= | U,. Dann ist
T€X,
f= 2. gz Gp€m
z€ X,

iberall von 0 verschieden. Also ist f~! wohldefiniert, also f - f"*=1em.
Widerspruch!

Wir iiberlassen es dem Lcser zu zeigen, dal die Spektraltopologie
von X mit der urspriinglichen iibereinstimmt. Die Definition von p
liefert in dem betrachteten Fall dann die Identitit.

§ 80. Der Spektralsatz

Aus dem Satz von GELFAND-NEUMARK ergibt sich einer der funda-
mentalen Sétze der Funktional-Analysis, ndmlich der Spektralsatz.

Es sei X komplexer Hilbert-Raum. Die im folgenden betrachteten
linearen Abbildungen X->X (,,Operatoren*) werden, wenn nichts
anderes gesagt wird, immer als stetig vorausgesetzt. Ein Operator
N: X — X heilt normal, falls N N*= N* ¥, Die von NV und N* erzeugte
Unteralgebra a(N, N*) von L(X, X) ist deshalb kommutativ. Wir itber-
lassen dem Leser den leichten Beweis, daBl dann auch die abgeschlossene
Hiille a(N, N*) dieser Unteralgebra kommutativ ist. Durch N > N* ist
eine Involution auf a(N, N¥) definiert. Dies folgt teilweise aus 22.2, teil-
weise aus folgender Bemerkung:

VeL(X, X) = [V*V|=| V|’
Beweis: V* V ist hermitesch. Nach 22.8 gilt
1V* vy z| sup {V*Vu, 2> =sup{Va, V)
|z||=1
= sup |Vt == | V[,
@ Hirzebruch, Funktionalanalysis
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Im folgenden Satz und Beweis bezeichne S(N) das Spektrum von
N als Element der kommutativen Banach-Algebra a(XN, N¥). Diese
Bezeichnung ist gerechtfertigt, denn wie wir anschlielend zeigen werden,
ist S(N) gleich dem Spektrum von N als Operator auf dem Hilbert-
Raum X.

Satz 80.1 (Spektralsatz). Sei X komplexer Hilbert-Raum und N ein
normaler Operator mit Spektrum S(N) auf X. Dann existiert ein kanoni-
scher isometrischer Isomorphismus der B*-Algebra a(N, N¥) auf die B*-
Algebra C(S(N)).

Unter diesem Isomorphismus wird N auf Id und N* auf Td abgebildet.
Ferner ist der Isomorphismus durch N > Id, N* v+ 1d eindeutig bestimmt.

Beweis: Ist ¢ der kanonische Hoimomorphismus des Satzes von
GELFAND-NEUMARK (29.4), so ist
¢(N) = »: Spec(a(V, ¥%) - C

eine stetige Abbildung.
Nach 28.10 gilt Bild(v)=S(N). Wir zeigen nun, da8 v injektiv ist:
Es seien my, my€ Spec(a(N,N*)) und o(N)(m;)= p(N)(m,). Dann gilt

g(IV¥) (my) = (N} (my) = o(N) (my) = o (N*)(my).

Also gilt fir alle Aea(N, M%), daB p(A4)(my) = o(A)(m,). Nach dem
Satz von GELFAND-NEUMARK gilt also fiir alle stetigen Funktionen f
auf Spec(a{V,N¥), daB f(m,)=f(m,), d.h. m;=m, (vgl. Anhang I).
Wegen der Kompaktheit von Spee(a(V, N¥)) und S(&) ist v ein Homédo-
morphismus. Dann induziert v einen isometrischen Isomorphismus

C(Spec(a(N, %)) — C(S(V)).

Mit dem Satz von GELFAND-NEUMARK erhalten wir einen isometrischen
Isomorphismus von B*-Algebren

a{N, N*) = C(S(N)),

und es ist klar, daB N der identischen Abbildung entspricht. Es ist
dann nur noch die letzte Behauptung des Satzes zu verifizieren, und
diese folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB ein stetiger B*-Algebra-
Homomorphismus auf a(N, N¥) durch seinen Wert auf N bestimmt ist.

Bemerkung: Ist p ein Polynom mit komplexen Koeffizienten p(z) =
@y 2"+ < a2+ ay, 80 ist p|gy) eine stetige Funktion. Der dieser
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atetigen Funktion entsprechende Operator ist nach dem gerade bewie-
senen der Operator

p(N)==a, N* 4 -+ +a, N+a,.

Deshalb ist es sinnvoll, den der stetigen Funktion f: S(N)— C ent-
sprechenden Operator mit f(N) zu bezeichnen, Man kénnte den Weier-
straBschen Approximationssatz benutzen, um C(S(N)) — a(N, V%) di-
rekt zu definieren. Diese Abbildung ist die Umkehrabbildung von g(N);
wir wollen sie mit py bezeichnen, Es ist also ypy (f) =7 (V).

Wir ziehen jetzt noch einige Folgerungen aus dem Spektralsatz, Im
folgenden schreiben wir statt a (N, N¥) etc. einfach G(N, N*) ete.

Korollar 30,2, Es sei N ein normaler Operator auf X und S(N) das
Spektrum von N als Blement der kommutativen Banach-Algebra & (N, N*).
Es sei Z(N) das Spektrum von N betrachtet als Operator auf X. Dann gilt
S(N)=Z(N).

Beweis: Ist N — 41d invertierbar in @ (N, N*), so gilt fiir den inversen
Operator U, daB (¥ — 4 1d) U == Id, also liegt A in der Resolventenmenge
von N, also XZ(N)<S(N). Angenommen X(N)-S(N). Dann ist fiir
AeS(N)— Z(N) der Operator (N — 41d): X— X invertierbar, Es sei B
der inverse Operator und ¢ > || B|l. Dann wiihlen wir eine stetige Funk-
tion f: S(N)—C mit f(4)=c und {f(z){z— )| X1 fir alle zeS(N).
Nach dem Spektralsatz gilt

e[ =[BHN)N —- 21| | Bl |f (=) (z— D= B
im Widerspruch zur Wahl von c.

Korollar 80.8, Ist N normaler Operator und f: S(N)—C eine stetige

Abbildung, so gilt
FS ) =8 (f(V).

Beweis: Zuniichst eine allgemeine Bemerkung: Seien X, X’ kompakte
topologische Réume und f: X->X’ eine stetige Abbildung. Dann ist
f(X) kompakt. Ist also f nicht surjektiv, so ist die durch f induzierte
Abbildung

C(X)—>C(X), g+ gof

nicht injektiv, denn es gibt eine Funktion g: X'~ C mit g0, aber
9lycx)=0 (Urysonsches Lemma; vgl. Anhang I).

Da &(f(N), {(N)*) Unteralgebra von &(N, N*) ist, bat man eine
kanonische stetige Abbildung

@: Spec (§(N, N*)) — Spec (@(f(N), {(N)*),
9‘
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die ndmlich jedem Algebra-Homomorphismus y:d(N, N*)—»C seine
Beschriinkung auf & (f(N), f(N)*) zuordnet. Also hat man eine Abbildung

C(Spec (a(f(), (N)*))) — C (Spec (@ (N, N*))),

und wendet man den Satz von GELFAND-NEUMARK an, so erhiilt man
eine Abbildung
a(f(N), f(N)*) —&(N, N¥).

Verfolgt man die ganze Konstruktion, so sieht man, daB dies gerade die
Inklusion ist. Nach der Vorbemerkung mufl ¢ surjektiv sein. Identifiziert
man Spec (§(N, N*)) und Spee (&(f(N), f(N)*) nach 28.10 mit Teil-
mengen von €, so ist ¢ offenbar gerade f, und die Behauptung ist
bewiesen.

Wichtige Beispiele fiir normale Operatoren sind dic kermiteschen und
unitdren Operatoren, die durch die Bedingungen

A=A% bzw., UU*=U*U=1Id
charakterisiert sind.

Korollar 80.4. Ein hermitescher Operator hat nur reelle Spektralwerte.
Das Spektrum eines unitiren Operators ist enthalten im Einheitskreis
{zeC} |z] =1}

Beweis: Aus 4 =A* folgt nach dem Spektralsatz Id|g4y= 1d| S(4)»
d.h. S(4)cR. Analog folgt aus U U*=1d, daB Id|g(p) - Wdg(my=1
(konstante Funktion), d.h.

S(U)cfzeC| |z] =1}.

Fir die gerade bewiesene Tatsache, daB ein hermitescher Operator
nur reelle Spektralwerte hat, wollen wir noch einen elementaren Beweis
geben:

Satz 80,5, Set X ein komplexer Hilberi-Raum, 4: X — X hermitescher
Operator. Dann hat A nur reelle Spektralwerte. Ist A =0, so ist das Spek-
trum von A enthalten im Intervall <0, 4[> .

Beweis: Sei A—=4,+ 14, eine nicht-reelle Zahl. Wir haben zu zeigen
B=A4 — (4 +1i4) Id ist bijektiv. Gilt Bz =0, so gilt wie bei 26.5

Ax=Ax=A4%z= 1z,
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also #=0. Beziiglich der Surjektivitit zeigen wir zuniichst B(X) ist
dicht in X. Angenommen {Bz, y)> =0 fiir alle € X. Dann folgt

<oy Ay =< Az, yp= (A, y> =<z, 1y)>.
Also ist Ay= Ay, also y=0 nach dem schon bewiesenen.
Wir zeigen jetzt B(X)=X. Sei zcX und {x,}={By,} eine gegen z
konvergente Folge aus B(X). Die Folge {y,} (¥, ist eindeutig bestimm¢!)
ist Cauchy-Folge, denn

“xn - xmllz = <(A - }'0 - ill) (yn - ym)’ (A- - '10 - 'izl) (yn_ ym,))
= (A= 70) (U — Y (A= 2o) (Y — 4> +
A+ 22 Yy = Y> Yn— Y Z A N0 — Yl
Sei y==lim y,,; dann gilt x= By.

Wir kommen jetzt zum Beweis der zweiten Behauptung. Nach 23.5
und dem schon bewiesenen ist jedenfalls S(A4) < {—[4], +|4]>. Es ge-
niigt zu zeigen: (*) Ist 4 =1d, so existiert 41

Denn fiir negatives 4 ist A — 11d = — A1d, also — ; (A—A1d)=1d.

Also folgt aus (*), daB A kein Spektralwert ist. Wir beweisen nun (¥):
Wegen 4 =1d gilt fiir alle € X

JAz|jz| = <A», 2> Z <2, 2> =|=[?,

also [A 2] = | x|, also ist 4 injektiv. Damit folgt sofort, daB A4 (X) dicht
in X liegt, denn gilt <Az, y>==0 fiir alle 2, so folgt 0={4w, y> =
{z, Ay>, also Ay=0, also y=0.

Sei z€X und {x,} eine gegen x konvergente Folge aus 4 (x). Dann
ist y, durch Ay, =, eindeutig bestimmt, und y, ist Cauchy-Folge,
denn

lon— vl = 14— Yl =12y — 2|+
Fiir den Limes y =1lim y, gilt 4 y = x. Damit ist alles gezeigt.

Fiir hermitesche Operatoren formulieren wir den Spektralsatz in ge-
ringfiigig anderer Weise mit einer kleinen Erginzung noch einmal.
Dabei bezeichne ag (4) die von dem Operator 4 erzeugte R-Algebra
in L(X, X). Es ist sinnvoll &g (A4) zu betrachten, da diese Algebra nur
hermitesche Operatoren enthilt.

Satz 30.6, Es sei X ein K-Hilbert-Raum und 4: X > X ein hermite-
scher Operator. Dann besteht ein kanonischer isomelrischer IR-Algebra-
Isomorphismus

pya: C(8(4), R) »dg(4).
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y, ist eindeutig dadurch gekennzeichnet, daf y,(Id)=A. Auferdem ist
Y4 in beiden Richtungen ordnungserhallend, d.h., aus f g folgt v (f) <
y4lg) und aus vy (f) Sy (o) folgt f=g.

Beweis: Bis auf die letzte Behauptung folgt im Falle eines C-Hilbert-
Raumes alles aus dem schon bewiesenen Spektralsatz. Im Fall eines
R-Hilbert-Raumes betrachtet man die Komplexifizierung XQg€. Wir
iiberlassen es dem Leser, die Einzelheiten auszufiihren.

Es ist nun zu zeigen: f=0 =y, (f) =0. Sei g= +V7g0. Dann ist

('I’A U) x, Ty = <'I’A (g)z T, X = <’I’A (g) Z, Py (g) x> =0,

SchlieBlich ist zu zeigen: g, (f) =0 = f=0. Ist y,(f) =0, so ist nach
dem letzten Satz S(y4(f)) < <0, o0). Nach 30.3 ist S(y, (f)) =f(S(4)).
Also ist f positiv, q.e.d.

Korollar 80,7, Sei A hermitescher Operator, A =0. Dann gibt es einen
mit A vertauschbaren positiven hermiieschen Operator B, so daf B*= A.
Ist A invertierbar, so kann auch B invertierbar gewihit werden.

Beweis: Auf S(A4)< <0, o) ist ,‘(x):]/:? wohldefiniert und stetig.

B = f(4) erfiillt alle Bedingungen. Ist A invertierbar, also §(4) < (0, c0),
80 ist auch /, also B, invertierbar.

Ubungsautgaben

1. Formuliere den Spektralsatz fiir endlich-dimensionale Raume und
beweise ihn mit den Methoden der linearen Algebra.

2. Konstruiere einen normalen Operator, dessen Spektrum eine beliebige
vorgegebene endliche Menge ist. (Lose diese Aufgabe zunéchst fiir den
Fall, daB diese Menge aus einem Punkt besteht.)
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Spektraldarstellung hermitescher und unitéirer Operatoren

In einem Hilbert-Raum kann man genau wie im euklidischen Raum
orthogonale Projektionen auf abgeschlossene Teilrdume definieren. Eine
Spektralschar ist im wesentlichen eine monoton steigende Funktion
A E;, Ae R, E, Projektionsoperator, die rechtsseitig stetig ist beziig-
lich der schwachen Topologie. Ahnlich wie man fiir eine reellwertige
monotone Funktion g das Stieltjes-Integral f fdg erklirt, kann man
auch fiir Spektralscharen ein Stieltjes-Integral definieren, und zwar
ist [fdE, (f stetige reellwertige Funktion) ein hermitescher Operator.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ordnet jedem hermiteschen Ope-
rator 4 in kanonischer Weise eine Spektralschar E; zu derart, daB
A= [AdE;. Die Eigenwerte von 4 sind gerade die Unstetigkeitsstellen
von A+ E,. Eine dhnliche Darstellung wird fiirr unitiire Operatoren
bewiesen. Als Anwendung berechnen wir die Wegzusammenhangskompo-
nenten der Gruppe der unitiren Operatoren (es gibt nur eine) und des
Raumes der Fredholm-Operatoren.

§ 81. Spektralseharen

Sei X ein K-Hilbert-Raum, L ein abgeschlossener Teilraum, L-- sein
orthogonales Komplement. Dann hat jedes x¢X eine eindeutige Zer-
legung « =z’ + 2" mit z’¢ L, 2" ¢ 1. Aus naheliegenden geometrischen
Griinden heiBt die lineare Abbildung

P:X>X; x>
Orthogonal-Projektion auf L. Jede derartige Abbildung heit Projektor.
Offenbar gilt Ppl; =1Id;, Ppl;.=0.

Lemma 31.1. Die Projektoren sind genau die hermiteschen Abbildungen
P mit PoP=P,

Beweis: P; ist hermitesch wegen
Ppo, gy =<2,y +y") =& y>=<&+ 2",y =<, PLy>.
Ppo Pp= Py ist klar.

Hat umgekehrt P diese beiden Eigenschaften, so gilt P(X)=
Kern(Id — P), denn fir alle z€X ist (Id— P)Px=0, also P(X)C
Kern(Id — P), und ist yeKern(ld — P), so ist y= Py, und hieraus
folgt P(X)>Kern(Id— P). Also ist L= P(X) abgeschlossen. Wegen
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Es bleibt noch zu zeigen P(X) =0 fiir alle z ¢ LL, Ist z ¢ L1, s0 folgt
Lz, Py)>=0 fiir alle y€ X, also (P, y> =0, d.h. Px=0.

Die wichtigsten Eigenschaften der Projektoren fassen wir in folgen-
dem Lemma zusammen:

Lemma 31.2. (i) [P = 1 falls L=40.

(i) P, =0.

(ili) B =P, ¢ P(X)<Py(X) < Kern(B)<Kern(Py).

(iv) BB = BoB—PoB=h.

(v) B P, = B,— P, ist Projektor.

(vi) Hine monoton steigende Folge {B,}, . N von Projekioren ist schwach
konvergent. Der Limes P ist ebenfalls ein Projektor. Fiir P gilt

(vii) Kern P =) KernF,.
n

(viii) Bild P= U Bild B,.
n

Beweis : Die ersten vier Behauptungen sind trivial.

(v) P,— P, ist hermitesch, und aus (iv) folgt (B,— R) (B,— H)=
P,— P,. Aus dem letzten Lemma folgt die Behauptung. Offenbar ist
P,— P, die orthogonale Projektion auf das orthogonale Komplement
von F(X) in B(X).

(vi) Die Konvergenz der Folge {P,} ergibt sich aus 22.11, dafl P
Projektor ist, folgt wiederum aus dem letzten Lemma.

(vii) Ist xeKernP, so ist wegen I, < P xcKern F, fir alle n. Gilt
umgekehrt fiir alle n, daB xeKern (B,), so folgt Pr=Ilim F,z=0.

(viii) Zundchst ist wegen B,(X)< 5, ,(X) die Vereinigung U F,(X)
n

Untervektorraum von X, Wegen Pz =lim B,zeU B,(X) gilt P(X)<
U ?,,(X). Umgekehrt folgt aus B, < P, daB F,(X) < P(X), also P(X)>
UE,(X).

Wir kommen nun zu einem fundamentalen Begriff:
Definition 31.3. Eine 4bbildung
R—»>LX,X); i E,

heift Spektralschar, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(0) E, ist Projektionsoperator fiir alle AR,
(i) Aus Ap folgt B, < E,, d.h. nach 31.2(iv) E,E,=E, E,= E;.
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(ii) Esgilt lim E,=0, lim E,=1Id im Sinne der schwachen (d. k.
A —o00 A=

punktweisen) Konvergenz.

(iii) Die Abbildung A > E, ist rechisseitig stetig beziiglich der schwachen
Topologie,d.h. lim E,=E,.

=

Wir schreiben eine Spektralschar meistens in der Form {£,},. g oder
einfach {£,}.

Der Triger einer Spektralschar {£,;};. g ist definiert als die abge-
schlossene Hiille der Menge

{AeR|E,+0,1d}.

Fiir uns sind im folgenden Spektralscharen mit kompakten Trigern be-
sonders wichtig, d.h., es gibt @, b€ R mit B, =0, falls A:Zcund £, =1d
falls A=0.

Satz 31.4. Sei X ein K-Hilbert-Raum und {B,},. g eine Spekiralschar
mit kompaktem Triger {a,b). Die Funktion f:<a,b> >R sei stetig.
Dann giht es genau einen hermiteschen Operator 4y X — X mit

b
A4z, %> =aff(,1)d<Elx, x>,

Beweis: Die Funktion 4+ (£, x) ist monoton steigend, definiert
also ein Lebesgue-Stieltjes-MaB. Jede stetige Funktion ist summierbar
beziiglich dieses MaBes. Das Integral ist also fiir alle z€ X und alle f
definiert.

Sei {a=py<py< *** <y, =b} eine Zerlegung des Intervalles {u, b>.
Fiir beliebige gy, ..., g,€R gilt dann
(%)

=

n
Z 0 (EBy,— By )
k=1

n
Mé"xleﬂ 2 (By— By y)
k=1

éMg.x]gkl,

denn
n
Z (Bye— EYk-l) =Id.
k=1

Wie bei der Definition des Riemann-Integrales wihlen wir nun eine aus-
gezeichnete Zerlegungsfolge {o=p{) < -+ <yl =b} des Intervalles
{a, b>. (,,Ausgezeichnete Zerlegungsfolge'* heiBt

VA SR 13 (% L AN VSt
und

lim (max (49— 7£1)) = 0.)

1—=00
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Wegen der Stetigkeit von f konnen wir uf?, fie (4, 7;> wiihlen mit
o) < F) < 168
fiir alle A€ {yg_y, 2>

Dann folgt wegen der Stetigkeit von f leicht aus der Abschitzung (*),
daB die Folge {O;};_, ., ... der ,,Obersummen

m .
0; =k2 FBE) (Eyp — Exp )
=1

eine Cauchy-Folge ist (die auBerdem noch monoton fallend ist), Es sei
4; ihr Limes. Ebenso ist die Folge {U} der ,,Untersummen*

U= 5 (0 (Bp— o)
-]

eine (monoton steigende) Cauchy-Folge, deren Grenzwert ebenfalls 4,
ist, denn fiir geniigend grofes 7 ist nach (%)

10; — Tl < Max (F(B) — 1 () < e.
Offenbar gilt

b
<A]xr zy = f HA) d<E; =, 5,
a

denn fiir stetiges f wird das Lebesgue-Stieltjes-Integral auf der rechten
Seite durch die Riemannschen Summen

n
kzlf('“k) By~ By y2, %

approximiert.

Damit ist auch gezeigt, daB 4; unabhiingig von der gewihlten Zer-
legungsfolge ist, denn dies gilt fiir alle (4, x>, und nach 22.12 ist ein
hermitescher Operator 4 durch die Funktion z > {4z, z> eindeutig
gekennzeichnet.

Bei dem Beweis des Satzes ist etwas mehr herausgekommen, als be-
hauptet wurde, nimlich daB der Operator 4, Grenzwert (bzgl. der Norm-
topologie) einer Folge von Riemannschen Summen ist. Diesen Tatbe-
stand driicken wir — wie beim Riemann-Integral iiblich — durch fol.
gende Schreibweise aus:

b
4;= {3 dE,.
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§ 32. Spekiraldarstellung hermitescher Operatoren

Unser nichstes Ziel ist es, jedem hermiteschen Operator 4 eine Spek-
tralschar zuzuordnen, derart dal 4= Ayq. Es sei wie in 30.2 y, der
durch Einsetzen von 4 in Funktionen erklirte ordnungserhaltende
Isomorphismus
i wA:C(S(A),R)a-W::a(A).

ei
K(z)=4(z|+2); b (2)=§( =] — ).
Wir definieren
At=y,(ht), A =y, k), |A4]=A4%*4 A4~
Diese drei hermiteschen Operatoren haben folgende Eigenschaften:
1. A=A*—A4-, denn y, ist Isomorphismus.
2. 4+=0, A-=0, |4| 20, At=4, 4~ =—4,
denn p, ist ordnungserhaltend.
Es sei ¥ die orthogonale Projektion auf den Kern von A+, Dann gilt
3. A*E=0, also EA+=0, denn EA+= E*(4+)* = (4+E)* =0.
4, AVA-=A-4+=0, also 4" E=(A")*E*=(E4)*=E4-=A4-;
AE=EA=—-A4
A(ld—Ey=(Id—E)d =4+ 4-= 4+
5. Ist 4 =0, so ist A*== A4, A~ =0 wie unmittelbar aus der Definition
¢on A+, A~ und 8(4)<<0, c0) folgt.
Die etwas schwieriger zu beweisenden Eigenschaften der Operatoren
A, A+, A-,|A|, E fassen wir in folgendem Lemma zusammen

Lemma 82.1. (i) Gilt fir TeL(X, X),daB TA=AT, so folgt
TE=ET.
(ii) Ist T hermitesch mit TA=AT, T=A, — 4, so gilt T=|A4].
(iii) st T hermitesch mit TA=AT, T =0, so gilt
T=A = T =4+
Tz—A = TzA4
(iv) Sind T, A, B hermitesch mit TA=AT, TB=BT, so0 gilt
TzA,B=>TzHA+B+|4—B)),
T<A4,B = T<}A+ B-|4d~—B).

Beweis : (i) Zunichst eine Vorbemerkung: Aus dem Spektralsatz folgt,
daB die Algebra q(A) enthalten ist im Zentrum des Zentralisators von 4,
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d.h., gilt fir Te (X, X), da8 TA=AT, so folgt BT =T B fiir alle
Bea(4).
Deswegen gilt
AtTE=TA+E=0,
also liegt 7'H(X) im Xern von 4*, d.h. nach Definition von £
ETE=TE.
Es bleibt also zu zeigen: ETE=ET. Aus TAr=A+T folgt A+*T*=
T* A%, Ist ze(Kerndt)l, yeKernd*, so gilt also A+T*y=0, also
Tz y> =<z, T*y>=0.
Daraus folgt
T((Kern A+)L)c (Kern 4+)L,
d.h.
ET(Id—E)=0.
(ii) Fiir hermitesche Operatoren 4, B, C, D gilt wie unmittelbar aus

Definition 22.9 folgt

A=C, B2D = A+B=C+D.
Ferner gilt

T=zA = T{d-—-E)zA(ld—E),

Tz—4 = TE=—AE,
also nach der gerade gemachten Bemerkung

TZA—-24E=4%4+A4-=4|.

(iii) folgt unmittelbar aus (ii), aus der Definition von 4 = B (22.9)
und aus der Tatsache, daB A+, A~ positiv sind.
(iv) Ist 7= A, B, so folgt aus

T— 3 (A4 B)zd— 3 (A+B)= = (4—B),
2 2
1 1 —1
T— 5 (4+B) 2B~ , (4+B)= "5 (4—B)
2 2 2
und (ii) die erste Ungleichung. Die andere Ungleichung erhilt man,

indem man 7', 4, B durch — T, — 4, — B ersetzt.

Satz 32.2, Sei A hermitescher Operator auf dem K-Hilbert-Raum X,
Sei 4;==A—11d und E, die Projektion auf den Kern von A%, AcR.
Dann ist die Abbildung

R~ LX,X), 1o E
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eine Spektralschar mit beschrinktem Triger. Diese Spektralschar nennen
wir die zu A gehdrige Spektralschar.

Bemerkung: Wir werden in Satz 32.5 noch eine Beschreibung des
Operators E, kennenlernen, die man besser behalten kann, als die eben
gegebene,

Bewels von Satz 82.2: (i) Sei A<u, also 4,24, also AT 24,
also nach 32.1 (iii) A} 24, =0. Es folgt Kern4}>Kerndj, also
E,<E,.

(ii) Sei A< —[d]|=—«. Dann gilt nach 22.9 4,=4 —1Id =0, also
A=A}, also Kern 4, =Kern A} . Wegen

(A, 2y = (—(@+Hz 2> >0 fir 20

folgt Kern Aj} =0, also E;=0.
Ist A=a, so ist 4,0, also A5 =0, also E;=Id.
(ilf) Sei Py= lim (E’ 1 —Ez) in der schwachen Topologie. Zu zeigen
n—» 00 1+-;‘~'

ist P, =0. Wir verwenden das folgende Lemma mit u =4+ -;1; und lassen

n— oo gehen. Es folgt
AP, AP, =P,

also AP,=AP, also 4,P,=0. Aus

1={d—-E)4,;,
folgt dann
43P,=0,

d.h., P;(X) liegt im Kern von A3, also
E,P,=P,
Aus der Definition von P, folgt aber E; P, =0, q.e.d.
Lemma 823, A<y = ME,—E,) s A(E,—E;) sp(E,— ).
Beweis: Es gilt 4,7 (E,— E;) = A;(1d — E;) 20, denn
{AZ(ld — Ej) o, 2> = (A (Id — ;P x, 2
= {Az(ld — By 2, (Id — E;) =) 0.
Ferner ist wegen E, E))= £,
A (B, —E)=(nld— A)E, (B, ~ E)) = (pld— A)(E,— E)).
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Also ist
A(B,—B) S p(B,—B,),

womit die eine Ungleichung der Behauptung schon bewiesen ist. Ferner
gilt
4} (B,—E) 20,

.A+ = Al(Id‘-'EA),
also
0< A} (E,—E))=A,(1d—E,)(E,— E,)

S(A—ATd)(E,—E,).

Dies ist gleichbedeutend mit der anderen Ungleichung.

Wir kommen nun zu dem Hauptergebnis dieses Paragraphen, der
sogenannten Spektraldarstellung.

Satz 82.4. Sei A hermitescher Operator und {E;};c g die zugehorige
Spektralschar. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f: R —> IR

fd)=4,= [{(D)dE,.

Beweis : Sei a<< — |[4]]; [|4]j<b.
(i) Wir fithren den Beweis zuniichst fiir f = Id. Es sei

B=la=po<py< o+ <py =8}

eine Zerlegung des Intervalles (e, b)>. Nach Lemma 32.3 gilt

n n n
2 b1 (B — By ) S > AEy—~EBy, ) < 2 by (Buy— By, ).
k=1 k=1 k=1
Das mittlere Glied dieser Ungleichung ist gleich 4. Es gilt also

”n n
( 2ot By — By ) — A) = EZ (g — 1) (B — By )
-1

Kl
also

(.2 B B = )] 5] 3 0= ) B B

= [Max (g — pi—1) 2 By~ Byl = Max (py,— gty _,).

Fir geniigend feine Zerlegungen unterscheiden sich die Riemannschen
Summen also beliebig wenig von 4.
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(ii) Um die Behauptung fiir Polynome zu beweisen, hat man im
wesentlichen folgende Identitdt zu benutzen:

® ) Eo— By ) 0 falls k<=1
i~ Bpgen) By — Loy ) = EBy—E,, , falls k=1

Sei zunichst speziell f(z) = a, r=1, 2, ... Liegt die Riemannsche Summe

n
kZIﬂk (Bpy— By )

geniigend dicht an A, so liegt wegen der Stetigkeit der Operatormulti-
plikation

n r n
(kzlﬂk(Em - Em-1)) = kZlui (B — Eygy)

dicht an 47, Damit ist die Behauptung fiir f bewiesen und folgt un-
mittelbar fiir beliebige Polynore.

(iii) Sei nun f eine beliebige stetige Funktion. Nach dem WeierstraB3-
schen Approximationssatz (Anhang I) gibt es dann ein Polynom P mit

I €
If—Pl= Max |f(z)—P(2) < .

Nach der Dreiecksungleichung gilt

12 Flee) By — By _y) — F(A)]
=3 Plug) (Bpy— By _y) — P(A)] 4 | P(4) — f(A)]
+ 12 (FOm) — P(uap)) (Epy — Epy |-

Nach Wahl des Polynoms P sind die beiden letzten Summanden kleiner
als £/3. Wihlt man die Zerlegung geniigend fein, so wird nach dem
schon Bewiesenen auch der erste Summand kleiner als £/3; q.e.d.

Wir beweigen nun, da8 die Spektralschar durch den letzten Satz iiber
die Spektraldarstellung eindeutig gekennzeichnet ist und geben dabei
zugleich eine andere Charakterisierung der E,.

Satz 82.5. Es sei {E,};c g eine Spekiralschar mit beschrinktem Triger
und 4 = Ayg. Dann ist {E,};c g die zu A gehirige Spektralschar im Sinne
von Satz 32.4. Es sei h, ,, definiert, wie in der Skizze angegeben. Dann gilt

= fim bl 4)

in der schwachen Topologie.
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An

A A+t

Beweis : Wie der Beweis des letzten Satzes zeigt, folgt aus
A= fidE,
R
fiir beliebige stetige Funktionen f
jd)=[ 12 dB;.

Es sei wieder a< — |4, > 4.

Wir kénnen also eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge 3,

Be={a =t n <y < *++ < ftr, n="b}

von {a, b} finden, so daB die Feinheit von 3, kleiner als 1/» ist und so daB

<L
n

n
Z hi.,n(!‘l:-—l,n) (Em:,n - El‘k-l.n) - hx,n(A)
k=1

Es gilt folgende Ungleichung:
n
E,=E, (EZIEFL-,». - E#k-d.n))

n
= Z hz'n(.uk—l,n) (Ellz-,n"EMb-l,n)
k=1

= Z 1 (E"k,n - E"Lt,n) = E’l“}-%
Hroyn<dt

Fiir n— o0 konvergiert £, +_:_ schwach gegen E,, d.h.
E, _—_-”h_r,nwkl'”(A)

im Sinne der schwachen Konvergenz.

Es sei nun {F,} die nach 32.2 zu 4 gehérige Spektralschar (wihrend {£,}
nach wie vor die vorgegebene Spektralschar bezeichnet)., Aus der Defi-
nition des Riemann-Integrales und 32.4 folgt unmittelbar:

F< [hy fdF;=hy ,(4),
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Also gilt
<l =
Fl < lim hﬁ,n(A) El'

Nach der Bemerkung zu Beginn dieses Beweises gilt fiir jede stetige
Funktion f

J1a<EB; 2, 2y = [ fd<Fy =z, 2>,

Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von {Z,z, ) und {F,, > und
(Fraw,a> < By w, x> folgt (B, x) ={Fyz, z) fir alle zeX, denn
definieren zwei rechtsseitig-stetige monotone Funktionen g,, g, dasselbe
Stieltjes-Integral fiir stetige Funktionen, so gilt g, =g,. Hermitesche
Operatoren A sind aber durch die Funktion x> {4 z, ) gekennzeichnet,
also B, = F,.

Wir fassen den wesentlichen Inhalt der Sitze 32.4 und 32.5 noch
einmal zusammen: Stetige hermitesche Operatoren und Spektralscharen
mit kompaktem Triger stehen in eineindeutiger Beziehung, Ist 4 hermite-
scher Operator und {E,} die zugehdrige Spektralschar, so kdnnen wir 4
aus {E,} wiedergewinnen, nimlich 4 = f AdE,;. TIst andererseits {E,}
eine Spektralschar mit kompaktem Triiger und A = f AdE,, so kinnen
wir {E,} aus A wiedergewinnen; {E,} ist nimlich die im Sinne von
Satz 32.2 zu 4 gehirige Spektralschar.

Zu den Eigenschaften einer Spektralschar {£,} gehérte die rechts-
seitige Stetigkeit in der schwachen Topologie. Im allgemeinen ist jedoch
S E, 1 =E, +E,

Wir definieren
Q}, =F f E -

Satz 32.6. Es ist @, (X) der zu 4 € R gehirige Eigenraum des Operators 4,
insbesondere sind die Unstetigheitsstellen der zu 4 gehirigen Spektralschar
genau die Eigenwerte von A.

Beweis: Es gilt nach 32.3

(2= ) Ba=Bas1) S A(B,— B, 1) S3(B,— B).

n— oo liefert
29,249, £4Q,, dh (4-ild)Q,=0.
Also liegt @;(X) im Eigenraum zu 4.

Der Beweis der umgekehrten Inklusion ist etwas schwieriger. Es ist
Zu zeigen:
Ax=Az = Q,(x)=zx.

10 Hirzebruch, Funktionalanalysis
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Wegen 4 — A1d hermitesch gilt (Beweis!)
+o0
(A—Nz=0(A4—Pr=0 & [ (t—APd<Ez z>=0.
—0

Wir spalten das Integral in drei Teile auf

A—g 24z oo
0=f+ [+ /.
-0 A—e& Ats

Da slle drei positiv sind, muB jedes von ihnen verschwinden.

A—s A—e
0= [ (t—APd<{Byz, ad> Z & [ A, x> = 2B, _, x, ).
—0 —

Also ist (E,_,z, z)==0, also K, ,x=0. Genauso ergibt sich durch
oo

Betrachtung des Integrales [, daB(1—E,,,)x=0. Also ist
Ate

x=8, x—E, ,x.

Mit £ — 0 folgt x=0Q,x, q.e.d.

Wir geben noch eine einfache Anwendung der Spektfaldarstellung:

Satz 82.7 (Lemma von ScuHUR). Sei B L(X, X) ein irreduzibles System,
d.h. ist L abgeschlossener Teilraum von X, und gilt fir alle Be B, daf B(L)
<L, so folgt L=1{0} oder L==X. Ist der Operator 4 hermitesch und mit

allen Operatoren aus B vertauschbar, so ist A = 41d.

Beweis: Wiire 4 &= A1d, so enthielte das Spektrum wenigstens zwei

Punkte z, y.
Wikle f, g: R — R, wie in der Skizze angedeutet:
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Wegen f-g=0 gilt g(4) - f(4)=0.
H@)+£0 = {0} f(4)(X),
g(¥+0 = {0}=g(4)(X).

Dann ist f(4)(X)=X, denn sonst konnte nicht g(4) + f(4) =0 sein. Da
A mit allen Operatoren aus B vertauschbar ist, gilt das auch fiir f(4).
Dann gilt fiir alle Be%

B(f{(A)X)) < f(A)(X).

Widerspruch!

§ 33, Spektraldarstellung uuitiirer Operatoren

Sei X ein komplexer Hilbert-Raum. Ein unitirer Operator U ist durch
die Eigenschaften
UU*=U*U=1d
oder
U, Uy)=<a,y> firalle =z, yeX

gekennzeichnet. Es gilt |Ujl=1, und wie wir in 30.2 geschen haben,
ist das Spektrum von U enthalten im Einheitskreis S = {zeC | |2} =1}
der komplexen Ebene. Wir wollen jetzt eine zu 32.4 analoge Spektral-
darstellung fiir unitire Operatoren ableiten. Dies kann schr einfach da-
durch geschehen, daB man folgenden Satz beweist:

Satz 83.1. Sei X komplexer Hilbert- Raum und U ein unitirer Qperator.
Dann gibt es einen hermiteschen Operator 4 mit §(A4)<{—n, => derart, daf

U=exp(td)=cosd +isind.

(Dabei sind die Operatoren cos 4, sin 4 auf Grund des Spektralsatzes
durch ,,Einsetzen* von 4 in cos|g(4) baw. sin|g 4y erklirt.)

Bevor wir diesen Satz beweisen, formulieren wir den sich daraus
ergebenden Spektralsatz:

Satz 33.2. Es sei X ein C-Hilbert-Raum und U ein unitirer Operalor
auf X. Dann gibt es eine Spektralschar {E;}zeg , deren Triger enthalten
8t in {—m, n), so daf

k] ™
U= fcos AdE;+i[sin AdE,.
- -
Fiir jede stetige Funktion f: 8 — C gilt
I 3
HU)Y = fls@n(T)= [ fle}) dE;.
-

10+
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Beweis: Es sei {E,;};¢r die Spektralschar des hermiteschen Operators
A mit U=exp(;4). Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus dem
Spektralsatz fiir hermitesche Operatoren.

Dem Beweis von Satz 33.1 schicken wir einige einfache Bemerkungen
voraus:

Ist A ein hermitescher Operator, so ist jedenfalls der Operator

U=cosd+isind
unitir, denn
UU* == (cos 4 4 1sin 4) (cos 4 — isin A) = (cos A)2 -} (sin 4)?
= (cos? -+ sin?) (4) = Id.

[
Ist h(z)= ) @,?" @,cC eine absolut konvergente Potenzreihe fiir
0

n= oo
lz| <k und gilt J4]| £k, so konvergiert auch die Reihe ) a, 4%
n=0

Ist A hermitesch und sind alle a, reell, so ist auch )} a, 4% als Grenz-
wert einer Folge von hermiteschen Operatoren (ndmlich der Partial-
summen) hermitesch. AuBerdem gilt h(4)= > a,A4". (Dabei ist wie
immer h(A) durch Einsetzen des Operators 4 in die stetige Funktion
his(4) definiert.) Diese letzte Behauptung folgt aus dem Spektralsatz,
denn auf dem Spektrum von 4 konvergiert die Folge der Partialsummen

N
> a,z" gleichmiBig gegen A.
n=0

Ist FA=AF, so gilt wegen der Stetigkeit der Multiplikation auch
h{A)F == F h(4). Ferner gilt offensichtlich

[t 0o
la(4) 2 < 3 Jal Blal, A Jha)] = Zol ay| K.
no= n=

Ist 2 Eigenwert von 4, d.h. 4z =4z, so ist wegen A% x = A"z die Zahl
h(2) Eigenwert von h(4).

Lemma 33.4. Es seien W, T vertauschbare hermitesche Operatoren mit
W2=T3 Es sei P der Projektionsoperator auf Kern(W — T). Dann hat P
folgende Eigenschaften:

(i)  Jeder Operator, der mit (W — T) vertauschbar ist, ist auch mit P
vertauschbar.

(ii) Wa=0 = Pr=u=x.
(i) W=(2P—1d)T.
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Beweis: (i) wurde schon frither bewiesen (wo ?).

(ii) Aus W, T hermitesch und W2==T? folgt |[W x||==|T z|. Also
Waf=0=|Ta|=0=>(W—-T)x=0= Pr=uz.

(iii) Aus (W—T)(W-T)==0 und der Definition von P folgt
P(W+T)=W+1T. Aus dieser Gleichung und (W—T) P=0 folgt
wegen der Vertauschbarkeit von P mit W und T

QTP=W+T also W=@2P—Id)T.
Beweis von Satz 33.1: Es sei

V=3(U4+U¥», W= :zl (U—=U*).

Dann sind V, W vertauschbare hermitesche Operatoren mit —1 <V,
W <1, und es gilt
U=V+iW, U=V —iW;
VE4We=1d; |[V],[[W]=1.
Es sei fiir einen hermiteschen Operator B mit | B|<1
arcsin B= B+ %B3+
_75
2

Natiirlich gilt B = cos(arccos B) ete. Wir definieren

™ 1
- i = —— e B — BB ase
Id - arcsin B 3 Id—B 8 B .

arcos B=

T == gin(arccos V)= f(V)

mit f(z)= +]/1 — 22,
T ist eine Potenzreihe in ¥, also mit ¥V und W vertauschbar; 7' ist
offenbar hermitesch. Ferner gilt

V24 T2= V24 f2(V)=1d,

also 7%= W2 Wir konnen nun das Lemma anwenden und erhalten
mit dem dort definierten P
W=02P-1d)T,
Pr=zx fur Wx=0.
P und V sind vertauschbar. Nun kénnen wir den gesuchten Operator

A definieren
A= (2P —1d)(arccos V)
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Offenbar ist A4 hermitesch und 4| <. Um die in Satz 33.1 behaup-
teten Eigenschaften von A abzuleiten, definieren wir die Potenzreihen
hy(2), hy(2) durch

cosz=1— ——z’+— =M (),
sinz=z— ——z’+-- - =zhy(2%).

Dann gilt wegen 4%= (2P — Id)?(arccos V)*= (arccos V)?

cos A = b, (4%) = h, ((arccos V)?) = cos(arccos V)=V
sind = A hy(A42) = (2 P — 1d) (arccos V) h,((arccos V)?)
= (2P —Id)sinarccos(V) = (2P -1d)T=W,
also
exp(id)=cosd +isind=V+4+iW=U, qed.

§ 84. Die Wegzusammenhangs-Komponenten der unitéren Gruppe
und der Menge der Fredholm-Operatoren

In diesem Paragraphen ist bei allen Untersuchungen dle Normtopo-
logie zugrunde gelegt.

Satz 34.1. Sei X ein komplexer Hilbert- Raum. Dann st die Gruppe U{X)
der unitdren Operatoren von X wegweise zusammenhingend (vgl. Anhang I).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB ein beliebiger unitéirer Operator U
mit Id durch einen stetigen Weg verbunden werden kann. Es sei U=
cos A+ isin.4 mit 4 hermitesch, Fiir t€ <0, 1) sei

U,=costA+isintd.

Nach dem Spektralsatz ist ¢ > U, stetig. Ferner ist U, unitir, und es
gilt Uy=1d, U,=U, qed.

Korollar 34.2. Sei X ein C-Hilbert- Raum. Dann ist die Gruppe G L(X)
der tnvertierbaren stetigen Operatoren von X in X wegweise zusammen-
hdngend.

Beweis: Sei 4 invertierbar; dann ist A*A4 invertierbar, hermitesch
und =0. Nach 30.7 gibt es einen positiven hermiteschen invertierbaren
Operator B mit B2=A4*4. Dann ist U= 4 B! unitér und A=UB.

Es kann nach dem letzten Satz U mit Id durch einen stetigen Weg
t+ U, im Raum der unitiren Operatoren verbunden werden, d.h.
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U,=U; Uy=1Id. Es kann B mit Id durch den Weg

tr> t1d+(L—f) B= B,
By=B; B,=Id

verbunden werden. Da B positiv und invertierbar ist, ist nach dem
Spektralsatz auch B, invertierbar. Nun ist

t> U B,

ein stetiger Weg, der 4 mit Id verbindet.
Tatsiichlich gilt noch viel mehr als in Satz 34.1 gesagt, nimlich:

Satz 84.3 (Kureer). Sei X unendlich-dimensionaler separabler Hilberi-
Raum. Dann ist U(X) zusammenziehbar (d.h., es gibt eine stetige Ab-
bildung

F: U(X)x<0, 1> — W(X)
mit

F(U,00=U und F(U,1)==1d).

Dieser Satz ist falsch fiir endlich-dimensionale C-Hilbert-Réume. Er
ist von Wichtigkeit fiir die Beziehungen zwischen algebraischer Topologie
und Funktionalanalysis. Obwohl der Beweis recht elementar ist, kénnen
wir ihn im Rahmen dieser Vorlesung nicht bringen.

Wir untersuchen nun die Wegzusammenhangs-Komponenten des Rau-
mes F(X, Y) der Fredholm-Operatoren des C-Hilbert-Raumes X in
den C-Hilbert-Raum Y. Nach Satz 25.2 (ii) gehéren Operatoren mit
verschiedenen Indizes jedenfalls zu verschiedenen Wegzusammenhangs-
Komponenten.

Lemma 34.4. Es seien X, Y komplexe Hilbert-Riume, T: X — Y ein
Fredholm-Operator mit indT =0. Sei V ein Unterraum von X der Di-
mension ind T'.

Dann gibt es einen Fredholm-Operator Ty: X — Y mit KernTy=V
und ind Ty =ind T (also CokernT, = {0}), so daf T und T, in F(X,Y)
durch einen Weg verbindbar sind.

Beweis: Wegen ind7 =0 gibt es einen Teiltaum W<KernT mit
dim W =dim 7'(X)L. Es gibt einen Operator P: X — ¥ mit Ply.=0
und so, daB Ply: W — T'(X)L ein Isomorphismus ist. Also ist P kom-
pakt, daher 77 = T -+ P ein Fredholm-Operator, Nun ist 7' -+ P surjektiv,
und 7 ist mit 7° durch A+ T+ AP, €0, 1) verbindbar. Also gilt

dimKern 7" =ind T=dim V.
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Es existiert ein unitirer Operator U: X — X mit U(V)=Kern7",
Dann ist 7y =7"U ein Fredholm-Operator mit KernZ, =V, Da U in
U(X) mit Id durch einen Weg verbunden werden kann, kann 7, mit 77,
also mit T in F(X, Y) verbunden werden.

Satz 84.5. Es seien X, Y komplexe Hilbert-Riume, Ty, Ty: X > Y
Fredholm-Operatoren mit gleichem Index. Dann sind Ty und T, durch
einen Weg in F (X, Y) verbindbar.

Bewels: Wir nehmen an, ind 7, =ind 7, =0.

Nach dem letzten Lemma konnen wir o.B.d.A. annehmen, daB
Kern Ty =KernTy=V und daB T, und 7T, surjektiv sind. Dann ist
A= (T |ps)Lo(Ts|ys): VL — VL eine stetige bijektive Abbildung.
Da die Gruppe der invertierbaren Abbildungen von V-1 auf V1 weg-
zusammenhéingend ist, kann man 4, und 4, =Idp. durch einen Weg
te> Ay; A,cGL(VL) verbinden.

Esseinun P: X — V. die orthogonale Projektion. Da P ein Fredholm-
Operator ist, ist auch

T A4P: XY, 10,1
ein Fredholm-Operator, und es gilt

T\AyP=T,; T, 4,P=T,,
d.h., T, und T, sind durch einen Weg verbindbar. Ist ind T, <0, so
betrachten wir die Operatoren 77, 73: ¥ — X. Wegen ind 7 = — ind T'*

sind sie nach dem schon bewiesenen durch einen Weg verbindbar.
Unter * wird dieser Weg ein Weg zwischen 7¢ und T§.

Ubungsaulgaben
1. Formuliere die Sitze iiber die Spektraldarstellung fiir endlich-dimen-
sionale Réume und beweise sie mit den Methoden der linearen Algebra.

2. 4 sei hermitescher Operator. Dann ist U: R—11(X), ¢+ exp(itd)
ein stetiger Homomorphismus beziiglich der schwachen Topologie von
L(X, X). Die Ableitung von U im Nullpunkt ist {4, genauer: Fiir
alle xe X gilt

1 .
}ﬂ(-t—(ut—v.,)—m)po.

(Wende die Spektraldarstellung an.)



KariTen X

Spektraldarstellung nicht iiberall definierter hermitescher
Operatoren

Hauptziel dieses Kapitels ist die Ableitung der Spektraldarstellung
fiir ,,hermitesche** Operatoren, die nicht auf dem ganzen Hilbert-Raum X,
sondern nur auf einem dichten Teilraum definiert sind. Zunichst wird
die Theorie solcher Operatoren entwickelt, und insbesondere werden
symmetrische und hermitesche Operatoren definiert. Die Spektraldar-
stellung erhalten wir mittels der Cayley-Transformation, die einem nicht
itberall definierten hermiteschen Operator einen iiberall definierten uni-
tiren Operator zuordnet, dessen Spektraldarstellung wir schon aus dem
letzten Kapitel kennen.

§ 85. Symmetrische Operatoren, Die Cayley-Transformierte

Wie bisher sei X ein K-Hilbert-Raum, Bisher haben wir nur solche
linearen Operatoren betrachtet, die auf ganz X definiert und stetig waren.
Viele wichtige Operatoren haben diese Eigenschaften jedoch nicht. Zum
Beispiel ist nicht firr alle quadratintegrierbaren Funktionen auf (0, 1)
die Ableitung d/d« definiert. Auch ist der Differentiations-Operator d/d
nicht beschrinkt beziiglich der Norm von L2%(0, 1), =z B. gilt fiir f,=
exp(2nin), daB ||f,]=1, aber

-a%—jn(x) =2ninexp(2win),
also

Delinition 35.1. Wir nennen 4 einen linearen Operator in X, wenn 4
eine auf einem Uniervektorraum Dy von X definierte lineare Abbildung
von Dy in X tst.

Zur Untersuchung solcher Operatoren zieht man zweckmiBigerweise
ihren Graphen heran:

Dy={(z,y)eXxX|eeDy; y=A4uwx}
heit Graph von A. Offensichtlich gilt
(i) Iy ist Untervektorraum von X X X.
(ii) a) (0, h)el'y &> h=0.
b) (z, 1), (2, o)L’y = 4y =Y.
{(a) und b) sind gleichbedeutend.)
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Ist ein Untervektorraum L von X x X gegeben, der (i) erfiillt, so
definiert L in offensichtlicher Weise einen linearen Operator 4 in X,
der auf der Projektion von L auf den ersten Faktor von X x X definiert
ist.

Der lineare Operator 4’ heiflt Erweiterung von A, wenn I'y<I'y,.
Wir schreiben dann auch einfach 4cA’. Natirlich gilt 4", = 4.

X x X ist in kanonischer Weise ein Hilbert-Raum. Das Skalarprodukt
ist definiert durch

@15 1) (Tas Ya)D> == <@y, 22D + Y1, Yo -

Detinition 85.2. Sei 4 linearer Operator in X.

(i) A heift abgeschlossen <> I'y ist abgeschlossen in X x X.

(ii) A heift isometrisch <> <Az, Ayd> =<, y> fir alle x, y € Dy.

Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt: Ist Dy = D )45 80 150
A stetig genau dann, wenn A abgeschlossen ist.

Wir wollen nun zu einem linearen Operator den adjungierten definieren.

Das geschieht mit Hilfe des Operators
U:XxX > XxX; (%9 (—32).

Offenbar ist U isometrisch und surjektiv, also unitir,

Detinition 35.8. Sei A linearer Operator in X mit Dy =X. Es sei A*
definiert durch [ye=(U I'y)L. Dann heipt A* der adjungierte Operator
zu A.

Diese Definition ist sinnvoll, denn

(z, y)el'ge > <2, —Au)> +{y, ud =0 firalle ueD,,
also insbesondere
(0, Y)el e >y, up=0 firalle ueD,,

also y =0, da D, dicht in X ist.

Im Falle Dy =X und A stetig, stimmt diese Definition mit der ur-
spriinglichen iiberein:

{a, Auy =<{d*x,u) fiiralle x, u.

Lemma 85.4. Sei A linearer Operator in X und D, — X. Dann ist A*
abgeschlossen.

Beweis : Fiir festes » ist die Abbildung

(Z, ZI) > (Z’, "'Au> - <ys u>
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stetig, d.h., ihr Kern
ist abgeschlossen. Also ist
FA'“ n {(1’, y)l <x9 Au> = <y! u>}
ueDa
abgeschlossen.
Lemma 35.5. Sei A abgeschlossener linearer Operator in X und D, ) =X.

Dann gilt _
DA.-“z.X und A¥*=4.

Beweis: Wire D 4+ nicht dicht in X, so gibe es A3=0 mit k| D4,
also (0, k) 1 U(I"4s), also
(0, h)G(U(PAo))'L = (U(U(PA))J‘)'L == I'A'
Die erste Gleichung folgt sofort aus Definition 35.3, die zweite Gleichung
ist gleichbedeutend mit
UL = U-1(T})

und

Ut ={(z, 9)|<z —b> +<y,a> fiivalle (a,b)ely},
UHIg) = {(g — ) [<z 0y + <y, 0> firalle (@, b)ely}.

Damit haben wir einen Widerspruch und beweisen, da8 4** definiert
ist und
Dgoe=(U(['ga))Lt =1y, also A==A**

Lemma 35.6. Sei A linearer Operator in X mit Dy=X, D4e=2X.
Dann ist FACPAtt, d.h. ACA¥*,

Beweis: PA_.-=(U(P_A¢))-L= U(U(FA)J-)-L=TA. _
Die letzte Gleichung folgt wie in 35.5 unter Verwendung von I'y = (I'y).

Delinition 85.7. Sei 4 linearer Operator in X.

(i) A heipt symmetrisch, wenn {x, Ay> =LAz, y) fir alle x,yeD,.
(ii) A heift hermitesch, wenn Dy =X und A= A*,

Hermitesche Operatoren sind symmetrisch, denn fiiru € D 4, x € D 44 gilt

{z, Auy = (A*z, uy.
Lemma 35.8, Ist A symmetrisch und 5A=X, 30 gilt 4CA*.

Beweis: Der Beweis folgt aus der Definition von 4*.
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Lemma 85.9. Ist B symmelrisch, A hermitesch und B> 4, so gilt B= 4.

Bewels: Es gilt Dp>D, = X, also Dy=X. Also B*> B> 4. Anderer-
geits folgt aus A< B, daB B*CA* =4, also BC B*c 4.
Von jetzt an betrachten wir nur noch komplexe Hilbert-Riume.

Lemma 85.10. Sei A ein symimetrischer Operator in X mit Definitions-
bereich D4 . Dann gilt: Fiir Ae (C —R) ist die Abbildung A —11d: D4 > X
injektiv.

Beweis: Sei xe Dy mit 4 2= Az. Dann gilt

CAz, 2y =<, Axd => (A, &) =x, Az) =
Az, 2> = }T(x, x> =>x=0 oder AeR.

Delinition 85.11. Der Operator A sei symmetrisch. Wir definieren auf
(A+i1d)(D,) einen Operator U, durch die Formeln

y=Azx+iz, Uyy=dAdx—ix, zeDy,,
d.h.
Uy=(4—ild)(44-i1d)-

Der Operator U, heift die Cayley-Transformierte von A.
Lemma 35,12, U 4 st isometrisch. 1 ist kein Eigenwert von U, .
Beweis: Es ist zu zeigen
CAz+iz, Ao’ +ia')=(Aec—ix, A2 —iz’> furalle =z, 2'eDy.

Dag bestiitigt man unter Benutzung der Symmetrie von 4 durch Aus-
distribuieren.
Hitte U, den Eigenwert 1, so gibe es ein z¢ D, mit

y=A+ild)x=Usy=(4—ild)x.
Daraus folgt aber 2=0 und daher auch y=0.

Lemma 85.13, Es sei 4 symmetrisch. A4 ist abgeschlossen genau dann,
wenn die Riume L; 4= (4 +4i1d)(Dy) und L_; 4 = (A —i1d)(D,) abge-
8chlossen sind.

Beweis: Es sei y,cL; 4 eine konvergente Folge, y=lim y,. Da U, 4
isometrisch ist, ist auch {U,y,} eine konvergente Folge aus L_; 4.
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Sei j=1im U, y,. Ist {x,} die zugehorige Folge aus D, so gilt offenbar
1
=55 (¥n—Ua )
1
Ax,= > ¥+ Us9,).

Somit sind die Folgen {z,}, {4z,} konvergent; die Grenzwerte seien
2 bzw. w. Nach Voraussetzung ist I'y abgeschlossen, also (z, w)ely,
also xe Dy, w=Az. Es ist also

1 _ 1 _
=5 (y—=3), Az=-5@+3.

Damn ist y=Ax-+izeDy,, j=Ax—ixeL_; 4 und §=U,(y). Da-
mit ist gezeigt, daB Dy, = L; 4 abgeschlossen ist. Weil U, isometrisch
ist, ist auch L_; 4 abgeschlossen. Ist umgekehrt L; 4 oder L_; 4 abge-
schlossen, so folgt aus den obigen Gleichungen die Abgeschlossenheit
von I'4.

Wir beweisen nun eine teilweise Umkehrung dicser Ergebnisse:

Satz 85.14, Es seien L,, L, abgeschlossene Unierriume von X und
U: L, L, ein isometrischer Operator mit Ly=U (L,) und (Id— U)(L,)== X.
Dann wird durch die Formeln

z=y—Uy, Azx=i(y+Uy), yeL,
ein symmetrischer abgeschlossener Operator A mit D )4 ==X definiert. Es
iat U A= U .

Beweis: Wir zeigen zuniichst: Aus y— Uy=0 folgt y=0. Wegen
(Id—TU)(L,) =X geniigt es zu zeigen <{y,z—Uz)=0 fir alle z¢L,.
Da U isometrisch ist, gilt aber

Y2y =<y, Ud=KUy, Uz) =y, Uz) = {Uy—y, Uz) =0.
Damit haben wir bewiesen: . ist eindeutig definiert, und zwar gilt
Dy = (Id — UXL,), also

DA:‘(_IJ“ U)(Lx =X.
Als niichstes zeigen wir die Symmetrie von 4. Sei x=y— Uy; 2’ =
y' — Uy’. Dann gilt wegen U isometrisch
Az, 2 =Lily+ Uy y'—Uy>=iU%y> —<5Uy>),
@ day =y—Uyily+ Uy =iU% y>— <3 Uy?).
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Nach Definition von U gilt ferner

Az+iz=2iy,
Ar—ix=U (2iy)=2iU,y=2iUy.

Somit ist Dy, =Dy =L, und Uy ==U. Aus dem letzten Lemma folgt
wegen der Abgeschlossenheit von L, die Abgeschlossenheit von A. Da-
mit sind alle Behauptungen bewiesen.

Der eben bewiesene Satz gestattet eine Entscheidung dariiber, ob ein
abgeschlossener symmetrischer Operator abgeschlossene Erweiterungen
besitzt:

Sei B eine symmetrische echte Erweiterung von 4. Da die Abbildungen
B+ild: Dg—~ Ly g, B—ild: Dp— L_; g injektiv sind und D,;<Dpg;
Dy = Dg gilt, ist auch L; 4<L; g3 L; 4 % L; p, also Up echte isometrische
Erweiterung von U, .

Ist umgekehrt ¥ echte isometrische Erweiterung von U, und D, = X,
go ist der durch 35.14 definierte symmetrische Operator B (B, V statt 4, U)
eine Erweiterung von 4. Da man b}::DV annehmen kann, muB die
Erweiterung echt sein.

Das Problem der Erweiterung symmetrischer Operatoren 4 mit
174 =X ist damit zuriickgefithrt auf die Erweiterung isometrischer
Operatoren.

Delinition 85.15. Sei A symmetrischer Operator. Die Dimensionen
(= Michtigkeiten einer Orthonormalbasis) von Li-4 baw, L, 4 heifen die
Defektindizes p; bzw. p_; von A.

Lemma 85.16. Sei A abgeschlossen und symmetrisch, und es gelte D4 = X..
Dann ist
Ly =Kem(A*—ild); L 4 =ZKern(4*-ild).
Beweis: Es gelten folgende Aquivalenzen:
zeKern(A* ~ild) > A*z —iz=0
<y, A¥x—ix)> =0 firalle yeD,
& Ay+iy, x> =0 firalle yeDy
ST EL‘J: ‘A"
Nicht-trivial ist nur die dritte Aquivalenz in der einen Richtung: Sei
CAy+iy, x>=0 fir alle yeD,, d.h. 0={4y, 2> —<y,iz), d.h.
2€D 4., wie bei der Definition von D 4« gezeigt wurde.
Die zweite Behauptung folgt analog.
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Satz 85.17. Sei A ein abgeschlossener symmetrischer Operator. Dann
gilt: A ist hermitesch genau dann, wenn beide Defektindizes 0 sind.

Beweis : Ist 4 hermitesch, so ist wegen 4 = A* auch 4* symmetrisch.
Nach 35.10 hat A* also nur reelle Eigenwerte. Nach dem letzten Lemma
ist Lty =LY% 4=1{0}, also p;=p_;=0.

Sind die Defektindizes 0, so ist wegen 4 abgeschlossen L; 4==L_; 4
=X. Also ist U, ein auf X definierter unitirer Operator ohne den
Eigenwert 1. Sei nun

(*) {Adz,v>=<{x,v*) furalle xeD,.
Mittels der Cayley-Transformierten U, kann man dafiir schreiben

Gy+Usyh vy =<y—Uyy,v*y firalle yeX
&y, —iv—iUgv—v*+UFov*>=0 fiiralle yeX
e v*—jv=U, (v*+ iv).
Setzt man v* -+ {v=272', so folgt aus der letzten Gleichung
(¥x) v=g'—~Uga'eD;, dh o*=i@’4Ux)=4dv.

Wire nun Dy + X, so lieBe sich die obige Gleichung (%) durch v=0
und ein v*=0 erfiillen. Dag ergibt einen Widerspruch, denn da Uy
nicht den Eigenwert 1 hat, ist 2" =0, also v* = 0. Daher ist .4* definiert
und wegen (¥x) I';«CI"y und wegen 4 symmetrisch 4* = A.

Seien L,, L, abgeschlossene Unterrdume von X. Jeder isometrische
Operator U mit Dyy=L; und U(L,)== L, fithrt ein vollstindiges Ortho-
normalsystem {z;};e7 von L, in ein vollstindiges Orthonormalsystem
{Uz}ier von L, iber (vgl. 21.9). Gibt man umgekehrt in L, bzw. L,
vollstindige Orthonormalsysteme {x;};c7, {¥:};cz gleicher Michtigkeit
vor, so definiert die Abbildung

urr; > Y;

auf eindeutige Weise einen isometrischen Operator U: L, — L, mit
U(Ly)=L,.

Sei nun 4 symmetrisch und abgeschlossen, U, seine Cayley-Trans-
formierte. Man erhilt dann offenbar alle isometrischen Erweiterungen
V von Uy, indem man in Ljy bzw. L zwei gleichmichtige Ortho-
normalsysteme {z;};cy bzw. {y;};e; auswiahlt und U, zu V durch die
Definition:

Ve=Uz far :I:GL,-'A, in:-yi
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erweitert und V auf L; 4 ® M mit M = ) {Cx;} ausdehnt. Hieraus
folgt unmittelbar iel

Satz 85.18. Ein abgeschlossener symmetrischer Operator A mit Dy =X
besitzt genaw dann echie abgeschlossene symmetrische Erweiterungen, wenn
beide Defektindizes p;, p;_; ungleich O sind. Dann besitzt A wunendlich
viele solche Erweiterungen. A Lifit sich genau dann zu einem hermiteschen
Operator fortsetzen, wenn p;=p_; 15t. Man erhilt alle Erweiterungen B
von A mittels isometrischer Erweiterungen V von Uy durch die Formeln

z=y—Vy; Br=i(y+Vy).

§ 36. Spektraldarstellung unbeschriinkter hermitescher Operatoren

Sei X wie zuvor komplexer Hilbert-Raum. Wir wollen in diesem
Paragraphen die Spektraldarstellung fiir hermitesche Operatoren in X
gewinnen. Dies geschieht mit Hilfe der Cayley-Transformation, die dem
hermiteschen Operator 4 den in ganz X definierten unitiren Operator

U, =(4—ild)(4+ild)yt

zuordnet. Die Spektraldarstellung von U, kennen wir nach § 33 bereits,
und durch eine einfache Transformation gewinnen wir aus ihr die Spek-
traldarstellung fiur 4. ‘

Sei also 4 hermitescher Operator in X und U4 seine Cayley-Trans-
formierte. Es sei {£}};c g die nach § 33 zu — U gehorige Spektralschar.

Lemma 36.1. Es gilt E_=E(_nyy =0; E,=E,_=1Id.

Beweis: Es sei B der durch die Spektralschar {,} definierte hermite-
sche Operator, also
— Uy =cos B+ isinB.

Ist 4 Unstetigkeitsstelle von {E,}, also nach 32.6 Eigenwert von B, so
folgt aus

Bx=Ax
zuniichst fiir alle Polynome p

p(B)z=plz
und schlieBlich fiir alle stetigen Funktionen f
HB)z =} z.

Wiire also B _. =0 oder E, _=1Id, so wire — l=e~im=¢l® Eigen-
wert von — U, im Widerspruch zu 35.12.
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Nach dem Satz tiber die Spektraldarstellung fiir unitire Operatoren ist

Uy, xy= —fe"d(Et:r, z>,
T

ki3
Ugte, 2= — fe"Ud{ By, x).
-7
Nach dem letzten Lemma kann man hier das Lebesgue-Stieltjes-Integral
auch auf dem offenen Intervall (— =, ) nehmen.

Lemma 36.2. Fiir jedes ye D, gilt

Any>= [ togdisu
(-7 n)
Beweis: Wir definieren nach Satz35.14 xeX durch y=a— U,
Also ist Ay=1i(x+ U, x), und es gilt
Ay, =+ Uga)a~Ugay=i{Uga, &> — i, Uy 2>
=i Ugxy 2> — LU T 2, 2D)

T
it .. it
— — 2i) if G A 2
-
T
= 2[sintd<Etx,x)
LA

ks
=4 | sin ; cos ; A<l x>,
—n
Wegen der Stetigkeit der Spektralschar in — = und = gilt
Ay, yp=4 [sin ; cos ; d<{E,x, x>,
Nun gilt )
<E¢?l; Yo = {Ey(x— UAI), zr— UA xp
=By, 2y — By, Uy 2> — (B Uy, x4+ B Uy, Uy
=2{Byx, x) —<E,Ug'x, x> — {btl P
t

=f(2+e“"+e“’)d{£‘,x, »

—1
3
7\2
=4f<cos 2) d<E_x, x>.
-

11 Hirzebruch, Funktionalanalysis
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Wir benutzen nun folgende Substitutions-Regel fir das Lebesgue-
Stieltjes-Integral: Ist

3
a(t)= [ f(1)dB(2),
so gilt
kid T
Jo)da(t)= [ @) g(t) dB ().

Damit erhalten wir

gin i3
<A ys !l> = t d<Ety’ !l>, q'e'd'
(—m, %) COB -2~

Damit haben wir die Spektraldarstellung im wegentlichen abgeleitet.
Um die gewohnte Form zu erzielen, liegt es nahe, den monoton steigen-
den Diffeomorphismus

(—m, n)—>R, t—tg ;,

heranzuziehen. Wir definieren ¥ == Egareig - Offenbar ist F; tatsich-
lich eine Spektralschar, insbesondere gilt ¥_ =0, F, =1d.

Satz 86.3. Sei X komplexer Hilbert-Raum, A ein hermitescher Operator
in X, U, seine Cayley-Transformierte und {E3}ze ¢—n,xy die Spektral-
schar von — Uy, Mit Fy=Eyppetg 2 gilt fiir alle x€ Dy

{Az, xy= [td<Fp, x>.
R
Beweis :
ftg—é—d(Etx, zy ==f}ld<l'}a:, >,
R

(~m,m)

q.ed.

Die Cayley-Transformierte U, entsteht durch Einsetzen des hermite-
schen Operators 4 in die Funktion z > —z.—;—:, die die reelle Gerade auf
den Einheitskreis ohne die 1 abbildet. Die Umkehrabbildung ist

wer i }tz . Um das Spektrum von 4 zu untersuchen, liegt es also

nahe, das Bild des Spektrums von Uy unter der Umkehrabbildung zu
betrachten. Dabei ist das Spektrum 8(4) von 4 definiert als

§(4)={4eC|4 —A1d: D, — X nicht bijektiv}.
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Ferner definieren wir das ,,Spektrum® von 4 als

Z(4) = {i ifz

und beweisen X(4)==8(4).

!weS(UA), w 1}

Satz 86.4. Die Vorausselzungen seien dieselben wie beim letzten Satz.
Dann gilt:

(i) AeX(d)eA—AId: Dy — X ist nicht bijektiv, d.h. S(4)=Z(4).
(if) Dy=X und A stetig <> S(A) ist kompakt < 1¢8(U ).

Beweis: (i) Es ist Uy = (4 —iId)(4 -+ i1d)™, also
Ugf=(4—ild)g mit f=(4+7Id)g.
Fiir w==1 gilt also

(Uy—wld) f=(4—ild)g—w(d-+iId)g
=(l—-w)dg— (@ iuw)g

. 1w
-(I—w)(A—zvl——-v_zb—)g
Also gilt

(Uy—wld): X —> X bijektiv &

14w

A—zlww

Id: Dy — X bijektiv.

Also:
14w Id
1—w

weS(Uyg) & A—i
ist nicht bijektiv, d.h.
AeZ(A) &> A — A1d ist nicht bijektiv.

(ii) Tst D, = X und A stetig, so ist nach 23.5 §(4) kompakt. Wir zeigen
nun: 8(A4) kompakt => 1¢ 8(U ;). Angenommen 1€8(U ). Wegen §(A)
kompakt und (i) ist 1 isolierter Punkt von S(U/4). Es gibt also eine
Umgebung ¥ von 1 mit ¥ nS(U,)=={1}. Es sei P der zu yp gehorige
Projektor. Es ist P==0. Es gilt

U,P=P=(U;~1d)P=0,

also P(X)cKern(U, — Id), und das ist wegen P +0 ein Widerspruch.

11*
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Wir zeigen nun: 1¢8(U,) = Dy =X und 4 stetig.
168(U,) = Uy —1d: X — X bijektiv
= Dy = (U4 —Id)(X)=X.

Nach dem Satz vom inversen Operator ist 4 =i(Id+-U,) (Id— U 4)
stetig.

Ubungsautgaben

1. Wir betrachten den Hilbert-Raum LE(R). Es sei xz: R—R die
identische Funktion. Definiere den linearen QOperator @ in L% (R)
durch Q(f) = - f. Beweise @ ist hermitesch.

2.8ei X ein Hilbert-Raum und {H};.,, . eine Familie von abge-
schlossenen paarweise orthogonalen Unterrdumen. Es sei JH;=X,
d.h. jedes 2€ X hat eine eindeutige Darstellung x= X'F, wobei F,
den zu H; gehorigen Projektor bezeichnet. Es sei {4,} eine Familie
linearer Operatoren in X mit D 4,>H; und F,4;C4; F, fir alle 4, also
A;(H)<H;. Ferner sei 4;|g,: H;— H; hermitesch. Dann gibt es genau
einen hermiteschen Operator 4 in X, so daB fiir alle ¢ gilt:

n Dy>H; (also Dy =zx!)
(2) FACAP, (also A(l})<H})

3 Alg,=4lg,



Awaane I
Begriffe und Siitze aus der mengentheoretischen Topologie

1. Topologische Riume

X sei eine Menge. Es bezeichne (X)) die Menge aller Teilmengen
(Potenzmenge) von X, die leere Menge ¢ und X eingeschlossen. Eine
Topologie auf X ist eine Teilmenge U von P (X) mit folgenden Eigen-
schaften:

i 6,Xell,

(i) U, Veu=UnVell,
d.h., der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus U ist in U,
(iii) Mcll:;( U u) €l,
veM
d.h., die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 1l ist in 11.
Das Paar (X, 1) heilt topologischer Raum, oft bezeichnet man auch
einfach X als topologischen Raum. Die Elemente von Ul heiflen offene
Teilmengen von X. Ist U offen und x€ U, so heit U Umgebung von z.
Eine Teilmenge V von X heiBt abgeschlossen, falls X — V={xc X |z¢ V}
offen ist.
Ein (triviales) Beispiel fiir eine Topologie ist die diskrete Topologie
11 =P(X), d.h., jede Menge ist offen und abgeschlossen.

Wir definieren fiir eine Teilmenge Y des topologischen Raumes X:
f’:-offener Kern von V= grioBte offene Menge, die in Y enthalten ist,
Y = abgeschlossene Hiille von ¥ =kleinste abgeschlossene Menge, die ¥

enthilt.

(Aus (ii) folgt, daB diese Definitionen sinnvoll sind.) Es gilt: z€ ¥ genau
dann, wenn es zu jeder Umgebung U von z ein y€ Y gibt mit ye U.

Y heiBt dickt in X, falls ¥ = X.

Sind X, Y topologische Réume, so heiflt eine Abbildung f: XY
stetig, falls das Urbild jeder offenen Menge von Y offen ist. f heiit ein
Homéomorphismus (und X, Y heiBen homdomorph), falls f bijektiv ist
und beide Abbildungen f, f-! stetig sind. { heiit offen, falls das Bild
jeder offenen Menge von X offen ist.

Der topologische Raum (X, 1) heiBt Hausdorff- Raum, falls das fol-
gende ,,Trennungsaxiom* gilt: Zu z, y¢ X, #<y gibt es offene Mengen
U, U’ell mit e U, ye U’ und UnU’'=9.
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Eine Folge {Zaln=1,s,... aus X heiBt konvergent gegen xz€ X, falls fur
alle Umgebungen U von z gilt: U enthilt fast alle Glieder der Folge.
Ist X hausdorffsch, so ist der ,,Grenzwert” z (falls existent) eindeutig

bestimmt, und man schrejbt = lim =z,.
N—>00

Ein Punkt pe X heit Haufungspunkt der Teilmenge 4 von X, falls
pe A — {p}. Ist X hausdorffsch, so liegen in jeder Umgebung eines Héu-
fungspunktes p von 4 unendlich viele Punkte von 4. Der Punkt pe 4
heiBt isoliers, falls er eine Umgebung U hat mit U4 == {p}.

Der Punkt @ heilt Berdihrpunkt der Folge {z,},_y » . ., falls s zu jeder
Umgebung U von « und zu jedem z ein m == gibt mit x,,eU.

Ist A Teilmenge des topologischen Raumes X, so ist X in natiirlicher
Weise selbst ein topologischer Raum. Die Topologie auf 4 ist nimlich
die folgende

{U~A|U offen in X};

sie heifit Relativiopologie auf 4.

2. Schwache Topologien

Sei X eine Menge und B<R(X) eine Menge von Teilmengen von X.
Man kann aus B eine Topologie 11(B) herstellen, indem man B um
endliche Durchschnitte von Elementen aus B und beliebige Vereinigungen
solcher Durchschnitte erweitert.

Sei X eine Menge, {¥;};c; eine Familie topologischer Riume und
{f;: X — Y} eine Familie von Abbildungen. Sei

B={f1(U)| U offen in Y;, icI}.

Dann heit die Topologie 11(B) die schwache T'opologie von X beziiglich
der Abbildungen f;. Die Topologie (%) ist gerade so konstruiert, daB
die Stetigkeit aller Abhildungen f; erzwungen wird und ohne da8 a priori
mehr verlangt wird.

Genauer: Ist X eine Menge und sind 7, 7° Topologien auf X, so heiBt
T feiner als 7" bzw. T” gréber als T falls 7' >7". Die schwache Topologie
von X beziglich der Abbildungen f; ist die grobste Topologie von X,
beziiglich der alle f; stetig sind

Beispiel : Sei {X;};¢; eine Familie topologischer Riume und X = [ ] X,
i€l
ihr cartesisches Produkt; p;: X - X; sei die Projektion. Die schwache
Topologie beziiglich der p; heiBt die Produkttopologie von X.
Ist I={1,...,n}, so ist eine Menge in X offen genau dann, wenn sie
Vereinigung von Mengen der Form U,x---xU,, U; offen in X; ist.
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8. Kompakte Riiume

Ein topologischer Raum X heiBt kompakt, falls X hausdorffsch ist
und folgende gleichwertige Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fir jede offene Uberdeckung {U};ey von X (d.h. U U;=X, U;

offen) gibt es eine endliche Teiliitberdeckung: {U; ,},E 10 Lo, I,
endlich, U U;=X.
i€l,

(ii) (Cantorscher Durchschnittssatz) Ist {V };e 1 ein zentriertes System
abgeschlossener Mengen, d.h., ist der Durchschnitt von jeweils
endlich vielen der V; nicht-leer, so gilt N V;==0.

i€l
Eine Teilmenge 4 von X heit kompakt, falls 4 mit der Relativtopologie
kompakt ist. A heiBt relativ-kompakt, falls A kompaks ist.

(Man fihrt auch den Begriff quasi-kompakt ein, indem man die For-
derung ,,X hausdorffsch* in der Definition fallen 1iBt.)

Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt,
eine kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raumes ist abgeschlossen.

Ist X kompakt, ¥ hausdorffsch und f: XY stetig, so ist f(X)
kompakte Teilmenge von Y. Insbesondere: Ist X kompakt und f: X -IR
stetig, so gibt es @, be X, so daB fir alle ze X gilt f(a) =f(z) <[ (),
d.h., die Funktion f ist beschriinkt und nimmt ihr Maximam und Mini-
mum an.

Ist X kompakt, ¥ hausdorffsch, und f: X-» ¥ stetig und bijektiv,
8o ist f sogar ein Homdomorphismus, d.h., auch f! ist stetig.

In einem kompakten Raum X kann man Punkte durch stetige Funk-
tionen in R trennen, d.h., zu z, ¥y mit ==y gibt es ein f: X —R mit
f(z) = f(y).

Es gilt sogar noch mehr: Ist X kompakt und sind 4, B abgeschlossene
(also kompakte) Teilmengen mit lcerem Durchschnitt, so gibt es eine
stetige Funktion f: X — R mit f(4)=0, f(B)==1 (Urysonsches Lemma).

4. Abzihlbarkeits-Axiome

X sei ein topologischer Raum.

(i) X heiBt separabel, falls eine abzihlbare Teilmenge M von X
existiert mit = X, d.h., M ist dicht in X.

(ii) X erfullt das erste Abzihibarkeits-Axiom, wenn es zu jedem z€ X
abzihlbar viele Umgebungen U, i=1,2, ... von z gibt, so daB
in jeder Umgebung V von z wenigstens ein U; enthalten ist.
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(iif) X erfillt das zweite Abzihlbarkeits-Axiom, wenn es abzihlbar
viele offene Mengen W;, i=1,2,... in X gibt, so da fir jede
offene Menge U aus X gilt

U= U W;
WU
Das zweite Abziihlbarkeits-Axiom impliziert das erste und die Separa-
bilitdt des Raumes X.

Lemma: X erfiille das 1. Abzihlbarkeits-Axiom. Ist a Berithrpunkt der
Folge {2;};_,2, s0 hat {x;} eine Teilfolge, die gegen a konvergiert.

Beweis: Wir wihlen eine Folge {U}};.; o ... von Umgebungen von a,
die die in (ii) genannte Eigenschaft hat, und definieren eine neue Folge
von Umgebungen {V};_y . . durch V;=U;~...nU;. In jedem V;
liegt ein Glied »; der Folge {z;}. Dann konvergent die Teilfolge {z;}
gegen a.

Lemmas: X sei kompakt und erfille das 1. Abzihlbarkeits-Axiom. Dann
hat jede Folge in X eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Auf Grund des letzten Lemmas geBiigt es zu zeigen, dafl
die Folge einen Berithrpunkt hat. Sei 4, die abgeschlossene Hiille der
Menge {,,, T, 4,,.. }- Die 4, bilden ein zentriertes System, haben also
nach dem Cantorschen Durchschnittssatz nicht-leeren Durchschnitt.
Jeder Punkt dieses Durchschnittes ist Berithrpunkt der Folge.

Ein Raum X heiBt folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konver-
gente Teilfolge hat. Fiir metrische Raume fallen die Begriffe kompakt
und folgenkompakt zusammen. Die eine Richtung dieser Behauptung
folgt aus dem letzten Lemma, denn in metrischen Riaumen gilt offenbar
das 1. Abzéhlbarkeitsaxiom.

5. Wegzusammenhang

X sei ein topologischer Raum und x, y¢ X. Ein (stetiger) Weg mit
Endpunkten z, y ist eine stetige Abbildung f: €0, 1> - X mit f(0)=uz,
f(1) = y. Existiert ein solcher Weg, so heillen , y verbindbar. Man sieht
leicht, daB das eine Aquivalenz-Relation ist. Die Aquivalenz-Klassen
heiBen Wegzusammenhangs- Komponenten von X. Existiert nur eine, d.h.
sind alle Punkte verbindbar, so heit X wegzusammenhingend.

Ist f: X —>7Z eine stetige Abbildung (Z mit der diskreten Topologie),
so folgt aus f(x)+ f(y), daB z, y nicht verbindbar sind, also zu ver-
schiedenen Wegzusammenhangs-Komponenten von X gehdren.
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6. Der Weierstrafische Approximationssatz

Satz (SToNE-WEIERSTRASS): Sei X ein hompakier Raum und A eine
Unteralgebra von C(X, C) mit folgenden Eigenschaften: (i) A trennt die
Punkte von X, d.h. zu belichigen x, ye X, x==y gibi es ein fe A mit
f(x) == f(y). (ii) Ist fe A, so ist fe A.

Dann liegt A dicht in C(X, C) beziiglich der Normtopologie.

Dieser Satz wird z.B. in dem Buch von DIEUDONNE bewiesen,
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Das Lemma von Zorn

Eine Menge £ heiit geordnef, wenn fiir die Elemente von & eine
Relation = erklirt ist mit folgenden Eigenschaften:

asa
a<b und b=ZLa => a=b
ash und b=e¢ = ase.

E heiBt total-geordnet, falls fiir alle a, be B entweder a <b oder b <a
gilt. z heiBt maximales (bzw. minimales) Element von E, falls es keine
echt groBeren (bzw. kleineren) Elemente gibt, d.h., aus y =2 (bzw.
y=z) folgt y==. Ist F eine Teilmenge von E, so heit xz¢E obere
(bzw. untere) Schranke von F, falls fiir alle yeF gilt y Sz (bzw. y = x).
E heiBt induktiv geordnet nach oben (bzw. nach unten), falls jede total-
geordnete Teilmenge von F eine obere (bzw. untere) Schranke hat.

Lemma von ZORN: £ sei induktiv geordnet nach oben (bzw. nach unten).
Dann gibt es in E ein maximales (bzw. minimales) Element.

Das Lemma von ZorN folgt aus dem Auswahl-Axiom (vgl. KeLLEY).
Auf die grundlagentheoretischen Fragen, die mit dem Auswahl-Axiom
zusammenhingen, wollen wir nicht eingehen.

Wir geben eine typische Anwendung des Zornschen Lemmas: Es sei
R ein kommutativer Ring mit Einselement. Es sei £ die Menge der
Ideale von R, die ein vorgegebenes Ideal q== R enthalten und die ver-
schieden von R sind. Die Inklusion definiert eine Ordnungsrelation in E.
Es ist £ induktiv geordnet nach oben: Ist {§;};c totalgeordnet, so ist
UDb; ein Ideal == R, Also gibt es ein maximales Ideal ¢, das a enthiilt.
L]

Wir bemerken noch, da8 die maximalen Ideale == R von R genau
die Ideale ¢ sind, so daB R/c ein Korper ist. Wire nimlich R/c kein
Kérper, so gibe es in R/c ein von Null verschiedenes Ideal = R/c, z.B.
ein von einer Nicht-Einheit erzeugtes Hauptideal. Das inverse Bild dieses
Ideals unter der kanonischen Abbildung R-» R/c ist echt groBer als c.
Ist umgekehrt R/¢ ein Korper und acc, =, 8o ist a/c=0 ein Ideal
von Rfe, also a/c= R/¢, denn g/c enthélt eine Einheit. Es folgt a = R.
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Kapitel 111 bei der Behandlung des Lebesgue-Integrales und der LP-
Réiume, sowie in Kapitel IX und X bei der Spektraldarstellung hermite-
scher Operatoren und der Theorie nicht-iiberall definierter Operatoren),
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bei J. DieuponNg [1] (Darstellung der kompakten Operatoren in

Kapitel VII, vor allem §26) und bei Duxrorp, ScEwartz [15] (in

Kapitel VIII bei der Untersuchung kommutativer Banach-Algebren

und dem Beweis des Spektralsatzes) gemacht. Die Behandlung der

Hahn-Banach-Sitze verdanken wir einer Mitteilung von H. Kénig; vgl.

auch

[32] H.Konte, Uber das von Neumannsche Minimax-Theorem, Arch.
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[34] 8. Kakuraxi: Weak Topology and Regularity of Banach Spaces,
Proc. Imp. Acad. Tokyo 15, 169—173, 1939,

bei der Spektraldarstellung unitérer Operatoren (§ 33)
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A

Abbildung, beschrinkte 26

Abbildung, kontrahierende
23

Abbildung, lineare beschrink-
te 27

Abbildung, offene 165

Abbildung, stetige 165

Abbildung, stetig lineare 25

Abbildung, transponierte 35

Abstandsfunktion 9

Abzihlbarkeits-Axiom 167

Abzihlbarkeits-Axiom,
erstes 64

Abzihlbarkeits-Axiom, zwei-
tes 168

additiv 43

Algebra 29

Algebra, normierte 35

Anti-Isomorphismus 86

antilinear 86

Approximationssatz 74

Arzela-Ascoli 18,21, 104

B

B*-Algebra, kommutative 127

Bsire 22

Bairesche Funktion 51

Banach-Algebra 29, 35

Banach-Algebra- kommutative
122

Banach-Raum 27

Basis 93

Beriihrpunkt 166

beschrinkt 21

Besselsche Ungleichung 91

Bilinearform, symmetrische 83

B-Raum 27

Register

C

Cantorscher Durchschnitts.
satz 167
Cauchy-Folge 12
Cauchy-Schwarzsche.-Un-
gleichung 84
Cayley-Transformation 160
Cayley-Transformierte 156
Clarkson, Satz von 75
Codimension 106

D

Darstellung, reguliire 123

Defektindiz 158

dicht 21, 165

Dieudonne 112

Dombrowski, P. 43

Dreiecksungleichung 9, 25,
84

Dualraum 25, 34

Dunford-Schwartz 122

E

Eberlein 68

Eigenraum 101, 145
Eigenwerte 101, 145
Einheitsvollkugel 67
Element, maximales 170
Ergodensatz 69
Erweiterung 154

F

Fastmetrik 15

Fatou 48, 59

Folge, konvergente 12, 166
Folgenkompakt 168

Form, hermitesche 83



176

Fortsetzungssitze 31

Fourier-Entwicklung 93, 119

Fredholm-Alternative 109

Fredholm-Operatoren 107,
151

Fubini 50

Fubini, Satz von 50, 117

Funktion, analytische 101

Funktion, charakteristische 49

Funktionen, mefibare 47
Funktionen, summierbare 46
Funktor, exakter 37

G

Gelfand-Mazur 123
Gelfand-Neumark 128
Gewichtsfunktion 50
gleichgradig stetig 18
gleichmifig konvex 72,78
gleichmifig stetig 11
Graph 153
Graphen, Satz vom abge-
schlossenen 41
Grenzwert 12, 166
Gruppe der invertierbaren
QOperatoren 150
Gruppe der unitidren Opera-
toren 150

H

Hahn-Banach 31,65
Halbnorm 26
Hiufungspunkt 166

Hausdorff-Raum 10, 61f,, 165

hermitesch 96

Hilbert-Basis 93

Hilbert-Raum 86

Hilbertscher Folgenraum 56,
61

Holdersche Ungleichung 53

Homdomorph 165§

Hombomorphismus 165

Hiille, abgeschlossene 165

Register

I

Ideal, maximales 124
Index 107
Integral-Darstellung 80
Integralgleichung 116
Intervall 43
Intervall-Funktion 43
Involution 127
Isometrie 11
isometrisch 11

J

Jensensche Ungleichung 56

K

Kern, offener 165

Kern, symmetrischer 119

kompakt 103, 167

Komplement, orthogonales
88

Komplettierung 13

Kdnig, H, 14,29

Konstanz-Intervalle 45

Konvergenz, absolute 89

Konvergenz, gleichmifige 16

konvex 33

Korper 123

Kronecker-Deilta 88, 170

Kugel, abgeschlossene 21

Kugeln, offene 10

Kuiper 151

L

Lebesgue 47
Lebesgue-Integral 43, 45f,
Lebesgue-Stieltjes-Integral 50
Levi, Beppo 47

Limes 12

Liouville, Satz von 102

M

Mafy 44

Massenverteilung, diskrete 44
Menge, geordnete 170
Menge, mefibare 49



Menge, summierbare 49

Metrik 9

Milman, Satz von 78

Minkowskische Ungleichung
54

monoton 43

N

nirgends dicht 21

Norm 25, 84

normal 129

Norm der stetigen linearen
Abbildung 26

Normtopologie 60

0

offen 10

Operator, abgeschlossener 154

Operator, adjungierter 94, 154

Operator, hermitescher 132,
142, 155

Operator, isometrischer 154

Operator, kompakt hermite-
scher 115

Operator, normaler 129, 131f.,

Operator, positiv hermitescher
97

Operator, Satz vom Inversen
41

Operator, stetiger 25

Operator, symmetrischer 155

Operator, unitirer 132, 147

Operator in X 153

Ordnungs-Relation 97

orthogonal 88

orthonormal 88

P

Parallelogramm-Gesetz 85

Paraltelogramm-Ungleichung
15

Parsevalsche Gleichung 91,93

@ -definiert 45

@ -gleich 45

@ -Gleichheit 44

¢ -konvergent 45

Y-Nullmenge 44

12 Hirzebrueh, Funktionsanaiysis

Register

Polarisierung 86

Positiv Definit 83

Positiv Semi-Definit 83

Potenzmenge 165

Prii-Hitbert-Raum 86

prikompakt 17

Prinzip der gleichmiifbigen
Beschrinktheit 22,38

Prinzip der offenen Abbildung
39

Produkt, direktes 27

Produkt, inneres 83

Produkttopologie 11, 166

Projektor 135

Punkt, istolierter 166

Punktweise gleichmifig be-
schrinkt 22

Pythagoras, Satz von 88

Q

Quasi-Kompakt 167
Quotientenraum 27

R

radikal 125

Raum, gleichmiifiig konvexer
72

Raum, kompakter 167

Raun. metrischer 9, 26

Raum. normierter 26

Raunt. retlexiver 64

Raum, topologischer 10, 165

Raum, vollstiindiger metri-
scher (2

reflexiv 64, 78, 88

regulir 44, 100

Reihe, geometrische 101

Relativ-Kompaht 167

Retativtopologic 10, 160

Resolventen-Funktion 100,
123

Resolventen-Menge 1001
123

Rivsz, F. 105

Rivss-Fischer §7

Ries/-Nagy 43

177



178
S

Schranke, obere 170

Schur, Lemmason 146

schwach —*— dicht 65

schwach folgenkompakt 68

schwach konvergent 61

schwach —*— Topologie 62

selbstadjungiert 96

Sepuarabel 64, 68, 167

Sesqui Lincar 86

Skafarprodukt 83

Spektraldarsteltung 142,162

Spektralradius 126

Spektralsatz 130

Spektralschar 136, 141, 143
162

Spektrabwert 101

Spektrum 101, 1231, 162

stetig 11,17, 165

stetig inx e X 11

Stieltjes-Integral 50

Stone-Weierstrass 128, 169

strikt normiert 73

sublinear 30

Summe, direkte 92

summierbar 89

System, maximales orthonor-
males 92

System, zentriertes 167

T

Teilmenge, konvexe 33

Teilmenge, offene 168

Tonelli, Satz von 117

Topologie 10, 165

Topologie, diskrete 165

Topologie, schwache 60, 64,
166

Register

Total-geordnet 170

Triger einer Spektralschar 137
Trennungsaxiom 165
Trennungssitze 31
Treppenfunktion 45
Tychonoff, Satz von 63

U

Uberdeckung, offene 167
Umgebung 165

unitar 98

Urysonsches Lemma 167

v

Vektorraum, topologischer

24, 26
verbindbar 168
Vervolistindigung 13, 86
Vielfachheit, algebraische 115
Vielfachheit, geometrische 115
Volumen-Funktion 44

w

Weg, stetiger 168

wegweise, zusammenhingend
150

wegzusammenhingend 168

Wegzusammenhangs-Kompo-
nenten 168

Weierstrascher Approximations-
satz 169

z

Zorn, Lemma von 170
zusammenziehbar 151



	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 
	Seite 7 
	Seite 8 
	Seite 9 
	Seite 10 
	Seite 11 
	Seite 12 
	Seite 13 
	Seite 14 
	Seite 15 
	Seite 16 
	Seite 17 
	Seite 18 
	Seite 19 
	Seite 20 
	Seite 21 
	Seite 22 
	Seite 23 
	Seite 24 
	Seite 25 
	Seite 26 
	Seite 27 
	Seite 28 
	Seite 29 
	Seite 30 
	Seite 31 
	Seite 32 
	Seite 33 
	Seite 34 
	Seite 35 
	Seite 36 
	Seite 37 
	Seite 38 
	Seite 39 
	Seite 40 
	Seite 41 
	Seite 42 
	Seite 43 
	Seite 44 
	Seite 45 
	Seite 46 
	Seite 47 
	Seite 48 
	Seite 49 
	Seite 50 
	Seite 51 
	Seite 52 
	Seite 53 
	Seite 54 
	Seite 55 
	Seite 56 
	Seite 57 
	Seite 58 
	Seite 59 
	Seite 60 
	Seite 61 
	Seite 62 
	Seite 63 
	Seite 64 
	Seite 65 
	Seite 66 
	Seite 67 
	Seite 68 
	Seite 69 
	Seite 70 
	Seite 71 
	Seite 72 
	Seite 73 
	Seite 74 
	Seite 75 
	Seite 76 
	Seite 77 
	Seite 78 
	Seite 79 
	Seite 80 
	Seite 81 
	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 
	Seite 7 
	Seite 8 
	Seite 9 
	Seite 10 
	Seite 11 
	Seite 12 
	Seite 13 
	Seite 14 
	Seite 15 
	Seite 16 
	Seite 17 
	Seite 18 
	Seite 19 
	Seite 20 
	Seite 21 
	Seite 22 
	Seite 23 
	Seite 24 
	Seite 25 
	Seite 26 
	Seite 27 
	Seite 28 
	Seite 29 
	Seite 30 
	Seite 31 
	Seite 32 
	Seite 33 
	Seite 34 
	Seite 35 
	Seite 36 
	Seite 37 
	Seite 38 
	Seite 39 
	Seite 40 
	Seite 41 
	Seite 42 
	Seite 43 
	Seite 44 
	Seite 45 
	Seite 46 
	Seite 47 
	Seite 48 
	Seite 49 
	Seite 50 
	Seite 51 
	Seite 52 
	Seite 53 
	Seite 54 
	Seite 55 
	Seite 56 
	Seite 57 
	Seite 58 
	Seite 59 
	Seite 60 
	Seite 61 
	Seite 62 
	Seite 63 
	Seite 64 
	Seite 65 
	Seite 66 
	Seite 67 
	Seite 68 
	Seite 69 
	Seite 70 
	Seite 71 
	Seite 72 
	Seite 73 
	Seite 74 
	Seite 75 
	Seite 76 
	Seite 77 
	Seite 78 
	Seite 79 
	Seite 80 
	Seite 81 
	Seite 82 
	Seite 83 
	Seite 84 
	Seite 85 
	Seite 86 
	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 
	Seite 7 
	M5, Erg.pdf
	Page 1 
	Page 2 


